
4.1 அறிமுகம் (Introduction)
 நம் அன்றாட வறாழ்க்கையில் அளவீட்டு்க கைருவிகை்ள்க ககைறாண்டு அளவிட 
முடியறாத கைண்ககுகைளு்ககு ம்்முகை அளவீடுகைளறால் தீர்வு கைறாணப்படுகி்து.  
ம்ைகைள் மற்றும் உயரமறான கைட்டிடஙகைளின உயரஙகை்ள அளவீட்டு்க 
கைருவிகை்ள்க ககைறாண்டு கைண்டறிய இயைறாதப்பறாது அ்வகை்ள்க கைண்டறிய 
மு்கபகைறாணவியல் நம்ககு உதவுகி்து. க்பறாறியியல் மற்றும் இயற்பியல் உள்ளிட்ட 
இதர அறிவியல் பிரிவுகைளில் மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளும் மற்றும் அவற்றின 
பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளும் ்பரவைறாகைப ்பயன்படுததப்படுகி்து. 
பமலும் இசசறார்புகைள், ஒரு கசஙபகைறாண மு்கபகைறாணததில் இரு ்ப்ககைஙகைளின நீளஙகை்ள மட்டுபம 

அறிந்து அம்மு்கபகைறாணததிற்கு தீர்வு கைறானும் கைண்ககுகைளில் மட்டுமல்ைறாமல், 
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+∫  ப்பறான் குறிபபிட்ட கதறா்கையிடல்  கைண்ககுகைளு்ககு தீர்வு கைறாண உதவுகின்ன. ்சன 

சறார்பின பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் ்சன சறார்்பறான arcsine ( )x -்ககு sin-1 x  எனும் குறியீட்்ட 

முதல் மு்்யறாகை ஆஙகிை கைணிதவியைறாளர் ஜறான  F.W. கெர்பச (1792-1871) ( John F.W. Herschel) 
என்பவர் அறிமுகைப்படுததினறார். 1826-ல் தன தந்்தயுடன பசர்ந்து ்பணியமறாற்றிய்ம்ககைறாகை இரறாயல் 
வறானவியல் கைழகைததின தஙகை ்பத்ககைம் இவரு்ககு அளி்ககைப்பட்டது.
 மினசறாதன அ்ைவு கைறாட்டி (Oscilloscope) எனும் கைருவி ்சன 
சறார்பின வ்ளவ்ரகை்ளப ப்பறானறு மினசமி்க்கைகை்ள வ்ர்படஙகைளறாகை 
மறாற்றுகி்து. கைட்டுப்பறாட்டு்ககைருவிகை்ள்க ககைறாண்டு ்சன வ்ளவ்ரயின 
வீசசு, கைறாைஅளவு மற்றும் நி்ை மறாற்்த்த மறாற்்ைறாம். மனித உடலின 
இதயததுடிபபுகை்ள்க அளவிடுதல் ப்பறானறு ்பல்பவறு ்பயன்பறாடுகைளில் 
அ்ைவு்ககைறாட்டி்க கைருவிப ்பயன்படுததப்படுகி்து. அதத்கைய ்பயன்பறாடுகைளில் 
மு்கபகைறாணவியலின சறார்புகைள் மு்ககிய ்பஙகு வகி்ககி்து.
 பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகை்ள சிை எளிய எடுததுகைறாட்டுகைளின மூைம் விள்ககுபவறாம்.
விளகக எடுத்துகககாட்டு-1 (சகாய்வு கணககு) 
 y mx b= + எனும் பநர்பகைறாட்்ட்க கைருதுகை. x அசசுடன பநர்்கபகைறாடு 

ஏற்்படுததும் பகைறாணம் θ -ஐ  சறாய்வு m மூைம், கைறாண்ப்பறாம். ஒரு சறார்பின சறாய்வு 
என்பது அதன மறாறு வீதமறாகை வ்ரயறு்ககைப்படும். சறாய்வு அல்ைது சறாய்வுவிகிதம் 

க்பறாதுவறாகை m y
x

=
∆
∆

 என்க கைண்ககிடப்படுகி்து. ்படததிலுள்ள கசஙபகைறாண 

மு்கபகைறாணததிலிருந்து, tanθ =
∆
∆
y
x

.  எனபவ, tanθ = m . இஙகு θ   வின 

மதிப்்ப்க கைண்டறிய மு்கபகைறாணவியல் சறார்பின பநர்மறாறு பத்வப்படுகி்து. 

இத்ன “பநர்மறாறு கதறாடுபகைறாட்டுசசறார்பு (inverse tangent function) ” எனப்பறாம். 

* க்பரும்்பறாலும் ஒன்்  மற்க்றான்றாகை  மறாற்றுவதும் வடிவிய்ை கமறாழியில் 
மறாற்றுவதும் கைணிதததின ஆற்்ைறாகும்*

--மார்கஸ் டு சாட�ாய்

்படம். 4.1

ஜறான F.W. கெர்பச
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143 நேர்மாறு முகநகமாணவியல் சமாரபுகள்

விளகக எடுத்துகககாட்டு-2  ( திரைப்பட அைங்கின் திரைகள்)

 தி்ரயரஙகைததின தி்ர 7 மீட்டர் உயரம் ககைறாண்டது எனகை.  ஒருவர் அமர்ந்த 
நி்ையில் தி்ரயின அடி்பகுதியறானது ்பறார்்வ மட்டததிற்கு 2 மீட்டர் உயரததில் 
உள்ளது. ்பறார்்வயிலிருந்து தி்ரயின அடிமட்டம் வ்ர வ்ரயப்படும் 
கி்டமட்டபகைறாட்டிற்கும், ்பறார்்வயிலிருந்து தி்ரயின முகைட்டிற்கு 
வ்ரயப்படும் பநர்்கபகைறாட்டிற்கும் இ்டபய ஏற்்படும் பகைறாணம் ்பறார்்வ்க 
பகைறாணம் எனகை. ்படததில், θ  என்பது ்பறார்்வ்கபகைறாணமறாகும். தி்ரயிலிருந்து 
x  மீட்டர் தூரததில் ஒருவர் அமர்ந்திருப்பதறாகை ககைறாள்பவறாம்.   ்பறார்்வ்க  

பகைறாணம் θ -ஐ்க  கைண்டறிய ்பயன்படும் சறார்பு θ ( ) tan tan .x
x x

= 





 − 








− −1 19 2
  இஙகு 

்பறார்்வ்க பகைறாணம் θ  என்பது x-ன சறார்பு என்ப்த கைவனி்ககை.

விளகக எடுத்துகககாட்டு-3 ( இழுப்புப்்காலம் )

  ்படததில் கைறாண்்பது ப்பறான் இரட்்டமடிப ்பைகு இழுபபுப்பறாைம் 
ஒனறி்ன்க கைருதுபவறாம். ஒவகவறாரு மடிப்பைகும் 40 மீட்டர் நீளம் 
ககைறாண்டது. 33 மீட்டர் அகைைமு்டய கைப்பகைறானறு ்பறாைத்த்க 
கைட்ககை பவண்டும். ்பறாைத்த்க கைப்பல் கைட்ககை, ஒவகவறாரு மடிப்பைகும் 
தி்ப்பதற்கு ஏற்்படுததும் மீசசிறுபகைறாணம் θ -ஐ்க கைண்டறிய பநர்மறாறு 
மு்கபகைறாணவியல் சறார்பு ்பயன்படுகி்து.
 அைகு வட்டததி்னப ்பயன்படுததி, கமய்கயண்கைளின 
மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள் (இஙகு ஆ்ரயனில் பகைறாணஙகைள் மதிபபிடப்படுகின்ன) குறிதது 
்பதிகனறான்றாம் வகுபபில் ்படிதபதறாம். இப்பறாடப்பகுதியில், பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள், 
அதன வ்ர்படஙகைள் மற்றும் ்பண்புகை்ளப ்பற்றி கைற்்றிபவறாம்.  வழ்ககைம்ப்பறால்   மற்றும்   என்ப்வ 
மு்்பய கமய்கயண்கைளின கைணத்தயும் மற்றும் முழுகவண்கைளின கைணத்தயும் குறி்ககின்ன.  
ஆறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின கைறாைவட்ட ஒழுஙகு்ட்ம (periodicity), சறார்்பகைம் (domain) மற்றும் 
வீசசகைம் (range) முதலியனவற்றின வ்ரய்்கை்ள  நி்னவுகூர்பவறாம். 

கற்றலின் ந�காககஙகள்

 இப்பறாடப்பகுதி நி்்வுறும்ப்பறாது, மறாணவர்கைள் அறிந்திரு்ககை பவண்டிய்வகைள்:
	 ●	 பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின வ்ரய்்கைள்
	 ●	 பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின முதன்ம மதிபபுகை்ள மதிபபிடும் விதம்
	 ●	 மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள் மற்றும் அதன பநர்மறாறு சறார்புகைளின வ்ர்படஙகைள் வ்ரயும் 

விதம்
	 ●	 	பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின ்பண்புகை்ளப ்பயன்படுததுதல் மற்றும் சிை 

பகைறா்வகைளின மதிபபுகை்ள்க கைண்டறிதல் 

4.2  சில அடிப்்டைக கருத்துகள் (Some Fundamental Concepts)

வடையட்ற 4.1 ( ககாலவட்ை  ஒழுஙகுடைடை)

 ஒரு கமய்மதிபபு்டயச சறார்பு  f  - ன சறார்்பகைததில் உள்ள அ்னதது x–்ககும், ஒரு மி்கை எண் p –ஐ,  
x p+  ஆனது f  -ன சறார்்பகைததில் இரு்ககுமறாறும்   f x p f x( ) ( )+ =  எனவும் கைறாண இயலுமறாமனறால்,  
f  ஐ  திரும்்ப சறார்பு அல்ைது கைறாைவட்டச சறார்பு எனப்பறாம்.

 அவவறா்றான எண்கைளில் மிகைசசிறிய எண்,  f  என் சறார்பின கைறாைம் (period)  எனப்படும்.

எடுதது்ககைறாட்டறாகை, sin , cos , secx x x xcosec , மற்றும் eix  ஆகிய்வ கைறாைம் 2p   ஆ்ரயனகைள் 
ககைறாண்ட கைறாை வட்டச சறார்புகைளறாகும்.  மறா்றாகை  tan , cotx x  ஆகிய்வ p   ஆ்ரயனகைள் ககைறாண்ட  
கைறாை வட்டச  சறார்புகைளறாகும். 

்படம் 4.2

்படம் 4.3
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வடையட்ற 4.2 ( ஒறட்ற ைறறும் இைட்டைச் சகார்புகள்)

 ஒரு கமய்மதிபபு்டயச சறார்பு f–ன சறார்்பகைததில் உள்ள ஒவகவறாரு x ்ககும்,  -x  என்பதும்  
f – ன சறார்்பகைததில் இருந்து,  f x f x( ) ( )− = என்வறாறு இருந்தறால் ,  f ஐ  ஓர் இரட்்டச சறார்பு (even 

function) எனப்பறாம்.
 ஒரு கமய்மதிபபு்டயச சறார்பு f –ன சறார்்பகைததில் உள்ள ஒவகவறாரு x –்ககும், -x  என்பதும்  
f –ன சறார்்பகைததில் இருந்து,  f (x) = –f (x) என்வறாறு இருந்தறால் ,  f ஐ   ஓர் ஒற்்்ச சறார்பு (odd 

function)  எனப்பறாம்.

 எடுதது்ககைறாட்டறாகை, x x x x3, sin , , tancosec  மற்றும் cot x ஆகிய்வ ஒற்்்சசறார்புகைளறாகும். 

ஆனறால், x x2 , cos மற்றும் sec x  ஆகிய்வ இரட்்டசசறார்புகைளறாகும். 

குறிப்புடை

 g  மற்றும் h ்ககு கைறாைம் இருந்து, f g h= ±  என்வறாறு இருந்தறால் f -ன கைறாைம் மி.சி.ம  
{கைறாைம் g, கைறாைம் h } என இரு்ககும்.
 எடுதது்ககைறாட்டறாகை, y x x= +cos sin6 4  -ன கைறாைம் p  மற்றும் y x x= −cos sin  -ன கைறாைம் 2p  

ஆகும்.

4.2.1 முகநககாணவியல் சகார்புகளின் சகார்்கம் ைறறும் வீச்சகம்
       (Domain and Range of trigonometric functions)
 மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின சறார்்பகைஙகைள் மற்றும் வீசசகைஙகைள் பினவரும் அட்டவ்ணயில் 
ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளன.

மு்கபகைறாணவியல் 
சறார்பு sin x cos x tan x cosec x sec x cot x

சறார்்பகைம்
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வீசசகைம் −[ ]1 1, −[ ]1 1,   \ ,−( )1 1  \ ,−( )1 1 

4.2.2  சகார்புகளின் வடை்ைஙகள் (Graphs of  functions)
 f : →  என்பது ஒரு கமய்மதிபபு்டயச சறார்பு எனகை.  அதன சறார்்பகைததில் உள்ள ஒரு புள்ளி  
x –ல் சறார்பு f-ன மதிபபு f (x) எனகை.  பினனர், x f x x, ( ) ,( ) ∈  என் புள்ளிகைளின கதறாகுபபு்க 
கைணம்,  சறார்பு f-ன வ்ர்படத்த தீர்மறானி்ககி்து. க்பறாதுவறாகை, xy –தளததில் உள்ள ஒரு வ்ர்படம்,  
ஒரு சறார்பி்ன்க குறி்ககும் என கூ்முடியறாது. இருந்தப்பறாதிலும், ஒரு வ்ர்படம் நி்ை்க குதது்க 
பகைறாட்டுச பசறாத்ன்ய (ஒரு நி்ை்ககுதது்கபகைறாடு ஒரு வ்ர்படத்த கவட்டுமறானறால், அ்கபகைறாடு 
அதிகை்பட்சமறாகை ஒபரகயறாரு புள்ளியில் மட்டும் கவட்டும்) நி்்வு கசய்தறால், அவவ்ர்படம் ஒரு 
சறார்பி்ன்க குறி்ககும். 
 நம் அன்றாட வறாழவில், அ்ைகைள், இரவு/்பகைல் சுழற்சி ப்பறானறு பநரத்தப க்பறாறுதது 
கைறாைவட்டததி்ன உள்ளட்ககிய ்பல்பவறு நிகைழவுகை்ள்க கைறாண்கிப்றாம். மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள் 
அ்னததும் திரும்்பச சறார்புகைள் என்பதறால், இதத்கைய நிகைழவுகை்ள மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள் 
மூைமறாகை அறிந்துணரைறாகும்.  மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகை்ள அ்வகைளின வ்ர்படஙகைள் வறாயிைறாகைப 
்பறார்தது அறிந்து ககைறாள்வதின மூைம்,  கைறாை வட்ட ஒழுஙகு்ட்மயுள்ள நிகைழவுகைளின ்பண்புகை்ள 
ஆரறாய்ந்தறியைறாம்.
 மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின வ்ர்படத்த xy –தளததில் வ்ரய, சறாரறா மறாறி x ஐ  ஆ்ரயனில் 
உள்ள பகைறாண அளவுகை்ள்க குறி்ககும்.  சறார்ந்த மறாறி்ய y  எனவும் குறிபபிடுபவறாம்.  ் சன சறார்பி்ன 
y x= sin  என எழுதுகிப்றாம்.  இ்தபப்பறாைபவ மற்் மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகை்ளயும் எழுதைறாம். 

இனி வரும் ்பறாடப்பகுதிகைளில், மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள் மற்றும் பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் 
சறார்புகைளின வ்ர்படஙகை்ள எவவறாறு வ்ரயைறாம் எனவும் மற்றும் அவற்றின ்பண்புகை்ளப ்பற்றியும் 
்படி்ககை உள்பளறாம்.
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4.2.3 வடை்ைத்தின் வீச்சு ைறறும் ககாலம்  (Amplitude and Period of a graph)
 x - அசசிலிருந்து ஒரு சறார்பின வ்ர்படததிற்கு உள்ள மீபக்பரு தூரம் அசசறார்பின வீசசு 
(amplitude)  ஆகும்.  இவவறா்றாகை ஒரு சறார்பின வீசசு ஆனது  x -அசசிலிருந்து அதன   மீபக்பரு அல்ைது 
மீசசிறு மதிபபிற்கு உள்ள உயரம் ஆகும். ஒரு முழுசசுற்றி்ன பூர்ததி கசய்ய சறார்பு்ககு பத்வப்படும் 
தூரம் அசசறார்பின கைறாைம் (period) ஆகும்.
குறிப்புடை

(i) கைறாைவட்டச சறார்பின கைறாை அளவிற்கு (period) சமமறான நீளம் ககைறாண்ட இ்டகவளியில் 
வ்ரயப்படும் வ்ர்படப்பகுதிபய திரும்்ப திரும்்ப வரும் ்பை வ்ர்படப ்பகுதிகை்ள்க 
ககைறாண்டதறாகை அசசறார்பின கமறாதத வ்ர்படம் அ்மயும்.

(ii) ஒற்்்ச சறார்பின வ்ர்படம் ஆதி்யப க்பறாறுதது சமசசீரறாகைவும் மற்றும் இரட்்டச சறார்பின  
வ்ர்படம் y –அச்சப க்பறாறுதது சமசசீரறாகைவும் இரு்ககும்.

4.2.4  ந�ர்ைகாறு சகார்புகள் (Inverse  functions)
 உள்ளீடு கசய்யப்படும் ஒரு மதிபபு்ககு எபக்பறாழுதும் ஒபரகயறாரு தனிதத மதிபபி்ன 
வி்டயறாகைத தரும் விதிமு்்பய ஒரு சறார்்பறாகும் என்ப்த நி்னவு கூர்பவறாம். சறார்பின பநர்மறாறு 
இருததலு்ககு பமற்கைண்ட சறார்பிற்கைறான பத்வ்யப பூர்ததி கசய்தல் அவசியமறாகி்து.  இத்ன நறாம் 
ஒரு எடுதது்ககைறாட்டு மூைம் விள்ககுபவறாம்.
 இரட்்டயர் அல்ைறாத அ்னதது மறானிடர்கைளின கைணததி்ன்க கைருதுபவறாம். அ்ககைணததிலுள்ள 
ஒவகவறாருவரும் ஒரு இரதத வ்கை மற்றும் ஒரு மர்பணு (DNA) கதறாடர்சசி்ய  க்பற்றுள்ளறார். மறானிட்ர 
உள்ளீடறாகைவும் இரதத வ்கை அல்ைது மர்பணு கதறாடர்சசி்ய  கவளியீடறாகைவும் இருப்பதறால் இ்வ 
சறார்புகைளறாகின்ன. ஒபர இரதத வ்கை ககைறாண்டுள்ள மனிதர் ்பைருண்டு என்பத்ன நறாம் அறிபவறாம். 
இருபபினும் மர்பணு கதறாடர்சசி்ய  க்பறாருததவ்ர ஒவகவறாரு தனி மனிதனு்ககும் மரப்பனு கதறாடர்சசி 
தனிததனிபய இரு்ககும். இத்ன பினபனறா்ககி ்படி்ககும்ப்பறாது இரதத மறாதிரியின இரதத  வ்கை 
கதரிந்திருந்தறால் அதன மூைம் அம்மறாதிரி இரதத வ்கை குறிப்பறாகை யறாரிடமிருந்து க்ப்ப்பட்டது என்க கூ் 
முடியுமறா?  முடியறாது என்பபத  இதற்கு வி்டயறாகும். மறா்றாகை ஒரு மர்பணு கதறாடர்சசி்ய  கதரிந்திருந்தறால் 
கைணததிலுள்ள அதற்குரிய மனித்ர்க கைண்டறிய இயலும்.  இவவ்றாகை மர்பணு கதறாடர்சசி மூைம் 
மனித்ர்க கைண்டறியும் பினபனறா்ககுபதபை பநர்மறாறு சறார்பின இருததலு்ககைறான அடிப்ப்டயறாகி்து. 
இதத்கைய பினபநறா்ககி கைண்டறிதபை பநர்மறாறு சறார்்பறாகும். மர்பணு கதறாடர்சசி எடுததுகைறாட்டுப ப்பறால், 
சறார்்பறானது ஒனறு்க ககைறானறு சறார்்பறாகை இருந்தறால், அதற்கு பநர்மறாறு சறார்பு இரு்ககும்.  பதறாரறாயமறாகை 
கூறும்ப்பறாது  சறார்பு கசய்யும் கசய்ை அதன பநர்மறாறு சறார்பு அசகசய்ை, கசயலிழ்ககை ்வ்ககி்து.
 ஒரு கசஙபகைறாண மு்கபகைறாணததின ஒரு குறுஙபகைறாணமும் மற்றும் ஒரு ்ப்ககை நீளமும் 
ககைறாடு்ககைப்பட்டிருந்தறால், பி் பகைறாணஙகை்ளயும் மற்றும் பி் ்ப்ககை நீளஙகை்ளயும் கைண்டறிவது 
எளிதறாகும். ஆனறால் ஒரு கசஙபகைறாண மு்கபகைறாணததின இரு ்ப்ககைஙகைள் மட்டுபம தரப்பட்டிருந்தறால்,  
்ப்ககைஙகைளின விகிதத்தப ்பயன்படுததி பகைறாணத்த்க கைறாண்்பதற்கு ஒரு வழிமு்் பத்வப்படுகி்து. 
இதத்கைய தருணததில்தறான மு்கபகைறாணவியல் சறார்பின பநர்மறாறு சறார்பு எனும் கைருததறா்ககைம் 
மு்ககியததுவம் க்பறுகி்து.
 எந்தகவறாரு மு்கபகைறாணவியல் சறார்பும் அதன முழு்ம சறார்்பகைததினமீது ஒனறு்கககைறானறு சறார்பு 

அல்ை என்ப்த நறாம் அறிபவறாம். எடுததுகைறாட்டறாகை, sin .θ =0 5  என்க ககைறாடு்ககைப்பட்டிருந்தறால், 

θ
π π π π π

= − −
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, , , , , ஆகிய எண்ணற்்  θ –வின மதிபபுகைள் ககைறாடு்ககைப்பட்ட 

சமன்பறாட்்ட பூர்ததி கசய்யும். எனபவ,  ககைறாடு்ககைப்பட்ட sinθ –விற்கு ஏற்்ப θ –்ககு தனிதத மதிப்்ப்க 
கைறாண இயைறாது. இவவறாறு ஒபர மதிபபிற்கு ்பை பகைறாணஙகை்ள பகைறார்்ககும் நி்ை ஏற்்படுவ்த 
தவிர்்ககை,  பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்பி்ன வ்ரயறு்ககும் முனனபர, த்ககை எல்்ை்க 
கைட்டுப்பறாட்டிற்கு உட்்பட்டவறாறு சறார்பிற்கைறான சறார்்பகைத்த வ்ரய்்ச கசய்ய பவண்டும். 
 மு்கபகைறாணவியல் சறார்பின பநர்மறா்் உருவறா்ககும்ப்பறாது, கைட்டு்படுததப்பட்ட இ்டகவளியில் 
அசசறார்பு ஒனறு்கககைறானறு சறார்்பறாகை அ்மயும்்படி  ப்பறாதுமறானகதறாரு சிறிய இ்டகவளி்ய்க 
கைருதுபவறாம். ஆனறால், அவவறாறு கைட்டு்படுததப்பட்ட இ்டகவளி்யச சறார்்பகைமறாகை்க ககைறாண்ட 
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சறார்பின வீசசகைம் அசசறார்பின முழு்மயறான  வீசசகைமறாகை இரு்ககைபவண்டும். இப்பறாடப்பகுதியில் 
கைட்டுப்படுததப்பட்ட சறார்்பகைஙகைளில் வ்ரயறு்ககைப்பட்ட மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின பநர்மறாறு 
சறார்புகை்ள வ்ரய்் கசய்பவறாம்.

4.2.5 ந�ர்ைகாறு சகார்புகளின் வடை்ைஙகள் (Graph of inverse  functions)
 f என்பது ஒரு இருபு்ச சறார்்பறாகைவும் மற்றும் f -ன பநர்மறாறு f -1  எனவும் கைருதுபவறாம்.  

ஆகைபவ y f x= ( )  எனில், எனில் மட்டுபம  x f y= −1( ) ஆகும். எனபவ  ( , )a b என்பது,  f-ன  வ்ர்படததில் 
ஒரு புள்ளியறாகை அ்மவதற்குத பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன அபபுள்ளி்ககு 
ஒதத புள்ளியறாகை ( , )b a   எனும் புள்ளி f -1 -ன வ்ர்படததில்  அ்மயபவண்டும். இ்ககைருததின 
வறாயிைறாகை f-ன வ்ர்படததில் உள்ள x மற்றும்  y அசசுகை்ள ஒனறு்கககைறானறு இடமறாற்்ம் 
கசய்வதனமூைம்,  f -1  ன வ்ர்படத்தப க்ப்ைறாம் என்பது புைனறாகின்து.  மறா்றாகை y x=  எனும் 
பநர்்கபகைறாட்டின ஊடறாகை f-ன வ்ர்படததின கைண்ணறாடி பிம்்பமறாகை (mirror image)  f -1 -ன வ்ர்படம் 
உள்ளது எனவும் கூ்ைறாம் அல்ைது y x=  எனும் பநர்்கபகைறாட்டின ஊடறாகை f -ன வ்ர்படததின 
பிரதி்பலிப்பறாகை  (reflection) f -1  ன வ்ர்படம் உள்ளது எனவும் கூ்ைறாம்.

4.3 டசன் சகார்பு ைறறும் ந�ர்ைகாறு டசன் சகார்பு 

      (Sine Function and Inverse Sine Function)
 



–ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் [ , ]-1 1 –ஐ வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டபத ்சன சறார்பு என்ப்த 
நி்னவு கூர்பவறாம். ்சன சறார்்்ப y x= sin எனவும் மற்றும் பநர்மறாறு ்சன சறார்்்ப y x= −sin 1

 
அல்ைது y x= arcsin( ) எனவும் குறிபபிடுபவறாம். இஙகு  -1 எனும் குறியீடு ்படி்ககுறி அனறு. பமலும் 
இ்ககுறியீடு பநர்மறா்்்க குறி்ககி்பத அனறி த்ைகீழி்ய அல்ை.

 அ்னதது கமய்கயண்கைள் x –்ககும் sin sinx x+( ) =2π  என்பது கமய்யறாகி்து. பமலும்
0 2< <p π –இல் sin x p+( ) –ன மதிபபு sin x  – ்ககு சமமறாகை இரு்ககை பவண்டிய அவசியமில்்ை. 
எனபவ, ்சன சறார்பின கைறாை மு்் 2p ஆகும்.

4.3.1 டசன் சகார்பின் வடை்ைம் (The graph of sine function)
 ்சன சறார்பின வ்ர்படமறானது y x= sin  என்பதன வ்ர்படமறாகும். இஙகு x  ஒரு 
கமய்கயண்ணறாகும். ்சன சறார்பின கைறாைம் 2p  என்பதறால், பினவரும் ஒவகவறாரு இ்டகவளியிலும் 



, −[ ]2 0π , , 0 2, π[ ] , 2 4π π,[ ] , 4 6π π,[ ] ,   .்சன சறார்பின வ்ர்படம் ஒபர வடிவததில் 

அ்மகின்து. எனபவ x ∈[ ]0 2, π - எனும் மதிபபுகைளு்ககு மட்டும் வ்ர்படத்த தீர்மறானிததறாபை 
ப்பறாதுமறானதறாகும். x ∈[ ]0 2, π  எனில் y x= sin  ன  வ்ர்படததில்  உள்ள ( , )x y  புள்ளிகைளில் அறிந்த  
சிை புள்ளிகைளின மதிபபுகை்ள்க கைறாண கீழ்ககைறாணும் அட்டவ்ண்ய உருவறா்ககுபவறாம்.

x ( ஆ்ரயனில் )  0
p
6

p
4

p
3

p
2 p

3
2
p

2p

y x= sin 0
1
2

1
2

3
2

1 0 -1 0

அட்டவ்ணயின்படி y x= sin , 0 2≤ ≤x π , இன வ்ர்படம் 

ஆதியிலிருந்து கதறாடஙகுகி்து என்பது கதளிவறாகி்து. 0 முதல் 
p
2

 

வ்ர  மதிபபு அதிகைரி்ககும்ப்பறாது,   y x= sin -ன மதிபபும் 0 முதல் 

1 வ்ர அதிகைரி்ககின்து. 
p
2

 முதல் p வ்ர  ன  மதிபபு அதிகைரிதது,  ்படம் 4.4

y

x
O

-1

1

p
2

3
2
p 2pp

ßr;R

y; y x= sin[ , ]0 2p
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கதறாடர்ந்து 3
2
p  வ்ரயிலும் அதிகைரி்ககும்ப்பறாது  y ன மதிபபு 1 முதல் 0 வ்ர கு்்கி்து,  அத்ன 

கதறாடர்ந்து –1 ்ககு கு்்கி்து.   
3
2
p

 முதல் 2p  வ்ர x ன மதிபபு அதிகைரி்ககும்ப்பறாது y ன மதிபபு –1 

முதல் 0 வ்ர அதிகைரி்ககி்து. அட்டவ்ணயிலுள்ள புள்ளிகை்ள வ்ர்படததில் குறிதது இ்ழவறான 

வ்ளவ்ர வ்ரகை. வ்ர்படததின ஒரு ்பகுதி ்படம்.4.4-ல் 

கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது

 y x= sin  என்பது 2p கைறாைம் ககைறாண்டது 
என்பதறால்,  y x= sin -ன முழு வ்ளவ்ரயில் 0 2, π[ ]  
இ்டகவளியில் அ்மந்த வ்ர்படபம இருமருஙகும் 
திரும்்ப திரும்்ப அ்மந்துள்ளது. ்படம். 4.5 –ல் ்சன 
சறார்பின முழு வ்ர்படம் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது. 0  முதல் 
2p  வ்ரயுள்ள ்சன வ்ளவ்ரயின ்பகுதி்ய ஒரு சுழற்சி எனப்பறாம்.   அதன வீசசு 1 ஆகும்.
குறிப்பு

 0 ≤ ≤x π -ல் முதல் மற்றும் இரண்டறாம் கைறாற்்பகுதியில் ்சன சறார்பின மதிபபுகைளு்ககு  sin x ≥ 0
ஆகும். π π< <x 2 -ல் மூன்றாம் மற்றும் நறானகைறாம் கைறாற்்பகுதியில் ்சன மதிபபுகைளு்ககு sin x < 0  

ஆகும்.

4.3.2 டசன் சகார்பின் ்ண்புகள் (Properties of the sine function)

 y x= sin  ன வ்ர்படததிலிருந்து கீழ்ககைறாணும் ்சன சறார்பின  ்பண்புகை்ளப ்பற்றி கைறாணைறாம்.
 (i) வ்ளவ்ரயில் கதறாடர்சசியின்மபயறா அல்ைது முறிவுகைபளறா இல்்ை. ்சன சறார்பு 

கதறாடர்சசியறானது.
 (ii) வ்ர்படம் ஆதிபுள்ளி்யப க்பறாறுதது சமசசீரறாகை இருப்பதறால் ்சன சறார்பு ஒற்்்ச 

சறார்்பறாகும்.
 (iii) ்சன சறார்பின மீபக்பரு மதிபபு 1 ஐ x = − , , , ,π π π

2 2
5
2

ஆகிய மதிபபுகைளில் க்பறுகி்து. 

மீசசிறு மதிபபு –1 ஐ x = − , , , ,π π π
2

3
2

7
2

 ஆகிய மதிபபுகைளில் க்பறுகி்து.  மறா்றாகை 

அ்னதது x Î ்ககும்  − ≤ ≤1 1sin x    என்ககூ்ைறாம்.

4.3.3 ந�ர்ைகாறு டசன் சகார்பு ைறறும் அதன் ்ண்புகள்

         (The inverse sine function and its properties)

 ்சன சறார்்பறானது அதன முழு சறார்்பகைம் 


-ல் ஒனறு்கககைறான்றானது அல்ை.  இத்ன  
y b b= − ≤ ≤, ,1 1 எனும் ஒவகவறாரு கி்டமட்ட்கபகைறாடும் y x= sin -ன வ்ர்படததி்ன எண்ணற்் 

மு்் கவட்டுவ்த்க ககைறாண்டு இத்ன நறாம் அறியைறாம்.  அதறாவது, ஒனறு்கககைறான்றான சறார்்பறா என 

பசறாதி்ககும் கைருவியறான கி்டமட்டச பசறாத்னயில் ்சன சறார்பு பதறால்விய்டகி்து. −





π π
2 2

, என 

்சன சறார்பின சறார்்பகைம் கைட்டு்படுததப்பட்டறால், அதன வீசசகைம் [ , ]-1 1  என்பபதறாடு மட்டுமில்ைறாமல் 

்சன சறார்பு  ஒனறு்கககைறானறு மற்றும் பமற்பகைறார்ததைறாகைவும் இரு்ககி்து. தற்ப்பறாது [ , ]-1 1 -ஐ 

சறார்்பகைமறாகைவும் , −





π π
2 2

, –ஐ வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டு பநர்மறாறு ்சன சறார்்்ப வ்ரய்் 

கசய்யைறாம்.

்படம் 4.5

x

y

−4π 4π3π2ππ− π−2 π−3π O

y x x= ∈sin , 

-1

1
fhyk;
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வடையட்ற 4.3

 − ≤ ≤1 1x -ல், sin-1 x -ஐ y ∈ −





π π
2 2

,  எனும் தனிதத எண்்ண sin y x=  எனுமறாறு 

வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து.  அதறாவது, sin : [ , ] ,− − → −





1 1 1
2 2
π π

 
எனும் பநர்மறாறு ்சன சறார்்்ப, 

sin ( )− =1 x yஎன வ்ரயறு்ககைத பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன sin y x=

மற்றும் y ∈ −





π π
2 2

, ஆகும். 

குறிப்பு

 (i) −





π π
2 2

, எனும் கைட்டு்படுததப்பட்ட சறார்்பகைததில் ்சன சறார்பு ஒனறு்கககைறானறு ஆகும். ஆனறால், 

பூஜ்ஜியத்த உள்ளட்ககிய இத்ன விடப க்பரிய இ்டகவளியில் ் சன சறார்பு ஒனறு்கககைறானறு 

சறார்்பறாகைறாது.

 (ii) sin-1 x –ன வீசசகைமறான −





π π
2 2

, –ல் ககைறா்சன சறார்பு கு்்யற்் எண் மதிப்்பப க்பறுகி்து. 

இந்த முடிவு, கதறா்கை நுண்கைணிதததில் சிை மு்கபகைறாணவியல் பிரதியிடலில் மு்ககியமறாகைப 

்பயன்படுததப்படுகி்து.

 (iii) ்சன சறார்பின பநர்மறா்்ப ்பற்றி குறிபபிடும்ப்பறாகதல்ைறாம், sin : , ,−





→ −[ ]π π
2 2

1 1  மற்றும் 

sin : , ,− −[ ] → −





1 1 1
2 2
π π  என  நி்னவில் ககைறாள்ள பவண்டும்.

 (iv) … − −





− −

















5
2

3
2

3
2 2 2

3
2

3
2

5
2

π π π π π π π π, , , , , , , ……
 

ஆகிய இ்டகவளிகைளில் ஏபதனும் 

ஒரு இ்டகவளி்ய ்சன சறார்பின சறார்்பகைமறாகை்க கைட்டுப்படுததைறாம். அவவறா்றான 

இ்டகவளிகைளிலும் ்சன சறார்பு ஒனறு்கககைறான்றான சறார்்பறாகைவும் மற்றும் [ , ]-1 1  என்பது 

அதன வீசசறாகைவும் இரு்ககும்.

 (v) கைட்டுப்படுததப்பட்ட இ்டகவளி −





π π
2 2

, ஆனது ்சன சறார்பின முதன்ம சறார்்பகைம் 

(principal domain)  எனவும், − ≤ ≤1 1x -ல் y x= −sin 1 எனும் சறார்பின மதிபபுகைள் முதன்ம 

மதிபபுகைள் (principal value)  எனவும் அ்ழ்ககைப்படுகி்து.

y x= −sin 1 -ன வ்ரய்்யிலிருந்து பினவருவனவற்்் அறிந்து ககைறாள்ளவும்.

 (i) − ≤ ≤1 1x  மற்றும் − ≤ ≤
π π
2 2

y  எனறிரு்ககும்ப்பறாது, y x= −sin 1  எனில், எனில் மட்டுபம 

x y= sin  ஆகும்.

 (ii) x £1  எனில்  sin sin−( ) =1 x x  ஆகும். x >1  எனும்ப்பறாது sin sin−( ) =1 x x  அர்ததமற்்தறாகி்து.

 (iii) − ≤ ≤
π π
2 2

x  எனில் sin sin− ( ) =1 x x ஆகும். sin (sin )-1 2p = ≠0 2p  என்பத்ன்க கைவணததில் 

ககைறாள்கை.
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 (iv) π π
2

3
2

≤ ≤x  எனில், sin sin− ( ) = −1 x xπ ஆகும். 
π π
2

3
2

≤ ≤x  எனும்ப்பறாது − ≤ − ≤
π

π
π

2 2
x  

என்க கி்ட்ககும் என்பத்ன்க கைவனி்ககைவும்.

 (v) y x= −sin 1 என்பது ஒற்்்ச சறார்்பறாகும்.

குறிப்புடை

 sin x =
1
2  

மற்றும் x = 







−sin 1 1
2

ஆகிய சமன்பறாடுகைளு்ககு இ்டபய உள்ள பவறு்பறாட்்ட்க 

கைறாண்ப்பறாம். sin x =
1
2  

எனும் சமன்பறாட்்டத தீர்்ககைபவண்டும் எனில் ( , )−∞ ∞ எனும் இ்டகவளியில் 

sin x =
1
2

எனுமறாறு உள்ள அ்னதது  x மதிபபுகை்ளயும் கைண்டறிய பவண்டும். ஆயினும்,  

x = 







−sin 1 1
2

-ல் உள்ள x மதிப்்ப்க கைண்டறிய −





π π
2 2

,  எனும் இ்டகவளியில் sin x =
1
2   

எனுமறாறு உள்ள தனிதத மதிப்்ப்க கைண்டறியபவண்டும்.

4.3.4 ந�ர்ைகாறு டசன் சகார்பின் வடை்ைம் (Graph of the inverse sine function)

 sin-1 : −[ ]1 1, → −





π π
2 2

, , எனும் பநர்மறாறு ்சன சறார்பு 

−[ ]1 1, இ்டகவளியில் x எனும் கமய்கயண்்ண உள்ளீடறாகை்க 

ககைறாண்டு −





π π
2 2

,
 
இ்டகவளியில் y எனும் கமய்கயண்்ண  

கவளியீடறாகைத தருகி்து. வழ்ககைம்ப்பறால் y = sin–1x சமன்பறாட்்டப 

்பயன்படுததி ( , )x y  எனும் சிை புள்ளிகை்ள்க கைண்டறிந்து 

அவற்்் xy தளததில் குறிபப்பறாம். x –ன மதிபபு –1 லிருந்து 1 

வ்ர அதிகைரி்ககும்ப்பறாது y–னமதிபபு -
p
2  

-லிருந்து 
p
2

வ்ர 

அதிகைரி்ககின்து. இபபுள்ளிகை்ள இ்ழவறான வ்ளவ்ரயறால் இ்ண்ககும்ப்பறாது y x= −sin 1  ன 
வ்ர்படம் கி்ட்ககின்து. அது ்படம். 4.6–ல் ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளது.  

குறிப்புடை

 y x= −sin 1
 ன  வ்ர்படமறானது,

 (i) −





π π
2 2

,
 
இ்டகவளியில் y x= sin  ன  வ்ர்படததின ்பகுதி்ய y x= எனும் பகைறாட்டின 

ஊடறாகை பிரதி்பலி்ககும் ்பகுதியறாகைபவறா அல்ைது y x= sin  ன வ்ர்படததில் x மற்றும் y அசசுகை்ள 

இடமறாற்றுவதன மூைமறாகைவும் க்ப்ைறாம்.

 (ii) ஆதி வழிபய கசல்கி்து

 (iii)  ஆதி்யப க்பறாறுதது சமசசீரறாகை இருப்பதறால் y x= −sin 1
 என்பது ஒற்்்ச  சறார்்பறாகி்து.

y x x= − ≤ ≤sin , π π
2 2

 மற்றும் y x x= − ≤ ≤−sin ,1 1 1  ஆகிய்வகைகைளின வ்ர்படஙகைள் 

தனிததனியறாகைவும், இரு வ்ர்படஙகை்ளயும் ஒருஙகி்ணததும் புரிதலு்ககைறாகை கீபழ 

ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளது.

்படம். 4.6

x
−1 1

π
2

−
π
2

y

O

x y

−1 −
π
2

−
2

2
−
π
4

0 0

2
2
1

π
4
π
2

y = sin–1x
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 ்படம். 4.7 ்படம். 4.8 ்படம். 4.9

 y x= −sin 1 -ன வ்ர்படமறானது y x=  எனும் பகைறாட்டி்னப க்பறாறுதது y x x= − ≤ ≤sin , π π
2 2

 ன 

வ்ர்படததின மீதறான பிம்்பம் என்ப்த ்படம் 4.9 கைறாட்டுகி்து. பமலும் ் சன சறார்பும் மற்றும் பநர்மறாறு 

்சன சறார்பும் ஆதி்யப க்பறாறுதது  சமசசீரறாகை உள்ளன என்ப்தயும்  கைறாட்டுகி்து. 

எடுத்துகககாட்டு  4.1

 
ஆ்ரயன மற்றும் ்பறா்கைகைளில் sin− −








1 1
2

–ன முதன்ம மதிப்்ப்க கைறாண்கை. 

தீர்வு

  sin− −





 =1 1

2
y  எனகை. எனபவ,  sin y = −

1
2

ஆகும்.

 sin-1 x  -ன முதன்ம மதிபபுகைளின வீசசகைம் −





π π
2 2

,
 
ஆகும். எனபவ sin y = −

1
2

 என்வறாறு

y ∈ −





π π
2 2

,  ஐ கைண்டறியபவண்டும். ஆகைபவ y = −
π
6

என்க கி்ட்ககின்து. எனபவ sin− −







1 1
2

-ன 

முதன்ம மதிபபு −
π
6

ஆகும். அதன ஒதத மதிபபு − °30 ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு  4.2

 sin− ( )1 2 -ன முதன்ம மதிபபு இருபபின, அத்ன கைண்டறிகை.

தீர்வு

 y x= −sin 1 –ன சறார்்பகைம் −[ ]1 1,  என்பதறாலும் 2 1 1∉ −[ ],  என்பதறாலும் sin− ( )1 2 -்ககு முதன்ம 

மதிபபு இல்்ை.

எடுத்துகககாட்டு  4.3  
 முதன்ம மதிப்்ப்ககைறாண்கை.  

 (i)  sin− 







1 1
2

  (ii)		 sin sin− −

















1

3
π

  (iii)		 sin sin− 

















1 5
6
π

.

தீர்வு

 
sin : , ,− −[ ] → −





1 1 1
2 2
π π

என்பது sin− =1 x y  என ககைறாடு்ககைப்படத பத்வயறானதும் மற்றும் 

ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன   x y= sin  ஆகும். இஙகு − ≤ ≤1 1x  மற்றும் − ≤ ≤
π π
2 2

y .  எனபவ,

−1

−
π
2

π
2

x

1

y

O
x

−1 1

π
2

−
π
2

y

O π
2

y

x

π
2

−
π
2

−
π
2

O

y = sin–1x

y = si
n–

1 x

y = sin x
y = x

y;−












π π
2 2

, y x= sin
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 (i) 
π π π
4 2 2

∈ −





,  மற்றும் sin π
4

1
2

=
 
என்பதறால்  sin− 








1 1
2

 = p
4

.   

 (ii) − ∈ −





π π π
3 2 2

,  என்பதறால் sin sin− −















 = −1

3 3
π π

 ஆகும்.

 (iii) 
π π π
6 2 2

∈ −





,  என்பதறால் sin sin− 

















1 5
6
π

= sin sin− −















 =1

6
π

π sin sin− 





 =1

6 6
π π

.

எடுத்துகககாட்டு  4.4

 sin− −( )1 22 3x –ன சறார்்பகைத்த்க கைறாண்கை.    

தீர்வு  sin− ( )1 x  -ன சறார்்பகைம் [ , ]-1 1 ஆகும். 

 எனபவ − ≤ − ≤1 2 3 12x .  ஆ்கையறால் − ≤ − ≤ −3 3 12x .

 − ≤ −3 3 2x , எனும்ப்பறாது x2 1£  (1)

 − ≤ −3 12x , எனும்ப்பறாது  x2 1
3

≥  (2)

 சமன்பறாடுகைள்(1) மற்றும் (2), ஆகியவற்றிலிருந்து  1
3

12£ £x
 
என்க கி்ட்ககி்து. 

 எனபவ, 1
3

1£ £x . 

 a x b£ £  என்பதிலிருந்து x b a a b∈ − −[ ]∪[ ], ,  என கி்ட்ககும் என்பதறால்,

  எனபவ, x ∈ − −





∪ 





1 1

3
1
3

1, , . 

்யிறசி 4.1
 1. x -ன அ்னதது மதிபபுகை்ளயும் கைறாண்கை

  (i) − ≤ ≤10 10π πx  மற்றும் sin x = 0  (ii)  − ≤ ≤3 3p px  மற்றும் sin x = −1. 
 2. பினவருவனவற்றின கைறாைம்  மற்றும் வீசசு கைறாண்கை.

  (i) y x= sin 7   (ii)	 y x= − 





sin 1

3
  (iii)	 y x= −4 2sin( )  .

 3. 0 6≤ <x π  எனும்ப்பறாது y x= 





sin 1

3
 ன வ்ர்படம் வ்ரகை.

 4. மதிபபு கைறாண்கை (i)		 sin sin− 

















1 2
3
π

  (ii)	 sin sin− 

















1 5
4
p

.

 5. x –ன எந்த மதிபபிற்கு sin sinx x= −1 ஆகும்?

 6. பினவருவனவற்றிற்கு சறார்்பகைம் கைறாண்கை 

  (i) f x
x
x

( ) sin=
+









−1
2 1
2

		  (ii)		 g x x( ) sin= −( ) −−2 2 1
4

1 π
.

 7.  மதிபபு கைறாண்கை sin sin cos cos sin− +







1 5
9 9

5
9 9

π π π π
.
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4.4 கககாடசன் சகார்பு ைறறும் ந�ர்ைகாறு கககாடசன் சகார்பு
       (The Cosine Function and Inverse Cosine Function)

 

–ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் [ , ]-1 1 –ஐ வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்ட சறார்ப்ப ககைறா்சன சறார்பு 
ஆகும். ககைறா்சன சறார்்்ப y x= cos  எனவும் மற்றும் பநர்மறாறு ககைறா்சன சறார்பி்ன y x= −cos 1

 
அல்ைது y x= arccos( )  எனவும் குறிபபிடப்படுகின்ன. அ்னதது கமய்கயண்கைள் x–்ககு  
cos cosx x+( ) =2π  என்பது கமய்யறாகும். பமலும், 0 2< <p π , x ∈ –்ககு cos x p+( )  மற்றும் cos x  

ஆகியன சமமறாகை இரு்ககைபவண்டிய அவசியமில்்ை. எனபவ y x= cos -ன கைறாைம் 2p ஆகும்.

4.4.1 கககாடசன் சகார்பின் வடை்ைம்  (Graph of cosine function)
 ககைறா்சன சறார்பின வ்ர்படமறானது y x= cos –ன வ்ர்படமறாகும். இஙகு x ஒரு கமய் எண்ணறாகும். 
ககைறா்சன சறார்பின கைறாைமு்் 2p  என்பதறால்  , ,− −[ ]4 2π π , −[ ]2 0π , ,  0 2, π[ ] , 2 4π π,[ ] , 
4 6π π,[ ] ,    . ஆகிய இ்டகவளிகைளில் ஒவகவறாரு இ்டகவளியிலும் ககைறா்சன சறார்பின வ்ர்படம் 

ஒபர வடிவததி்ன திரும்்பவும் க்பறுகின்து. எனபவ  x ∈[ , ]0 2π –்ககு உரிய ககைறா்சன சறார்பு 

வ்ர்படததின ்பகுதி்யத தீர்மறானிததறாபை ப்பறாதுமறானது. x ∈[ , ]0 2π  எனில் y x= cos  ன 
வ்ர்படததில்  உள்ள ( , )x y  புள்ளிகைளில் அறிந்த  சிை புள்ளிகை்ள குறிப்பதற்கு கீழ்ககைறாணும் 
அட்டவ்ண்ய உருவறா்ககுபவறாம்.

x ( ஆ்ரயனில் )  0
p
6

p
4

p
3

p
2

p
3
2
p

2p

y x= cos 1 3
2

 
1
2

1
2 0 -1 0 1

 y x= cos , 0 2≤ ≤x π , ன  வ்ர்படம் (0,1) புள்ளியிலிருந்து  
கதறாடஙகுகி்து என்ப்த அட்டவ்னயிலிருந்து அறியைறாம். x ன மதிபபு 
0 முதல் p  வ்ர  அதிகைரி்ககும்ப்பறாது,   y x= cos -ன மதிபபும் 1 முதல் -1 
வ்ர கு்்கின்து. x ன மதிபபு p முதல் 2p  வ்ர  அதிகைரி்ககும்ப்பறாது, 
y -ன மதிபபும் –1 முதல் 1 வ்ர அதிகைரி்ககின்து.  அட்டவ்ணயிலுள்ள 
புள்ளிகை்ள வ்ர்படததில் குறிதது அவற்்் இ்ண்ககும் இ்ழவறான 
வ்ளவ்ர்ய வ்ரகை. y x= cos -ன வ்ர்படததின ஒரு ்பகுதியி்ன 
்படம். 4.10-ல் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது. 

 0 2, π[ ]  இ்டகவளியின இருபு்மும் பமபை உள்ள 

வ்ர்படப ்பகுதி்ய திரும்்ப திரும்்ப ககைறாண்டிரு்ககும் வ்கையில்  
y x= cos -ன முழுவ்ர்படம் அ்மந்திரு்ககும். ்படம்.4.11–ல் 

ககைறா்சன சறார்பின முழு வ்ர்படம் ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளது. 

ககைறா்சன சறார்பின வ்ர்படததிலிருந்து cosx-ன மதிபபு முதல் 

கைறாற்்பகுதியில் 0
2

≤ ≤





x π  மி்கைகயண்ணறாகைவும், இரண்டறாவது கைறாற்்பகுதியில்   π

π
2

< ≤





x  மற்றும் 

மூன்றாவது கைறாற்்பகுதியில் π
π

< <





x 3

2
 ஆகியவற்றில் கு்்கயண்ணறாகைவும், மீண்டும் நறானகைறாவது 

கைறாற்்பகுதியில் 
3
2

2π
π< <






x  மி்கைகயண்ணறாகைவும் உள்ளது என்ப்த கைறாண்கிப்றாம்.

 ்படம். 4.10

 ்படம். 4.11

4π−4π 3π−3π 2π−2π −π π

−1

1

x

y

O

y x x= ∈cos , 

π
2

2π3
2
ππ

1

−1

x
O

y

y;[ , ]0 2π y x= cos
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குறிப்பு

 வ்ர்படததிலிருந்து, அ்னதது x மதிபபுகைளு்ககும்  cos( ) cos− =x x  என அறியைறாம். இது   

y x= cos  ஒரு இரட்்டச சறார்பு என்ப்த உறுதி கசய்கி்து.

4.4.2  கககாடசன் சகார்பின் ்ண்புகள் (Properties of the cosine function)
 y x= cos  ன வ்ர்படததிலிருந்து ககைறா்சன சறார்பின பினவரும் ்பண்புகை்ள்க கைறாணைறாம்.
 (i)  வ்ளவ்ரயில் எஙகும் முறிபவறா அல்ைது கதறாடர்சசியின்மபயறா இல்்ை. ககைறா்சன 

சறார்பு கதறாடர்சசியறானது.
 (ii)  y அச்சப க்பறாறுதது வ்ர்படம் சமசசீரறாகை இருப்பதறால் ககைறா்சன சறார்பு இரட்்டச 

சறார்்பறாகும்.
 (iii)  x = … − …, , , ,2 0 2π π  ஆகிய மதிபபுகைளில் ககைறா்சன சறார்பு மீபக்பரு மதிபபு 1 ஐ   

அ்டகி்து. x = … − …, , , , ,π π π π3 5  ஆகிய மதிபபுகைளு்ககு ககைறா்சன சறார்பு மீசசிறு மதிபபு 

–1  ஐ அ்டகி்து.  அதறாவது,  − ≤ ≤1 1cos x ,  x Î  ஆகும்.

குறிப்புடை

 (i)  y x= cos  ன வ்ர்படத்த 
p
2

 ஆ்ரயனகைள் அளவிற்கு வைபபு்ம் நகைர்தத, 

  y x= −





cos π

2
 -ன  வ்ர்படமறாகைப க்ப்ைறாம். இந்த வ்ர்படம் y x= sin  -ன வ்ர்படதது்ககு 

  ஒப்பறாகை அ்மகி்து. இஙகு cos x −







π
2

 = cos sinπ
2

−





 =x x . என்ப்த கைவனி்ககைவும். 

 (ii)  y A x= sinα  மற்றும் y B x= cos β  ஆகியன மு்்பய − ≤ ≤A A x Asinα மற்றும் 

− ≤ ≤B B x Bcos β  எனும் ஆகிய அசமன்பறாடுகை்ளத பூர்ததி கசய்கி்து. y x= A sinα –ன 

வீசசு மற்றும் கைறாைம் மு்்பய A  மற்றும் 
2π
α

ஆகும். y B x= cos β  –ன வீசசு மற்றும் கைறாைம் 

மு்்பய B  மற்றும் 
2π
β

 ஆகும். y A x= sinα  மற்றும் y B x= cos β ஆகியன ்சன 

வ்ளபகைறாட்டுச (Sinusoidal) சறார்புகைளறாகும்.

 (iii)  0 2, π
α









  மற்றும் 0 2, π

β








 -ன  மீதறான மு்்பய y A x= sinα  மற்றும் 

y B x= cos β  ஆகியவற்றின  ்பகுதி வ்ர்படஙகை்ள நீட்டி்ககை  y A x= sinα  

மற்றும்  y B x= cos β  ஆகியவற்றின  முழு  வ்ரப்படஙகைள் க்ப்ப்படுகின்து.
்யன்்காடுகள்

 கைறாைச சுழற்சியில் நிகைழும் நிகைழவுகைளறான, ்பருவ கவப்பநி்ை, கைடல் அ்ைகைள் ப்பறான் 
இயற்்கை நிகைழவுகைள் திரும்்ப திரும்்ப பநர்வதறால்,  ்சன வ்ளபகைறாட்்டப ்பயன்படுததி மறாதிரிகைள் 
வடிவ்ம்ககைப்படுகின்ன. எடுதது்ககைறாட்டறாகை, ்சன வ்ளபகைறாட்டுச சறார்பு y d a bt c= + −( )cos -ஐ 
்பயன்படுததி கைடல் அ்ைகை்ள மறாதிரியறாகை உருவறா்ககை  கீழ்ககைறாணும் ்படிகைள் தரப்படுகின்ன.
 (i)  ் சன வ்ளபகைறாட்டு வ்ர்படததின வீசசு என்பது, வ்ர்படததில் y -  ன மீபக்பரு மற்றும் 

மீசசிறு மதிபபுகைளின பவறு்பறாட்டின எண் மதிபபில் ்பறாதியறாகும். 

  அதறாவது, வீசசு,  a =
1
2

 ( மீபக்பரு மதிபபு – மீசசிறு மதிபபு);

  ்மய்கபகைறாடு y d=  ,   இஙகு d   =
1
2

 ( மீபக்பரு மதிபபு + மீசசிறு மதிபபு)  
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 (ii)  கைறாைம்    p= ×2  (மீபக்பரு மதிபபிலிருந்து மீசசிறு மதிபபிற்கு இ்டபயயுள்ள கைறாை அளவு) ;   

b
p

=
2π

 

 (iii) c b= ×  (மீபக்பரு மதிப்்ப அ்டயும் பநரம்).

ைகாதிரி-1
 ஒரு கைப்பல்து்்யின எல்்ையில் கைடல் அ்ைகைளினறால் ஆழம் மறாறு்படுகின்து. கீழ்ககைறாணும் 
அட்டவ்ணயில் கவவபவறு பநரஙகைளில் நீரின ஆழம் (மீட்டரில்) ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளது.

பநரம், t 12 முற்்பகைல் 2 முற்்பகைல் 4 முற்்பகைல் 6 முற்்பகைல் 8 முற்்பகைல் 10 முற்்பகைல் 12 முற்்பகைல்

ஆழம் 3.5 4.2 3.5 2.1 1.4 2.1 3.5

 t பநரததில் நீரின ஆழத்த்க கைறாண y = d + a	cos (bt–c) எனும் வடிவில் ஒரு ்சன வ்ளபகைறாட்டுச 

சறார்பி்ன கைருதுபவறாம்.  இஙகு, a d p b c= = = = =1 4 2 8 12
6 3

. . ; ;; ;π π . 

 பத்வப்படும் ்சன வ்ளபகைறாட்டுச சறார்பு y = +2 8 1 4. . cos π π
6 3

t −





  என ஆகும். 

குறிப்பு

 ்சன மற்றும் ககைறா்சன சறார்புகைளின உருமறாற்்ஙகைள் எண்ணற்் ்பயன்பறாடுகைளு்ககுப 
்பயன்படுகின்ன. ்சன அல்ைது ககைறா்சன சறார்பி்னப ்பயன்படுததி ஒரு வட்ட இய்ககை மறாதிரி 
ஒன்் உருவறா்ககை முடியும்.
ைகாதிரி-2
 ஆதி்ய ்மயமறாகைவும் ஆரம் 4 ம் உள்ள ஒரு 
வட்டப்பறா்தயில் ஒரு புள்ளி நகைர்கி்து. சுழலும் 
பகைறாண சுழற்சி்ய  சறார்்பறாகை்க ககைறாண்டு அபபுள்ளியின  
y -ஆய்ககூ்் கைறாணைறாம்.  
 ஆதி்ய ்மயமறாகை்க ககைறாண்டும் ஆரம் 4 ம் உள்ள ஒரு 
வட்டததின மீதுள்ள புள்ளியின y-ஆய்ககூறு, y a= sinθ
ஆகும், இஙகு θ  என்பது சுழலும் பகைறாண சுழற்சி. இஙகு  
y( ) sinθ θ= 4  எனும் சமன்பறாடு கி்ட்ககி்து.  (இஙகு 
θ   ஆ்ரயன, வீசசு 4 மற்றும் கைறாைம் 2p  ஆகும் ) வீசசு 
4 என்பதறால் ்சன சறார்பின y மதிபபுகைள் 4 கைறாரணியறாகை 
கசஙகுததறாகை நீளத்த நீள்கி்து.

4.4.3 ந�ர்ைகாறு கககாடசன் சகார்பு ைறறும் அதன்  
       ்ண்புகள்

         (The inverse cosine function and its properties)
 ககைறா்சன சறார்பு  அதன முழு சறார்்பகைம் 



-ல் ஒனறு்கககைறானறு அல்ை. எனினும் கைட்டு்படுததப்பட்ட 
சறார்்பகைம் 0, π[ ]  மீது ககைறா்சன சறார்பு ஒனறு்கககைறானறு சறார்்பறாகும் மற்றும் அதன வீசசகைம் −[ ]1 1,  
ஆகும்.   தற்ப்பறாது [ , ]-1 1 -ஐ சறார்்பகைமறாகைவும்  மற்றும் 0, π[ ]–ஐ வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டு பநர்மறாறு 
ககைறா்சன சறார்்்ப வ்ரய்் கசய்யைறாம்.

வடையட்ற 4.4
− ≤ ≤1 1x , -ல் cos-1 x  ஆனது 0, π[ ]-ல் தனிதத y –ஆகை cos y x=  எனுமறாறு வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து. 

அதறாவது cos : , ,− −[ ] → [ ]1 1 1 0 π  எனும் பநர்மறாறு ககைறா்சன சறார்பு, cos ( )− =1 x y  என வ்ரயறு்ககைத 

பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன cos y x=  மற்றும் y ∈[ ]0, π . ஆகும்.

 ்படம். 4.12

−3

4
3
2
1

−1
−2

−4

y

4p3p2pp−p−2p−3p−4p O
θ

y= 4sinθ

4 myFfs;
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குறிப்பு 

 (i) cos-1 x -ன வீசசகைமறான 0, π[ ]  எனும் இ்டகவளியில் ் சன சறார்பு கு்்யற்் எண் மதிப்்பப 
ககைறாண்டுயிரு்ககி்து. இந்த முடிவு, கதறா்கை நுண்கைணிதததில் சிை மு்கபகைறாணவியல்  
பிரதியிடலு்ககு மு்ககியமறாகைப ்பயன்படுததப்படுகி்து.

 (ii) பநர்மறாறு ககைறா்சன சறார்்்பப  ்பற்றி்க குறிபபிடும்ப்பறாகதல்ைறாம்  cos : , ,x 0 1 1π[ ] → −[ ]  
மற்றும் cos : , ,− −[ ] → [ ]1 1 1 0x π  என  நி்னவில் ககைறாள்ள பவண்டும்.

 (iii)   , , , , , ,−[ ] [ ]π π π0 2  ஆகிய இ்டகவளிகைளில் ஏபதனும் ஒரு இ்டகவளி்ய ககைறா்சன 
சறார்பின  சறார்்பகைமறாகை  கைட்டுப்படுததைறாம்.  அவவறா்றாகை இ்டகவளிகைளிலும் ககைறா்சனசறார்பு 
ஒனறு்கககைறான்றான சறார்்பறாகைவும் மற்றும்  [-1,  1] என்பது அதன வீசசறாகைவும் இரு்ககும்.

 கைட்டு்படுததப்பட்ட இ்டகவளி 0, π[ ]ஆனது ககைறா்சன சறார்பின முதன்ம சறார்்பகைம் 
எனவும், − ≤ ≤1 1x -ல் சறார்பு y x= −cos 1  எனும் சறார்பின மதிபபுகைள் முதன்ம மதிபபுகைள் எனவும் 
அ்ழ்ககைப்படுகி்து.
y x= −cos 1  எனும் வ்ரய்்யிலிருந்து பினவரும் கைருதது்ககை்ள்க கைவனி்ககைவும்.

 (i)  − ≤ ≤1 1x  மற்றும் 0 ≤ ≤y π  எனறிரு்ககும்ப்பறாது y x= −cos 1   எனில், எனில் மட்டுபம 
x y= cos  ஆகும்.

 (ii)  x £ 1 எனில் cos cos−( ) =1 x x  ஆகும். x >1  எனும்ப்பறாது cos cos−( ) =1 x x  என்பது 
அர்ததமற்்தறாகி்து.     

 (iii)  cos-1 x -ன வீசசகைமறான 0 ≤ ≤x π  ல் cos cos− ( ) =1 x x என ஆகும். cos cos .− ( ) =1 3π π  
என்பத்ன கைவனி்ககைவும்.

4.4.4  ந�ர்ைகாறு கககாடசன் சகார்பின் வடை்ைம் (Graph of the inverse cosine function)
 cos-1 : −[ ]1 1, → 0, π[ ]  எனும் பநர்மறாறு ககைறா்சன சறார்பு −[ ]1 1,  இ்டகவளியில் x  எனும் 
கமய்கயண்்ண உள்ளீடறாகை்க ககைறாண்டு 0, π[ ]  இ்டகவளியில் y (ஆ்ரயனகைளில்) எனும் 
கமய்கயண்்ண  கவளியீடறாகை தருகி்து. y x= −cos 1  சமன்பறாட்்டப ்பயன்படுததி ( , )x y  எனும் சிை 
புள்ளிகை்ள்க கைண்டறிந்து xy  தளததில் குறிபப்பறாம். x–ன மதிபபு –1 லிருந்து 1 வ்ர அதிகைரி்ககும்ப்பறாது 
y–னமதிபபு p லிருந்து 0 வ்ர கு்்கின்து. பநர்மறாறு ககைறா்சன சறார்பு  அதன சறார்்பகைததில் 
கு்்யும் சறார்்பறாகைவும் மற்றும் கதறாடர்சசியறானதறாகைவும் இரு்ககி்து. இபபுள்ளிகை்ள இ்ழவறான 
வ்ளவ்ரயறால் இ்ண்ககும்ப்பறாது ்படம் 4.14–ல் கைறாண்்ப்தப ப்பறானறு y x= −cos 1  எனும் வ்ர்படம்  
நம்ககு கி்ட்ககின்து.

 ்படம். 4.13 ்படம். 4.14
குறிப்பு

 (i)  y x= −cos 1  ன வ்ர்படமறானது, y x= cos  ன வ்ர்படததின x  மற்றும் y அசசுகை்ள 
இடமறாற்றுவதன மூைமறாகைவும் க்ப்ைறாம். 

 (ii) y x= −cos 1
  எனும் சறார்பின x  -கவட்டுததுண்டு 1  மற்றும் y -கவட்டுததுண்டு  

p
2

ஆகும்.  

 (iii)  ஆதி்யப க்பறாறுதபதறா அல்ைது y -அச்சப க்பறாறுதபதறா y x= −cos 1 -ன வ்ர்படம் சமசசீர் 

அல்ை. எனபவ சறார்பு y x= −cos 1  இரட்்டச சறார்ப்பறா அல்ைது ஒற்்்ச சறார்ப்பறா அல்ை.

y

x
ππ

2

−1

1

O

[0, �]y; y = cos x

y

π

π
2

x
−1 O 1

x

−1

−
2

2

0

2
2
1

y

π

3
4
π

π
2
π
4

0

y = cos –1x
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எடுத்துகககாட்டு 4.5  

 cos− 









1 3
2  -ன முதன்ம மதிப்்ப்க கைறாண்கை  .

தீர்வு

 cos− 







 =1 3

2
y  எனகை. எனபவ,  cos y =

3
2

 ஆகும்.

 y x= −cos 1  -ன முதன்ம மதிபபு வீசசகைம் 0, π[ ]  என நறாம் அறிபவறாம். எனபவ,  cos y =
3

2
 

எனும்்படி y மதிபபு 0, π[ ]-ல் கைறாண பவண்டும். ஆனறால், cos π
6

3
2

=  மற்றும் 
π

π
6

0∈[ , ]  என்பதறால் 

y =
π
6

 ஆகும். எனபவ, cos− 









1 3
2

-ன முதன்ம மதிபபு 
p
6

ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு  4.6  ைதிப்பு ககாண்க 

 (i)  cos− −







1 1
2

 (ii)  cos cos− −

















1

3
π  (iii)  cos cos− 


















1 7
6
π

தீர்வு

 cos : , ,− −[ ] → [ ]1 1 1 0 π  எனும் பநர்மறாறு ககைறா்சன சறார்பு வ்ரய்்யின்படி,  cos− =1 x y  

எனில், எனில் மட்டுபம cos y x= . இஙகு − ≤ ≤1 1x  மற்றும் 0 ≤ ≤y π  ஆ்கையறால்,

 (i) cos− −







1 1
2

= 3
4
p ,  ஏகனனில் 3

4
0π

π∈[ ],  மற்றும் cos cos cos .3
4 4 4

1
2

π
π

π π
= −






 = − = −

 (ii) cos cos− −

















1

3
π = cos cos− 


















1

3
π = p

3
, ஏகனனில் − ∉[ ]π

π
3

0, , ஆனறால் π
π

3
0∈[ ], .

 (iii) cos cos− 

















1 7
6
π = 5

6
p ,  ஏகனனில்  cos cos cos7

6 6
3

2
5
6

π
π

π π





 = +






 = − = 






  மற்றும் 

5
6

0π
π∈[ ], .

எடுத்துகககாட்டு  4.7 

 cos sin− +







1 2
3

x
-ன சறார்்பகைம் கைறாண்கை.

தீர்வு  

 y x= −cos 1  -ன சறார்்பகைம் − ≤ ≤1 1x  அதறாவது x £1ஆகும்.

  எனபவ, − ≤
+

≤1 2
3

1sin x  என்ப்த  − ≤ + ≤3 2 3sin x  எனைறாம்.

 எனபவ, − ≤ ≤5 1sin x  என்ப்த சுரு்ககி, − ≤ ≤1 1sin x எனப க்ப்ைறாம்,

 இதிலிருந்து − ≤ ≤− −sin ( ) sin ( )1 11 1x  அல்ைது − ≤ ≤
π π
2 2

x எனப க்ப்ைறாம்.

 ஆ்கையறால் cos sin− +







1 2
3

x
-ன சறார்்பகைம் −





π π
2 2

, ஆகும்.
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்யிறசி 4.2
 1. அ்னதது x -ன மதிபபுகை்ளயும் கைறாண்கை 
  (i) − ≤ ≤6 6π πx  மற்றும் cos x = 0     (ii)   − ≤ ≤5 5π πx  மற்றும் cos x =1 . 

 2. cos cos− −















 ≠ −1

6 6
π π

 
என இருப்பதற்கைறான கைறாரணத்த்க கூறுகை.

 3.  cos ( ) cos ( )− −− = −1 1x xp  என்பது கமய்யறாகுமறா?  வி்ட்ககு த்ககை கைறாரணம் கூறுகை.

 4. cos− 







1 1
2

-ன முதன்ம மதிபபு்க கைறாண்கை. 

 5.  மதிபபு கைறாண்கை 

  (i)  2 1
2

1
2

1 1cos sin− −





 + 






  (ii)  cos sin− −






 + −( )1 11

2
1

  (iii)  cos cos cos sin sin− −







1

7 17 7 17
π π π π

.

 6. சறார்்பகைம் கைறாண்கை (i) f x
x x

( ) sin cos=
−







 +

−









− −1 12
3

1
4

 (ii) g x x x( ) sin cos= +− −1 1     

 7. x -ன எந்த மதிபபிற்கு,  சமனி்ை 
π

π
2

3 11< −( ) <−cos x  கமய்யறாகும்?

 8.  மதிபபு கைறாண்கை

  (i) cos cos sin− −





 + 


















1 14
5

4
5

   (ii) cos cos cos cos .− −















 + 


















1 14
3

5
4

π π

4.5 கதகாடுநககாட்டுச் சகார்பு ைறறும் ந�ர்ைகாறு கதகாடுநககாட்டுச் சகார்பு
 (The Tangent Function and the Inverse Tangent Function)

 கைட்டிடம், ம்ை அல்ைது ககைறாடிகைம்்பம் ப்பறான்வற்றின உயரம் அல்ைது தூரத்த கைண்டறிவதற்கு 

y x= tan  எனும் கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்்்ப ்பயன்படுததுகிப்றாம்.  y x= tan =
sin
cos

x
x

 -ன  சறார்்பகைததில் 

்பகுதி்ய பூஜ்ஜியமறா்ககும் x-ன மதிபபுகைள் நீ்ககைப்படுகி்து. எனபவ x = − − , , , , ,3
2 2 2

3
2

π π π π . 

ஆகிய மதிபபுகைளு்ககு கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பு வ்ரயறு்ககைப்படவில்்ை .  ஆ்கையறால் y x= tan  -ன 

சறார்்பகைமறானது x x x k k: , ,∈ ≠ + ∈







� �π
π

2
= 

k

k k
=−∞

∞ + +







2 1
2

2 3
2

π π,
 

ஆகும். அதன வீசசகைம் 

−∞ ∞( ),  ஆகும். y x= tan  எனும் கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பின கைறாைம் p  ஆகும்.

4.5.1 கதகாடுநககாட்டுச் சகார்பின் வடை்ைம்  (The graph of tangent function)
 மீள்நிகைழ கைறாைமு்்யுள்ள இ்டகவளிகைளில் சறார்பின மதிப்்ப கைறாண்்பதற்கு கதறாடுபகைறாட்டுச 
சறார்பு ்பயனுள்ளதறாகை இரு்ககும். கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பு ஒற்்்ச சறார்்பறாகும்.  ஆ்கையறால்  
y x= tan  -ன வ்ளவ்ர ஆதி்யப க்பறாறுதது சமசசீரறாகை இரு்ககும். கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பின கைறாைம் 

p  என்பதறால் p  நீளமுள்ள ஏபதனும் ஒரு இ்டகவளியில்  y x= tan  ன வ்ர்படத்த வ்ரயைறாம்.

−







π π
2 2

,   எனும் இ்டகவளி்ய்க கைருதுகை. x ∈ −







π π
2 2

,  எனும்்படி y x= tan  ன வ்ளவ்ர 

வ்ரய கீழ்ககைறாணும் அட்டவ்ண்ய அ்மபப்பறாம். 
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   x ( ஆ்ரயனில் ) −
π
3

−
π
4

−
π
6

0 p
6

p
4

p
3

y x= tan - 3 -1 - 3
3

0 3
3

1 3
 

 இபப்பறாது அட்டவ்ணயிலுள்ள புள்ளிகை்ள வ்ர்படததில் 
குறிதது, அ்வகை்ள இ்ழவறான வ்ளவ்ரயில் இ்ணதது 

y x= tan , − < <
π π
2 2

x , ன வ்ர்படத்த வ்ரயைறாம். 
p
2

 மதிப்்ப x 

கநருஙகும்ப்பறாது அபத சமயம் 
p
2

-ஐ விட கு்்வறான மதிப்்பப 

க்பறும்ப்பறாது sin x  மதிபபு 1 -ஐ கநருஙகும் மற்றும் cos x  மி்கை எண் 
மதிப்பறாகைவும் 0-ஐ கநருஙகியும் இரு்ககும். ஆதைறால் x, p

2
-ஐ 

கநருஙகும்ப்பறாது 
sin
cos

x
x

 எனும் விகிதம் மி்கைகயண் மதிப்பறாகைவும் 

மற்றும் அதன மதிபபு அதிகைரிததும் ¥-ஐ கநருஙகுகி்து. எனபவ  x, p
2

  

எனும் பநர்்கபகைறாடு வ்ர்படததிற்கு கசஙகுதது கதறா்ைத கதறாடுபகைறாடறாகை 

இரு்ககும். அபதப்பறால் x , −
π
2

-ஐ கநருஙகும்ப்பறாது 
sin
cos

x
x

 எனும் விகிதம் 

கு்்கயண் மதிப்பறாகைவும் மற்றும் எண்ணளவு அதிகைரிததும் −∞ -ஐ 

கநருஙகும். எனபவ x = −
π
2

எனும் பநர்்கபகைறாடும் வ்ர்படததிற்கு 

கசஙகுதது கதறா்ைத கதறாடுபகைறாடறாகை  இரு்ககும். எனபவ, ்படம் 4.15 ல் 

கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது ப்பறால், − < <
π π
2 2

x  -்ககு,   y x= tan இன வ்ர்படததின ஒரு கி்ள 

கி்ட்ககும். y x= tan -ன முதன்ம சறார்்பகைம் −







π π
2 2

,  ஆகும்.

 x n n= + ∈( ) ,2 1
2
π

  மதிபபுகை்ளத தவிர ஏ்னய கமய்கயண்கைள்கைளு்ககு 

கதறாடுபகைறாட்டுசசறார்பு வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து மற்றும் அதிகைரி்ககும் சறார்்பறாகை இரு்ககி்து. 

x n n= + ∈( ) ,2 1
2
π

  -ல் கசஙகுதது கதறா்ைத கதறாடுபகைறாடுகைள் உள்ளது.  x n n= ∈π ,  -ஐப 

க்பறாறுதது y x= tan  ன கி்ளகைள் சமசசீரறாகை உள்ளது.  y = tan x ன முழு வ்ர்படம் ்படம் 4.16-இல் 

கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.

குறிப்பு

 வ்ர்படததிலிருந்து y x= tan  எனும் வ்ளவ்ரயறானது, 0 < <x p
2

-ல் மற்றும் p < <x 3
2
p -ல் 

மி்கைகயண் மதிப்பறாகை இரு்ககி்து;  π
π

2
< <x -ல் மற்றும் 

3
2

2π
π< <x -ல் கு்்கயண் மதிப்பறாகைவும் 

இரு்ககி்து.

்படம் 4.16

x

y

3
2
πππ

2
−
π
2

−π−
3
2
π O

y x= tan

்படம். 4.15

x

y

π
2

8

6

4

2

O−
π
2 −2

−4

−6

−8

b
j
hi

y
j
;

b
j
hL

n
f
hL

-
æ
è
ççç

ö
ø
÷÷÷

π π
2 2

, y x= tany;

b
j
hi

y
j
;

b
j
hL

n
f
hL
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4.5.2 கதகாடுநககாட்டுச் சகார்பின் ்ண்புகள்  (Properties of the tangent function)
 y x= tan  ன  வ்ளவ்ரயிலிருந்து கீழ்ககைறாணும் கதறாடுபகைறாட்டுசசறார்பின ்பண்புகை்ள 

அறியைறாம்.
 (i)  கதறாடுபகைறாட்டுசசறார்பின வ்ளவ்ர கதறாடர்சசியற்்து. 

  பமலும் x n n= +( ) ∈2 1
2
π ,   எனும் புள்ளிகைளில் y x= tan  கதறாடர்சசியற்்தறாகை உள்ளது.

 (ii) − < <
π π
2 2

x -்ககு y x= tan  எனும் வ்ளவ்ரயின ஒரு ்பகுதி  ஆதி்யப க்பறாறுதது 

சமசசீரறாகை உள்ளது.

 (iii) x n n= +( ) ∈2 1
2
π ,   ஆகிய இடஙகைளில், எண்ணற்் கதறா்ைத கதறாடுபகைறாடுகைள்  உள்ளது.

 (iv) கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பிற்கு மீபக்பருமபமறா அல்ைது மீசசிறுமபமறா இல்்ை.

குறிப்புடை

 (i)  y a bx= tan  -ன வ்ளவ்ர − < <
π π

2 2b
x

b  எனும் இ்டகவளியில் ஒரு முழு்மயறான 

சுழற்சியில் க்பற்றுள்ளது மற்றும்  அதன கைறாைம் 
p
b  ஆகும்.

 (ii)  y a bx= tan -்ககு கதறா்ைத கதறாடுபகைறாடுகைள் x
b b

k k= + ∈
π π

2
,   ஆகும்.

 (iii)  கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பிற்கு மீபக்பருமபமறா அல்ைது மீசசிறுமபமறா இல்்ை என்பதறால்  
tan x  ்ககைறான வீசசு வ்ரயறு்ககை முடியறாது. 

4.5.3 ந�ர்ைகாறு கதகாடுநககாட்டுச் சகார்பு ைறறும் அதன் ்ண்புகள்

         (The inverse tangent function and its properties)

 கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்்பனது அதன முழுசறார்்பகைம் � �\ ,π
π

2
+ ∈








k k  -  ல் ஒனறு்கககைறான்றான 

சறார்பு அல்ை ஆயினும், tan : ,x −





 →

π π
2 2



 
என்பது இருபு்ச சறார்பு.  -ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் 

−







π π
2 2

,  வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டு பநர்மறாறு கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்்்ப வ்ரய்் கசய்பவறாம். 

வடையட்ற 4.5 

 எவகவறாரு கமய்கயண் x -்ககும், tan y x=  என்வறாறு −







π π
2 2

, -ல் உள்ள தனிதத எண் y ஐ 

tan-1 x  என வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து. அதறாவது, பநர்மறாறு கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பு 

tan : , ,− −∞ ∞( ) → −







1

2 2
π π

 ஐ tan ( )− =1 x y  என வ்்யறு்ககைத பத்வயறானதும் மற்றும் 

ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன tan y x=  மற்றும் y ∈ −







π π
2 2

,  ஆகும். 
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y x= −tan 1
 வ்ரய்்யிலிருந்து பினவருவனவற்்் அறியைறாம்.

 (i)  y x= −tan 1
 என்பதற்கு பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன அ்னதது 

x ∈  மற்றும் − < <
π π
2 2

y   ற்கு  x y= tan ஆகும்.

 (ii)  ஒவகவறாரு கமய்கயண் x-்ககும் tan tan−( ) =1 x x  ஆகும். பமலும் y x= −tan 1  ஒரு ஒற்்்ச 

சறார்பு ஆகும்.

 (iii)  tan tan− ( ) =1 x x என இரு்ககைத பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன

− < <
π π
2 2

x  ஆகும். 

  இஙகு tan tan− ( ) =1 0π  ஆகுபம தவிர p  ஆகைறாது என்பத்ன்க கைவனி்ககைவும்.

குறிப்பு

 (i)  பநர்மறாறு கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பு ்பற்றி்க குறிபபிடும்ப்பறாகதல்ைறாம், tan : ,−





 →

π π
2 2

  

மற்றும் tan : ,− → −







1

2 2


π π
 என்ப்த நி்னவில் ககைறாள்ளபவண்டும்.

 (ii)  கைட்டுப்படுததப்பட்ட சறார்்பகைமறான −







π π
2 2

,
 

என்பது கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பின முதன்ம 

சறார்்பகைமறாகும். y x= −tan 1 , x ∈ , எனும் மதிபபுகைள் y x= −tan 1  வின முதன்ம 

மதிபபுகைளறாகும்.

4.5.4   ந�ர்ைகாறு கதகாடுநககாட்டுச் சகார்பின் வடை்ைம்

         (Graph of the inverse tangent function)

 y x= −tan 1
 ன சறார்பு கமய்கயண் பகைறாட்டின முழுவதுமறான −∞ ∞( ), -ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் 

−







π π
2 2

, -ஐ வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டுள்ளது. இஙகு -
p
2

  மற்றும் 
p
2  

ஆகிய இடஙகைளில் 

கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பு வ்ரயறு்ககைப்படவில்்ை என்பது குறிபபிடதத்ககைது. எனபவ y x= −tan 1  

வ்ர்படமறானது y = −
π
2

 மற்றும் y =
π
2  

ஆகிய இரு பகைறாடுகைளு்ககி்டபய மட்டும்தறான 

அ்மயபக்பற்றிரு்ககும் மற்றும் அவவிரு பகைறாடுகை்ளயும் எவவிடததிலும் கதறாடுவதில்்ை. மறா்றாகை, 

y = −
π
2

 மற்றும் y =
π
2

 ஆகிய இவவிரு பகைறாடுகைளும் y x= −tan 1 -்ககு கி்டமட்ட கதறா்ைத 

கதறாடுபகைறாடுகைளறாகை இரு்ககின்ன.

 ்படம் 4.17 மற்றும் ்படம் 4.18 ஆகிய இரு ்படஙகைளும் மு்்பய −







π π
2 2

, எனும் சறார்்பகைத்த்க 

ககைறாண்ட y x= tan  ன வ்ர்படத்தயும் மற்றும் ( , )−∞ ∞  எனும் சறார்்பகைத்த்க ககைறாண்ட  

y x= −tan 1  ன  வ்ர்படத்தயும் சிததரி்ககி்து.
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 ்படம். 4.17 ்படம். 4.18

குறிப்பு

 (i)   பநர்மறாறு கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பு திடமறாகை ஏறும் சறார்பு மற்றும் −∞ ∞( ),  எனும் சறார்்பகைததில் 
கதறாடர்சசியறானது.

 (ii)  y x= −tan 1
 -ன வ்ர்படம் ஆதி வழியறாகைச கசல்கி்து.

 (iii)   ஆதி்யப க்பறாறுதது வ்ளவ்ர சமசசீரறாகை இருப்பதறால் சறார்பு y x= −tan 1  ஆனது   ஒரு 
ஒற்்்ச சறார்்பறாகும்.

எடுத்துகககாட்டு 4.8

 முதன்ம மதிபபு கைறாண்கை: tan− ( )1 3 .

தீர்வு 

  tan− ( ) =1 3 y  எனகை. எனபவ, tan y = 3 .  ஆ்கையறால், y =
π
3

. ஏகனனில் 
π π π
3 2 2

∈ −





, .  

 எனபவ, tan− ( )1 3  ன முதன்ம மதிபபு tan− ( ) =1 3
3
π

 ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 4.9 

 மதிபபு கைறாண்கை  (i) tan− −( )1 3  (ii)  tan tan− 







1 3
5
π

  (iii)  tan tan ( )−( )1 2019

தீர்வு

 (i) tan− −( )1 3 = tan tan− −















 = −1

3 3
π π ,  ஏகனனில்  − ∈ −








π π π
3 2 2

, .

 (ii) tan tan− 







1 3
5
π .  

   tanθ = tan 3
5
p  எனுமறாறு θ

π π
∈ −






2 2

,  ஐ  நறாம் கைண்டறிய பவண்டும்.

  கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பின கைறாைம் p  என்பதறால், tan 3
5
p = tan tan3

5
2
5

π
π

π
−






 = −






 .

   எனபவ,  tan tan− 







1 3
5
π = tan tan− −


















1 2
5
π = −

2
5
π

,   ஏகனனில் − ∈ −







2
5 2 2
π π π, ,

  (iii) tan tan ,−( ) = ∈1 x x x 

 
என்பதறால், tan tan ( )−( ) =1 2019 2019  ஆகும்.    

x

y

1 2 3−3 −2 −1

−
π
2

π
2

O

x

−1

y

−
π
4

−
3

3
−
π
6

0 0

1 π
4

x

y

π
2

8

6

4

2

O−
π
2 −2

−4

−6

−8

y = tan –1x

b
j
hi

y
j
;

b
j
hL

n
f
hL

b
j
hi

y
j
;

b
j
hL

n
f
hL

−








π π
2 2

, y x= tany;
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எடுத்துகககாட்டு 4.10  

 மதிபபு கைறாண்கை tan ( ) cos sin− − −− + 





 + −








1 1 11 1
2

1
2

.

தீர்வு

 tan ( )− − =1 1 y  எனகை. எனபவ, tan tan tany = − = − = −





1

4 4
π π

.

 இஙகு − ∈ −







π π π
4 2 2

, என்பது குறிபபிடத்ககைது.  எனபவ, tan ( )− − = −1 1
4
π

. 

  இனி,   cos− 





 =1 1

2
y  எனில் cos cosy = =

1
2 3

π
. 

 

π
π

3
0∈[ , ]   என்பதறால் cos-1 

1
2







  = 

p
3

.

 பமலும், sin− −





 =1 1

2
y  எனில் sin siny = − = −








1
2 6

π
.  

 − ∈ −





π π π
6 2 2

,  என்பதறால் sin− −







1 1
2

 = −
π
6

.

 எனபவ, tan ( ) cos sin− − −− + 





 + −






 = − + − = −1 1 11 1

2
1
2 4 3 6 12

π π π π .

எடுத்துகககாட்டு 4.11

 நிரூபி  tan sin , .−( ) =
−

− < <1

21
1 1x x

x
x

தீர்வு

 x = 0  எனில், இருபு்மும் 0 ஆகும். ... (1)
 0 1< <x .  எனகை.

  θ = −sin 1 x  எனகை.  எனபவ 0
2

< <θ
π .  ஆகும். தற்ப்பறாது sinθ =

x
1

 என்பதறால், tanθ =
−

x
x1 2

.

 எனபவ, tan sin .−( ) =
−

1

21
x x

x
 ... (2)

  அடுததறாகை − < <1 0x .  எனகை. எனபவ, θ = −sin 1 x  என்பதிலிருந்து − < <
π

θ
2

0.

 sinθ =
x
1  

என்பதறால்,  tanθ =
−

x
x1 2 .

 இம்மு்்யிலும்  tan sin−( ) =
−

1

21
x x

x  
என கி்ட்ககின்து. ... (3)

  சமன்பறாடுகைள் (1), (2) மற்றும் (3) ஆகியவற்றிலிருந்து tan sin , .−( ) =
−

− < <1

21
1 1x x

x
x

 
என 

நிறுவப்படுகின்து.

்யிறசி 4.3
 1. கீழ்ககைறாணும் சறார்புகைளின சறார்்பகைம் கைறாண்கை.

   (i) tan− −( )1 29 x     (ii) 1
2

1
4

1 2tan− −( ) −x π .

 2. மதிபபு கைறாண்கை     (i) tan tan− 







1 5
4
π     (ii) tan tan− −


















1

6
π .
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 3. மதிபபு கைறாண்கை    

  (i) tan tan− 

















1 7
4
π     (ii) tan tan− ( )( )1 1947     (iii) tan tan .− −( )( )1 0 2021 .

 4. மதிபபு கைறாண்கை     (i) tan cos sin− −





 − −


















1 11
2

1
2

    (ii) sin tan cos− −





 − 


















1 11
2

4
5

.

  (iii) cos sin tan .− −





 − 


















1 14
5

3
4

4.6 கககாசீகண்ட் சகார்பு ைறறும் ந�ர்ைகாறு கககாசீகண்ட் சகார்பு

       (The Cosecant Function and the Inverse Cosecant Function)

 ்சன சறார்பி்னப ப்பறானப், ககைறாசீகைண்ட் சறார்பும் ஓர் ஒற்்்ச சறார்்பறாகும்  மற்றும் அதன கைறாைம்  

2p  ஆகும். ககைறாசீகைண்ட் சறார்பு y x= cosec  -ன மதிபபுகைள் 2p  அளவு்ககுப பி்கு திரும்்பவும் 

அபத மதிபபுகை்ளப க்பறுகி்து. sin x = 0  எனும்ப்பறாது, y x
x

= =cosec 1
sin

ஐ வ்ரயறு்ககை இயைறாது.  

ஆதைறால் ககைறாசீகைண்ட் சறார்பின சறார்்பகைம் � �\ :n nπ ∈{ }ஆகும்.  − ≤ ≤1 1sin x  என்பதறால் y x= cosec  
ஆனது -1  மற்றும் 1-்ககும் இ்டபய எம்மதிப்்பயும் க்பறுவதில்்ை.  எனபவ,  ககைறாசீகைண்ட் சறார்பின 

வீசசகைம் ( , ] [ , )−∞ ∪ ∞1 1 ஆகும்.

4.6.1 கககாசீகண்ட் சகார்பின் வடை்ைம்

(Graph of the cosecant function)
 0 2, π( )  இ்டகவளியில், ககைறாசீகைண்ட் சறார்்பறானது 

x = π  எனும் புள்ளி்யத தவிர்தது ஏ்னய புள்ளிகைளில் 

கதறாடர்சசியறாகை இரு்ககும். இதற்கு மீபக்பருமபமறா 

அல்ைது மீசசிறுமபமறா இல்்ை. க்பறாதுவறாகை, x ∈






0
2

, π
 

மதிபபுகைளு்ககு y x= cosec -ன மதிபபு, ¥  முதல் 1 வ்ர 

கு்்யும். x ∈ 






π
π

2
,  மதிபபுகைளு்ககு, y x= cosec -ன 

மதிபபுகைள் 1 முதல் ¥  வ்ர அதிகைரி்ககும்.  x ∈






π
π, 3
2

 

மதிபபுகைளு்ககு, y x= cosec -ன மதிபபுகைள் −∞  

முதல் –1 வ்ர அதிகைரி்ககும். x ∈ 






3
2

2π
π,  

மதிபபுகைளு்ககு, y x= cosec -ன மதிபபுகைள் –1 முதல் 
−∞  வ்ர கு்்யும். y x= cosec , 

x ∈ { }( , ) \0 2π π -ன வ்ர்படததி்ன ்படம் 4.19 -ல் 
கைறாண்கை.

   , , \− −( ) −{ }4 2 3π π π , −( ) −{ }2 0π π, \ ,

   2 4 3π π π, \ ,( ) { } 4 6 5π π π, \ , .( ) { } 

்படம். 4.19 

π
x

y

π
2

3
2
π 2π

−4
−3
−2
−1

1
2
3
4

y=1

y=− 1
O

y x= cosec( , )0 2π y;

்படம். 4.20

4π
x

y

3π2ππ−3π−2π −π

−4
−3
−2
−1

1
2
3
4

O

y x= cosec 

y=1

y=− 1

12th_Maths_TM_Vol1_CH 4_Inverse Trigonometry.indd   163 07-12-2021   13:55:55



164XII - கணிதவியல்

ஆகிய இ்டகவளிகைளில் (0,2π)ல் y x= cosec  ன வ்ர்படததின இப்பகுதிபய திரும்்ப அ்மகின்து. 

y x= cosec -ன முழு வ்ர்படம் ஆனது  ்படம் 4.20-ல் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.

4.6.2 ந�ர்ைகாறு கககாசீகண்ட் சகார்பு (The inverse cosecant function)

 cosec : , , ( , ] [ , )−




 ∪ 







→ −∞ − ∪ ∞
π π
2

0 0
2

1 1
 

எனும் ககைறாசீகைண்ட் சறார்்பறானது 

−




 ∪ 







π π
2

0 0
2

, ,  எனும் கைட்டு்படுததப்பட்ட சறார்்பகைததில் இருபு்சசறார்்பறாகை உள்ளது. எனபவ, 

( , ] [ , )−∞ − ∪ ∞1 1 -ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் −




 ∪ 







π π
2

0 0
2

, ,  வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டு பநர்மறாறு 

ககைறாசீகைண்ட் சறார்பு வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து.

வடையட்ற 4.6

 
cosec− −∞ − ∪ ∞ → −




 ∪ 







1 1 1
2

0 0
2

: ( , ] [ , ) , ,π π
 எனும் பநர்மறாறு ககைறாசீகைண்ட் சறார்்்ப, 

cosec− =1( )x y  என வ்ரயறு்ககைத பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன  

cosec y x=  மற்றும் y ∈ −




 ∪ 







π π
2

0 0
2

, ,  ஆகும்.

4.6.3 ந�ர்ைகாறு கககாசீகண்ட் சகார்பின் வடை்ைம் 

(Graph of the inverse cosecant function)

 ்படம். 4.21 ்படம். 4.22

 y x= −cosec 1

 எனும் பநர்மறாறு ககைறாசீகைண்ட் சறார்பின சறார்்பகைம்  \ (- 1, 1) மற்றும் வீசசகைம் 

−





π π
2 2

, \ {0}.
 

ஆகும். அதறாவது, cosec− −∞ − ∪ ∞ → −




 ∪ 







1 1 1
2

0 0
2

: ( , ] [ , ) , ,π π
 ஆகும்.  

்படம் 4.21 மற்றும் ்படம் 4.22 –ல் முதன்ம சறார்்பகைததில் ககைறாசீகைண்ட் சறார்பின வ்ர்படம்  மற்றும் 
பநர்மறாறு ககைறாசீகைண்ட் சறார்பின சறார்்பகைததில் அதன வ்ர்படம் ஆகிய்வ மு்்பய 
கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளன.

x

y

−
π
2

π
2

−4 −3 −2 −1 4321

y =
π
2

y = −
π
2

Ox

y

−1

1
y =1

y = −1O-
π
2

π
2

y = cosec–1xy; y x= cosec−





π π
2 2

0, \{ }
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4.7 சீகண்ட் சகார்பு ைறறும் ந�ர்ைகாறு சீகண்ட் சகார்பு
      (The Secant Function and Inverse Secant Function)

 சீகைண்ட் சறார்பு என்பது ககைறா்சன சறார்பின த்ைகீழசசறார்பு என வ்ரயறு்ககைப்பட்டுள்ளது. 

எனபவ, y x
x

= =sec 1
cos

 என்பது cos x = 0  எனும்ப்பறாது தவிர ஏ்னய x  மதிபபுகைளு்ககு 

வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து. ஆ்கையறால், y x= sec -ன சறார்்பகைம் � �\ ( ) :2 1
2

n n+ ∈







π
 ஆகும். 

− ≤ ≤1 1cos x  என்பதறால், y x= sec  என்பது ( , )-1 1 -ல் எம்மதிபபுகை்ளயும் க்ப்றாது. எனபவ, சீகைண்ட் 

சறார்பின வீசசகைம் ( , ] [ , )−∞ ∪ ∞1 1 ஆகும். சீகைண்ட் சறார்பிற்கு மீபக்பருமபமறா அனறி மீசசிறுமபமறா 

இல்்ை. y x= sec  என்பது  2p  ககைறாண்ட கைறாைம் சறார்பு மற்றும் இரட்்டச சறார்்பறாகைவும் அ்மகி்து.

4.7.1 சீகண்ட் சகார்பின் வடளவடை (The graph of the secant function)

 0£ £x 2p , x ≠
π π
2

3
2

, -ல் சீகைண்ட் சறார்பின வ்ளவ்ர 

்படம் 4.23-ல் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.  முதல் மற்றும் நறானகைறாம் 

கைறாற்்பகுதிகைளில் அதறாவது − < <
π π
2 2

x  இ்டகவளியில், y x= sec  

மி்கைகயண் மதிபபுகை்ள மட்டுபம க்பறுகி்து.  அபத சமயம் 

இரண்டறாவது மற்றும் மூன்றாவது கைறாற்்பகுதிகைளில் அதறாவது 

π π
2

3
2

< <x  இ்டகவளியில் கு்்கயண் மதிபபுகை்ளபய க்பறுகி்து.

 0£ £x 2p , x ¹
p p
2

3
2

, ,
 

எனும்ப்பறாது சீகைண்ட் 

சறார்பு கதறாடர்சசியறாகை இரு்ககும். x ∈ 




0

2
, π

 எனும்ப்பறாது 

சீகைண்ட் சறார்பின மதிபபு 1 முதல் ¥  வ்ர உயரும். 

பமலும், x ∈






π
π

2
,  எனும்ப்பறாது சீகைண்ட் சறார்பின 

மதிபபு −∞  முதல் –1 வ்ர உயரும்.  x ∈ 




π

π, 3
2

 

எனும்ப்பறாது –1 முதல் −∞  வ்ர இ்ஙகும். x ∈






3
2

2π
π,  

எனும்ப்பறாது ¥  முதல் 1 வ்ர இ்ஙகும். y x= sec  ஒரு 2p -கைறாைம் ககைறாண்ட சறார்்பறாகும், எனபவ 

0 2≤ ≤x π , x ≠
π π
2

3
2

, -்ககைறான வ்ளவ்ரப ்பகுதிபய, 2 4 5
2

7
2

π π
π π, \ ,[ ] 








, 4 6 9
2

11
2

π π
π π, \ , ,[ ] 









மற்றும், 


  − −[ ] − −







4 2 7
2

5
2

π π
π π, \ ,  −[ ] − −








2 0 3
2 2

π
π π, \ ,  ஆகிய இ்டகவளிகைளில் திரும்்ப, 

திரும்்ப அ்மகின்து. தற்ப்பறாது y x= sec -ன முழு வ்ர்படமும் ்படம் 4.24-ல் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.

2π3π
x

−7
−5
−3
−1

1
3
5
7

y=1

y=− 1

O

2
ππ

2

y
y; y x= sec[ , ]0 2π

்படம். 4.23

்படம். 4.24

x
−2π −π O π 2π 3π 4π

−4
−3
−2
−1

1
2
3
4 y x= sec

y
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4.7.2 ந�ர்ைகாறு சீகண்ட் சகார்பு  (Inverse secant function)

 sec : , \ \ , x 0
2

1 1π
π[ ] 








→ −( )  எனும் சீகைண்ட் சறார்பு கைட்டுப்படுததப்பட்ட சறார்்பகைமறான

0
2

, \π
π[ ] 








-ல் ஓர் இருபு்ச சறார்பு ஆகும். எனபவ பநர்மறாறு சீகைண்ட் சறார்பு என்பது  \ ,−( )1 1  

என்ப்த சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் 0
2

, \π
π[ ] 








 வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டு வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து.

வடையட்ற 4.7  

 sec y x=  மற்றும் y ∈[ ] 







0
2

, \π
π

 எனும்ப்பறாது பநர்மறாறு சீகைண்ட் சறார்பு 

sec : \ , , \− −( ) → [ ] 







1 1 1 0
2

  π
π

  ஐ  sec ( )− =1 x y   என வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து.

4.7.3 ந�ர்ைகாறு சீகண்ட் சகார்பின் வடை்ைம் (Graph of the inverse secant function)

 பநர்மறாறு சீகைண்ட் சறார்பு, y x= −sec 1  என்பது  \ ,−( )1 1 -ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும்  

0
2

, \π
π[ ] 








-ஐ வீசசறாகைவும் ககைறாண்ட சறார்்பறாகும். அதறாவது , sec : \ , , \− −( ) → [ ] 







1 1 1 0
2

 π
π

.

்படம் 4.25 மற்றும் ்படம் 4.26 ஆகியவற்றில், மு்்பய முதன்ம சறார்்பகைததில் சீகைண்ட் 
சறார்பின வ்ர்படமும் மற்றும் பநர்மறாறு சீகைண்ட் சறார்பின வ்ர்படம் அதற்குறிய சறார்்பகைததில் 
கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.

 ்படம். 4.25 ்படம். 4.26
குறிப்புடை  

 y x= sec  அல்ைது cosec x  எனும் வ்ர்படத்த எளிதறாகை வ்ரய கீழ்ககைறாணும் வழிமு்்்யப 
பின்பற்்வும்.  
 (i) y x= cos  அல்ைது sin x   வ்ர்படத்த வ்ரயவும். 
 (ii) x கவட்டுததுண்டுகைள் சந்தி்ககும் புள்ளிகைளில் கசஙகுதது கதறா்ைத கதறாடுபகைறாடுகை்ள 

வ்ரயவும். y மதிபபுகைளின த்ைகீழியறாகை எடுதது்க ககைறாள்ளவும்.

π
2

π x

y

O
−1

1

y =1

y = −1 x

π
2

π

O 4321−4 −3 −2 −1

y =
π
2

y = π
y = sec–1x

[ , ] \0
2

π
π








y x= secy;

12th_Maths_TM_Vol1_CH 4_Inverse Trigonometry.indd   166 07-12-2021   13:56:18



167 நேர்மாறு முகநகமாணவியல் சமாரபுகள்

x

y

3
2
π 2ππ

2

−4
−3
−2
−1

1
2
3
4

O

−4
−3
−2
−

4

−3π −2π −π π 2π 3π

1
2
3

1

x

y

Oπ

y x= cot
( , ) \{ }0 2π π y x= coty;

4.8  நககாைகான்கஜெண்ட் சகார்பு ைறறும் ந�ர்ைகாறு நககாைகான்கஜெண்ட் சகார்பு
         (The Cotangent Function and the Inverse Cotangent Function)

 பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பு என்பது cot
tan

x
x

=
1

 
ஆகும். tan x = 0  அல்ைது x n n= ∈π ,   எனும் 

மதிபபுகை்ளத தவிர x -ன ஏ்னய கமய்கயண் மதிபபுகைளு்ககு பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பு 
வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து. எனபவ, பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பின சறார்்பகைமறானது � �\ :n nπ ∈{ }  மற்றும் 
அதன வீசசகைம் −∞ ∞( ),  ஆகும். tan x  ப்பறானறு பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பும் ஓர் ஒற்்்ச சறார்்பறாகைவும் 
மற்றும்  அதன கைறாைம் p  ஆகைவும் உள்ளது.  

4.8.1 நககாைகான்கஜெண்ட் சகார்பின் வடை்ைம் (The graph of the cotangent function)

   பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பு 0 2, \π π( ) { } எனும் கைணததில் கதறாடர்சசியறாகை இரு்ககி்து. 0 2, \π π( ) { } .-ல் 

முதலில் பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பின வ்ர்படத்த வ்ரபவறாம். முதல் மற்றும் மூன்றாம் கைறாற்்பகுதியில் 

பகைறாடறானகஜண்ட் மி்கைகயண் மதிபபுகை்ள மட்டுபம க்பறுகி்து. இரண்டறாவது மற்றும் நறானகைறாவது 

கைறாற்்பகுதிகைளில் கு்்கயண் மதிபபுகை்ள மட்டுபம க்பறுகி்து. பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பிற்கு 

மீபக்பருமபமறா அல்ைது மீசசிறுமபமறா இல்்ை. x ∈






0
2

, π
 எனும்ப்பறாது பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பு, ¥

-லிருந்து 0 -்ககு இ்ஙகுகி்து; x ∈ 






π
π

2
,  எனும்ப்பறாது 0 -லிருந்து −∞-்ககு இ்ஙகுகி்து; 

x ∈






π π
2

3
2

,  எனும்ப்பறாது −∞-லிருந்து 0 வ்ர இ்ஙகுகி்து; x ∈ 






3
2

2π
π, .

 
எனும்ப்பறாது, 0-லிருந்து 

−∞  வ்ர இ்ஙகுகி்து.

 

 ்படம். 4.27 ்படம். 4.28

 y x= cot , x ∈( ) { }0 2, \π π  -்ககைறான வ்ர்படம் ்படம் 4.27—ல் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.

 0 2, \π π( ) { } -ல் அ்மந்த y = cot x ன  வ்ர்படம் ப்பறாை 2 4 3π π π, \( ) { } , 4 6 5π π π, \ , ( ) { }  ,  

மற்றும்  , − −( ) −{ }4 2 3π π π, \ , −( ) −{ }2 0π π, \ . ஆகிய இ்டகவளிகைளிலும் y x= cot  ன 

வ்ரப்படம் திரும்்ப, திரும்்ப  அ்மகி்து. � �\ :n nπ ∈{ }-ஐ சறார்்பகைமறாகை்க ககைறாண்ட பகைறாடறானகஜண்ட் 
சறார்பின முழு வ்ர்படமும் ்படம் 4.28-ல் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.

4.8.2 ந�ர்ைகாறு நககாைகான்கஜெண்ட் சகார்பு (Inverse cotangent function)
 பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பு அதன முழுசறார்்பகைததில் � �\ :n nπ ∈{ }  ஒனறு்கககைறானறு சறார்பு அல்ை. 
ஆயினும் கைட்டு்படுததப்பட சறார்்பகைமறான 0, π( )  -ல், cot : , ,0 π( ) → −∞ ∞( )  ஆனது இருபு்ச சறார்்பறாகும். 
எனபவ, −∞ ∞( ),  சறார்்பகைமறாகைவும், 0, π( )  வீசசறாகைவும் ககைறாண்டு பநர்மறாறு பகைறாடறானகசண்ட் சறார்்்ப 
வ்ரயறுபப்பறாம்.
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 வடையட்ற 4.8
 பநர்மறாறு பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்்பறான cot : , ,− −∞ ∞( ) → ( )1 0 π  என்பது cot ( )− =1 x y  என 

வ்ரயறு்ககை பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்னகைள் y ∈( )0, π  மற்றும் 

cot y x=  ஆகும்.

4.8.3  ந�ர்ைகாறு நககாைகான்கஜெண்ட் சகார்பின் வடை்ைம் 

        (Graph of the inverse cotangent function)
 பநர்மறாறு பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்்பறான y x= −cot 1  என்பது  -ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் 
( , )0 p -ஐ வீசசறாகைவும் ககைறாண்ட சறார்்பறாகும். அதறாவது  cot : , ,− −∞ ∞( ) → ( )1 0x π  ஆகும்.
 ்படம் 4.29 மற்றும் ்படம். 4.30 ஆகியவற்றில் வ்ர்படஙகைள் மு்்பய முதன்ம சறார்்பகைததில் 
பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பின வ்ர்படம் மற்றும் பநர்மறாறு பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பின வ்ர்படம் 
அதற்குரிய சறார்்பகைததிலும்  ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளன.

 ்படம். 4.29 ்படம். 4.30

4.9  ந�ர்ைகாறு முகநககாணவியல் சகார்புகளின் முதன்டை ைதிப்பு
        (Principal Value of Inverse Trigonometric Functions)
 x  எனும் புள்ளியில் பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்பின முதன்ம மதிப்பறானது,  முதன்ம 
்பகுதியின வீசசில் உள்ள x எனும் புள்ளியில் பநர்மறாறு சறார்பின மதிப்பறாகும். எடுதது்ககைறாட்டறாகை 

π
π

6
0∈[ ], என்பதறால், cos-1 3

2








 -ன முதன்ம மதிபபு 

p
6

ஆகும். இரு மதிபபுகைள் எண்மதிபபில் 

சமமறாகைவும், ஒனறு கு்்கயண்ணறாகைவும் மற்க்றானறு மி்கைகயண்ணறாகைவும் இருந்தறால் 
மு்கபகைறாணவியல் சறார்பின முதன்ம மதிபபு மி்கை எண்ணறாகைபவ அ்மயும்.  கீழ்ககைறாணும் 
அட்டவ்ணயில் மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின முதன்ம சறார்்பகைம் மற்றும்  வீசசகைம்,  பநர்மறாறு 
மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின சறார்்பகைம் மற்றும் வீசசகைம் ஆகிய்வ ்பட்டியலிடப்படுகின்ன.

சாரபு முதன்ம 
சார்ப்கம் வீசச்கம் டேரமாறு 

சாரபு சார்ப்கம்
முதன்ம 

மதிப்பிற்குரிய 
வீசச்கம்

்சன
−





π π
2 2

, [ , ]-1 1 sin-1 [ , ]-1 1  
−





π π
2 2

,

ககைறா்சன [ , ]0 p  [ , ]-1 1  cos-1  [ , ]-1 1  [ , ]0 p  

கதறாடுபகைறாடு
−








π π
2 2

,
 tan-1  

−







π π
2 2

,

π
2

π x

y

O

4
3
2
1

−4

−3
−2
−1

x
3−3 −2

π
2

y

O 21−1

y = cot–1x

y x= cot( , )0 π y;
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ககைறாசீகைண்ட் −





π π
2 2

, \ {0}
 \ (-1, 1) cosec-1  

 \ ( , )-1 1  −





π π
2 2

0, \{ }

சீகைண்ட் [ , ] \0
2

π
π








 \ ( , )-1 1  sec-1
 \ ( , )-1 1 [ , ] \0

2
p

p







பகைறாடறானகஜண்ட் ( , )0 p   cot-1  
 ( , )0 p

எடுத்துகககாட்டு 4.12
 முதன்ம மதிபபு கைறாண்கை
  (i) cosec− −( )1 1  (ii) sec− −( )1 2     
தீர்வு
 (i) cosec− −( ) =1 1 y  எனகை.  எனபவ, cosec   y = −1

 y = cosec-1x  -ன முதன்ம மதிபபிற்குரிய வீசசகைம் −





π π
2 2

0, \{ }  ஆகும். பமலும், 

 cosec −





 = −

π
2

1 என்பதறால், y = −
π
2

எனறிரு்ககை பவண்டும். இஙகு − ∈ −





{ }π π π
2 2 2

0, \  

 என்ப்த கைவனி்ககை.

 எனபவ, cosec− −( )1 1  -ன முதன்ம மதிபபு −
π
2

ஆகும்.

(ii) y = −( )−sec 1 2  எனகை. எனபவ, sec y = −2  .

 y x= −sec 1 -ன முதன்ம மதிபபிற்குரிய வீசசகைம் [ , ] \0
2

π
π








ஆகும்.   

 sec y = −2  எனறிரு்ககுமறாறு [ , ]0
2

π
π

− 







 -ல் y-ஐ கைறாணபவண்டும் .  

 ஆனறால் sec cosy y=− ⇒ =−2 1
2

. 

 இனி, cos cos cos cosy = − = − = −





 =

1
2 3 3

2
3

π
π

π π
 . எனபவ,  y =

2
3
π

.

 
2
3

0
2

π
π

π
∈[ ] 








, \  என்பதறால், sec− −( )1 2 -ன முதன்ம மதிபபு 
2
3
p

ஆகும்.  

எடுத்துகககாட்டு 4.13   

 sec− −










1 2 3
3

 ன மதிபபு கைறாண்கை.

தீர்வு

 sec− −








 =1 2 3

3
θ எனகை. எனபவ, secθ = −

2
3

 இஙகு θ π
π

∈[ ] 







0
2

, \  ஆகும். 

 எனபவ, cos  θ = −
3

2  
ஆகும்.   இனி, cos cos cos 5

6 6 6
3

2
π

π
π π

= −





 = − 






 = − ஆகும்   

  எனபவ, sec− −








 =1 2 3

3
5
6
π  ஆகும்.
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எடுத்துகககாட்டு 4.14

 cot− 





 =1 1

7
θ ,  எனில், cosθ  மதிபபு கைறாண்கை.

தீர்வு

 வ்ரய்்ப்படி cot ( , )− ∈1 0x p .

 எனபவ, cot− 





 =1 1

7
θ

 
என்பதிலிருந்து θ π∈ ( , )0  ஆகும்.

  ஆனறால் cot− 





 =1 1

7
θ  என்பது 

 
cot θ =

1
7  

ஆகும். எனபவ tan θ = 7  மற்றும் θ 

 ஒரு குறுஙபகைறாணம் ஆகும்.

  tanθ =
7
1

என்ப்த ்பயன்படுததி, கசஙபகைறாண மு்கபகைறாணம் ஒன்் உருவறா்ககுகை. பினனர் 

cosθ =
1

5 2
என நம்ககு கி்ட்ககி்து.

எடுத்துகககாட்டு 4.15   

 cot−

−









 =1

2

1
1x

sec-1 x , x >1 .  என்க கைறாட்டுகை. 

 cot−

−









 =1

2

1
1x

α
 
எனகை. எனபவ,  cot .α =

−

1
12x

 

 மற்றும் α ஒரு குறுஙபகைறாணம் ஆகும்.

 ககைறாடு்ககைப்பட்ட விவரஙகை்ள்க  ககைறாண்டு ஒரு கசஙபகைறாண மு்கபகைறாணம் உருவறா்ககுகை.

 மு்கபகைறாணததிலிருந்து, secα = =
x x
1

 எனப க்ப்ைறாம் .  எனபவ, α = −sec 1 x  ஆகும் . 

எனபவ cot−

−









 =1

2

1
1x

sec-1 x , x >1  ஆகும்.

்யிறசி 4.4
 1. முதன்ம மதிபபு கைறாண்கை

   (i)    sec− 









1 2
3

 (ii) cot− ( )1 3  (iii) cosec− −( )1 2

 2. மதிபபு கைறாண்கை 

  (i) tan sec− −( ) − −( )1 13 2  (ii) sin-1 (- 1) + cos-1  1
2







  +  cot-1 (2)

  (iii) cot-1(1) + sin-1 −










3
2

 - sec-1 −( )2  

7

1
q

5
2

1

x

x2 –
1
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4.10 ந�ர்ைகாறு முகநககாணவியல் சகார்புகளின் ்ண்புகள்
         (Properties of Inverse Trigonometric Functions)
 இப்பறாடப்பகுதியில் பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின சிைப ்பண்புகை்ளப ்பற்றி 
ஆரறாய்பவறாம்.  இஙகு குறிபபிடப்படும் ்பண்புகைள் கதறாடர்பு்டய பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள் 
அவற்றின முதன்ம மதிபபுகைள் உள்ள இ்டகவளிகைளில் எஙகு வ்ரயறு்ககைப்பட்டுள்ளபதறா, 
அவவிடததில் க்பறாருந்தும். 
்ண்பு-1

 (i) θ
π π

∈ −



2 2

,  எனில், sin (sin )− =1 θ θ  (ii) θ π∈[ , ]0   எனில்,  cos (cos )− =1 θ θ

 (iii) θ
π π

∈ −





2 2

,  எனில், tan (tan )− =1 θ θ  (iv) θ
π π

∈ −





{ }
2 2

0, \  எனில், cosec cosec− =1( )θ θ

 (v) θ π
π

∈ 







[ , ] \0
2

 எனில், sec (sec )− =1 θ θ  (vi) θ π∈ ( , )0   எனில், cot (cot )− =1 θ θ

நிரூ்ணம்

 பமற்கைண்ட அ்னதது முடிவுகைளும் அ்வகைளு்ககுரிய பநர்மறாறு சறார்புகைளின 
வ்ரய்்கைளிலிருந்து கி்ட்ககைப க்ப்ைறாம். 

 எடுததுகைறாட்டிற்கு, (i)   sinθ = x ;   θ π π
∈ −



2 2

, எனகை.

 எனபவ பநர்மறாறு ்சன சறார்பின வ்ரய்்யிலிருந்து, sinθ = x   மூைம்  θ = −sin 1 x  எனப 
க்ப்ைறாம். எனபவ, sin sin− ( ) =1 θ θ .

்ண்பு-II
 (i) x ∈ −[ , ]1 1  எனில், sin(sin )− =1 x x  (ii) x ∈ −[ , ]1 1 எனில், cos(cos )− =1 x x

 (iii) x ∈  எனில், tan(tan− =1x x)  (iv) x ∈ − \ ( , )1 1  எனில், cosec cosec( )− =1 x x   

 (v) x ∈ − \ ( , )1 1 எனில், sec sec( )− =1 x x  (vi) x ∈எனில், cot(cot )− =1 x x

நிரூ்ணம்
 (i) x ∈ −[ ]1 1,  எனும்ப்பறாது ,  sin-1 x  நனகு  வ்ரயறு்ககைப்பட்டுள்ளது.

  sin− =1 x θ  எனகை. எனபவ, வ்ரய்்ப்படி θ
π π

∈ −



2 2

, மற்றும்  sinθ = x ஆகும்.

  எனபவ,  sinθ = x  என்பதிலிருந்து  sin(sin )− =1 x x
 
எனப க்ப்ைறாம்.

  இபதப்பறானறு மற்் முடிவுகை்ளயும் நிரூபி்ககைைறாம்.

குறிப்பு 

 (i) மு்கபகைறாணவியல் சறார்பு y f x= ( ),  -்ககு,   f -ன வீசசிலுள்ள அ்னதது  x -்ககும்   f f x x−( ) =1( )  

ஆகும். f x-1( ) -ன வ்ரய்்யிலிருந்து இத்னப க்ப்ைறாம். f g x−( )1( ) எனும்ப்பறாது, இஙகு 

g x x− −=1 1( ) sin அல்ைது  cos-1 x அதத்கைய கைண்க்கை தீர்்ககை, பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்பி்ன 

வ்ரயறு்ககும் மு்கபகைறாணம் ஒன்் வ்ரவது அவசியமறாகி்து. உதறாரணததிற்கு cot sin−( )1 x  -ன 

மதிப்்ப்க கைறாண மு்கபகைறாணம் ஒன்், sin .-1 x -ஐ ்பயன்படுததி வ்ரயபவண்டும். இருபபினும், 

f f x− ( )1 ( ) ப்பறான்வற்்்்க ்கையறாளும்ப்பறாது கைவனம் கசலுதத பவண்டியுள்ளது. 
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 (ii)  f என்பது ஆறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளில் ஏபதனும் ஒனறு எனில், f f x-1[ ( )] -ன 

மதிப்்ப்க கைறாணுதல். 

 (அ) x என்பது f -ன கைட்டு்படுததப்பட்ட சறார்்பகைததில் இருந்தறால் f f x x− =1[ ( )] ஆகும்.

 (ஆ)  x என்பது f -ன கைட்டு்படுததப்பட்ட சறார்்பகைததில் இல்்ைகயனில் f -ன கைட்டு்படுததப்பட்ட 

சறார்்பகைததில் f x f x( ) ( )= 1  எனுமறாறு x1-ஐ கைண்டறிய பவண்டும். இனி, f f x x− =1
1[ ( )] .  

எடுததுகைறாட்டறாகை,

  

sin sin
,

,

− ( ) =
∈ −





∉ −














1

1

2 2

2 2

x
x x

x x

if

if

π π

π π

  
இஙகு sin sin x x= 1 மற்றும் x1 2 2

∈ −





π π,

்ண்பு-III  (தடலகீழ் ந�ர்ைகாறு முறக்றகாருடைகள்)

 (i)  x ∈ −( ) \ ,1 1 எனில், sin− 







1 1
x

= cosec-1 x .  (ii) x ∈ −( ) \ ,1 1  எனில், cos .− 







1 1
x

= sec-1 x

 (iii) tan
cot ,

cot .
−

−

−







 =

>

− + <






1

1

1

1 0
0x

x x
x xp ,

நிரூ்ணம்

 (i)  x ∈ −( ) \ ,1 1 எனில், 
1 1 1
x

∈ −[ ], மற்றும் x ¹ 0 ஆகும். எனபவ, sin− 







1 1
x

 என்பது நனகு 

வ்ரயறு்ககைப்பட்டது. 

  sin− 







1 1
x

= θ
 
எனகை. எனபவ, வ்ரய்்யின்படி  θ

π π
∈ −





{ }
2 2

0, \ மற்றும் sinθ =
1
x

.

  ஆ்கையறால், cosecθ = x என்பதிலிருந்து θ = −cosec 1 x எனப க்ப்ப்படுகி்து.

   இனி, sin− 







1 1
x

= θ = cosec-1 x  ஆகும். ஆ்கையறால்,  sin− −





 =1 11

x
xcosec , x ∈ −( ) \ ,1 1  

ஆகும்.

   இபத ப்பறானறு மற்் முடிவுகை்ளயும் நிரூபி்ககைைறாம்.

்ண்பு-IV  (பிைதி்லிப்பு முறக்றகாருடைகள்)

 (i) x ∈ −[ , ]1 1  எனில், sin ( ) sin− −− = −1 1x x .

 (ii) x ∈  எனில், tan ( ) tan− −− = −1 1x x .

 (iii) x ≥1அல்ைது x ∈ −( ) \ ,1 1 எனில், cosec cosec− −− = −1 1( )x x

 (iv) x ∈ −[ , ]1 1  எனில்,  cos ( ) cos− −− = −1 1x xπ  .

 (v) x ≥1 அல்ைது x ∈ −( ) \ ,1 1  எனில், sec ( ) sec− −− = −1 1x xπ .

 (vi) x ∈  எனில், cot ( ) cot− −− = −1 1x xπ .
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நிரூ்ணம்

  (i) x ∈ −[ ]1 1,  எனில், − ∈ −[ ]x 1 1, ஆகும். ஆ்கையறால், sin ( )- -1 x என்பது நனகு 

வ்ரயறு்ககைப்பட்டது
  sin ( )− − =1 x θ  எனகை. எனபவ θ

π π
∈ −



2 2

,  மற்றும்  sinθ = −x ஆகும்.

   எனபவ,    sinθ = −x  -லிருந்து x = − = −sin sin( )θ θ என ஆகும்.

  x = −sin( )θ  என்பதிலிருந்து, sin− = −1 x θ என ஆகும். இதிலிருந்து θ  = − −sin 1 x ஆகும்.

  எனபவ, sin ( ) sin− −− = −1 1x x ஆகும்.
 (iv)  x ∈ −[ ]1 1, எனில், − ∈ −[ ]x 1 1,  என ஆகும். எனபவ,   cos ( )- -1 x  என்பது நனகு 
  வ்ரயறு்ககைப்பட்டது.

  cos ( )− − =1 x θ  எனகை. எனபவ θ π∈[ ]0, மற்றும்  cos  θ = −x  ஆகும்.

  எனபவ, cosθ = −x என்பதறால் x = − = −( )cos cosθ π θ ஆகும்.

  ஆ்கையறால்,  π θ− = −cos 1 x என்பதறால் θ π= − −cos 1 x  ஆகும்.
   எனபவ cos ( ) cos− −− = −1 1x xπ ஆகும்.

  இபத ப்பறானறு ஏ்னய முடிவுகை்ளயும் நிரூபி்ககைைறாம்.
குறிப்பு  
 (i)  ஒனறு்கககைறானறு மற்றும் ஒற்்்ச சறார்பின பநர்மறாறு சறார்பும் ஒற்்்ச சறார்்பறாகும். 

எடுததுகைறாட்டிற்கு, −





π π
2 2

,  எனும் கைட்டுப்படுததப்பட்ட சறார்்பகைததில் ்சன சறார்பு 

ஒனறு்கககைறானறு மற்றும் ஒற்்்ச சறார்்பறாகை இருப்பதறால் y x= −sin 1  என்பது ஓர் ஒற்்்ச 

சறார்்பறாகும்.

 (ii)  இரட்்டச சறார்பின பநர்மறாறு இரட்்டச சறார்்பறாகுமறா? இவவினறாவி்ன அர்ததமற்் வினறா 
என பு்்ககைணிததுவிடைறாம். ஏகனனில் பூஜ்ஜியத்தத தவிர பவக்ஙகும் ஓர் இரட்்டச சறார்பு 
ஒனறு்கககைறானறு ஆகை இரு்ககைறாது. cos-1 x மற்றும் sec-1 x  ஆகிய்வ இரட்்டச சறார்்பறாகை 
இரு்ககைறாது என்ப்த கைவனி்ககைவும்.

 ்ண்பு-V (துடண ந�ர்ைகாறுச்சகார்பு முறக்றகாருடைகள் )

 (i) sin cos , [ , ].− −+ = ∈ −1 1

2
1 1x x xπ                     (ii) tan cot , .− −+ = ∈1 1

2
x x xπ



 (iii) cosec− −+ =1 1

2
x xsec ,π  x ∈ −( ) \ ,1 1  அல்ைது  x ≥1. 

நிரூ்ணம்   

 (i) இஙகு,  x ∈ −[ ]1 1, .   sin− =1 x θ  எனகை. எனபவ θ
π π

∈ −



2 2

,  மற்றும் sinθ = x  ஆகும்.

  − ≤ ≤ ⇔ ≤ − ≤
π

θ
π π

θ π
2 2

0
2  

என்ப்த்க கைவனி்ககை. 

 எனபவ,  cos sin ,π
θ θ

2
−






 = = x   என்பதிலிருந்து cos sin− −= − = −1 1

2 2
x xπ

θ
π

 எனப க்ப்ைறாம்.

  எனபவ,  cos sin− −+ =1 1

2
x x π

 ஆகும்.
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 (ii) cot− =1 x θ  எனகை.      எனபவ,  cot ,θ = x  0 < <θ π  மற்றும்  x ∈ஆகும். 

  இனி, tan cotπ
θ θ

2
−






 = = x

 
ஆகும் (1)

  ஆ்கையறால், x ∈ -்ககு tan(tan )− =1 x x  மற்றும்  (1) -லிருந்து  tan(tan ) tan− = −







1

2
x π

θ   ஆகும். 

 எனபவ,    tan(tan ) tan cot− −= −







1 1

2
x xπ

 ஆகும். ... (2)

 0 1< <−cot x π  -லிருந்து  − < − <−π π π
2 2 2

1cot x
 
என்ப்த்க கைவனி்ககை

 ஆ்கையறால், (2) லிருந்து tan cot− −= −1 1

2
x xπ

 எனப க்ப்ைறாம்.

 எனபவ,  tan cot ,− −+ = ∈1 1

2
x x xπ



 
ஆகும்.

 இபத ப்பறானறு, (iii) நிரூபி்ககைைறாம்.

்ண்பு VI
 (i) sin sin− −+1 1x y  =  sin− − + −( )1 2 21 1x y y x ,   இஙகு x y2 2 1+ ≤  அல்ைது xy < 0  ஆகும்.

 (ii) sin sin- --1 1x y  =  sin− − − −( )1 2 21 1x y y x , இஙகு x y2 2 1+ ≤  அல்ைது xy > 0  ஆகும்.

 (iii) x y+ ≥ 0 எனில், cos cos cos− − −+ = − − −





1 1 1 2 21 1x y xy x y ஆகும்.

 (iv) x y£  எனில், cos cos cos ,− − −− = + − −





1 1 1 2 21 1x y xy x y ஆகும்.

 (v) xy <1  எனில், tan tan tan− − −+ =
+

−










1 1 1

1
x y x y

xy
 ஆகும்.

 (vi) xy > −1  எனில், tan tan tan− − −− =
−

+










1 1 1

1
x y x y

xy
 ஆகும் . 

நிரூ்ணம்

 (i)  A x= −sin 1 . எனகை.   எனபவ,   x A= sin   ;   A∈ −





π π
2 2

, ;  x £1  மற்றும் cos A  என்பது 

மி்கைகயண் மதிப்பறாகும். B y= −sin 1 . எனகை. எனபவ,   y B= sin  ; B ∈ −





π π
2 2

, ;  y £1  மற்றும் 

cos B மி்கை எண் மதிப்பறாகும்.

இனி,  cos sinA A x= + − = −1 12 2  மற்றும்    cos sinB B y= + − = −1 12 2  ஆகும்.

 எனபவ, sin( ) sin cos cos sinA B A B A B+ = +  

                           =  x y y x1 12 2− + − ,  இஙகு x £1; y £1  எனபவ, x y2 2 1+ ≤

  ஆ்கையறால்,      A + B =  sin− − + −( )1 2 21 1x y y x
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  ஆ்கையறால், sin sin− −+1 1x y  =  sin− − + −( )1 2 21 1x y y x ,  இஙகு x y2 2 1+ ≤  அல்ைது 

xy < 0 . 

  இ்தப ப்பறாைபவ ஏ்னய முடிவுகை்ளயும் நிரூபி்ககைைறாம்.

்ண்பு-VII
 (i) 2 2

1
11 1

2tan tan ,− −=
−







 <x x

x
x  (ii) 2 1

1
1 1

2

2tan cos− −=
−
+









x x

x
, x ≥ 0  

 (iii) 2 2
1

11 1
2tan sin ,− −=

+






 ≤x x

x
x .   

நிரூ்ணம்

 (i)   ்பண்பு-VI (v) –ல் , y x=  என எடுதது்கககைறாண்டறால், நம்ககு பத்வயறான முடிவுகை்ள 

க்ப்ைறாம், 

  2 2
1

11 1
2tan tan ,− −=

−






 <x x

x
x ஆகும்.

 (ii)   θ = −2 1tan x . எனபவ, tanθ
2

= x . 

  cos
tan

tan
θ

θ

θ
=

−

+

1
2

1
2

2

2
 = 1

1

2

2

−
+

x
x

 என்பதிலிருந்து θ =
−
+











−cos 1
2

2

1
1

x
x

. 

  எனபவ,     2 1
1

1 1
2

2tan cos− −=
−
+









x x

x
, x ≥ 0 .

  இ்தப ப்பறாைபவ ஏ்னய முடிவுகைளும் நிரூபி்ககைைறாம்.

்ண்பு-VIII

 (i) | |x £
1
2

  அல்ைது  − ≤ ≤
1
2

1
2

x  எனில்,  sin sin− −−( ) =1 2 12 1 2x x x

 (ii)   
1
2

1£ £x  எனில், sin cos− −−( ) =1 2 12 1 2x x x

நிரூ்ணம்

  (i) x = sinθ . எனபவ  | |x £1

  இனி,  2 1 2 22x x− = =sin cos sinθ θ θ

  ஆ்கையறால், 2 2 11 2θ = −( )−sin x x .  எனபவ, sin sin− −−( ) =1 2 12 1 2x x x .

  (ii) x = cosθ .

  இனி, 2 1 2 22x x− = =cos sin sinθ θ θ .

  எனபவ, 2 2 11 2θ = −( )−sin x x .ஆ்கையறால், sin-1 2 1 22 1x x x−( ) = −cos .
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்ண்பு-IX

 (i) 0 1£ £x  எனில், sin cos− −= −1 1 21x x

 (ii) − ≤ <1 0x  எனில்,  sin cos− −= − −1 1 21x x .

 (iii) − < <1 1x  எனில்,  sin tan− −=
−











1 1

21
x x

x

 (iv) 0 1£ £x  எனில்,,  cos sin− −= −1 1 21x x

 (v) − ≤ <1 0x  எனில், cos sin− −= − −1 1 21x xπ   

 (vi) x > 0  எனில், tan sin cos− − −=
+









 =

+











1 1

2

1

21
1

1
x x

x x
நிரூ்ணம்

 (i) sin− =1 x θ எனகை. எனபவ, sinθ   = x .   0 1£ £x  என்பதறால் , 0
2

≤ ≤θ
π

 என கி்ட்ககி்து.

  இனி, cosθ = −1 2x அல்ைது  cos sin− −− = =1 2 11 x xθ .

  எனபவ, sin cos ,− −= − ≤ ≤1 1 21 0 1x x x

 (ii) − ≤ ≤1 0x  எனகை.  பமலும் sin− =1 x θ .  எனபவ − ≤ <
π

θ
2

0

  அதனறால், sinθ = x  மற்றும் cos ( )− = −θ 1 2x        (ஏகனனில் cosθ > 0 )

  எனபவ, cos sin− −− = − = −1 2 11 x xθ .  எனபவ, sin cos .− −= − −1 1 21x x

  இபத ப்பறானறு ஏ்னய முடிவுகை்ளயும் நிரூபி்ககைைறாம்.

்ண்பு-X 

 (i) 3 3 41 1 3sin sin ( )− −= −x x x ,  x ∈ −





1
2

1
2

, .     (ii) 3 4 31 1 3cos cos ( )− −= −x x x ,  x ∈ 





1
2

1, .

நிரூ்ணம் 
 (i) x = sinθ  எனகை.  ஆ்கையறால், θ = −sin 1 x . 

  இனி, 3 4 3 4 33 3x x− = − =sin sin sinθ θ θ

  ஆ்கையறால்,  sin ( ) sin− −− = =1 3 13 4 3 3x x xθ .

  இபத ப்பறானறு அடுதததறாகை உள்ள முடி்வயும் நிரூபி்ககைைறாம்.

குறிப்புடை

 (i) sin (cos )
, [ , ]

, [ , ]

− =
− ∈

− ∉










1 2
0

2
0

x
x x

y x

π
π

π
π

  

    
 
மற்றும் cos cos , [ , ]x y y= ∈ 0 π
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 (ii) cos (sin )
, ,

, ,

− =
− ∈ −





− ∉ −







1 2 2 2

2 2 2

x
x x

y x

π π π

π π π

   

    







மற்றும் sin sin , ,x y y= ∈ −





π π
2 2

எடுத்துகககாட்டு 4.16

 
π π
2

2 3
2

1 1≤ + ≤− −sin cosx x  என நிறுவுகை. 

தீர்வு

 sin cos sin cos cos− − − − −+ = + +1 1 1 1 12x x x x x = + −π
2

1cos x

  0 1≤ ≤−cos x π  எனபவ,
π π

π
π

2
0

2 2
1+ ≤ + ≤ +−cos x . 

 எனபவ, π π
2

2 3
2

1 1≤ + ≤− −sin cosx x .

எடுத்துகககாட்டு  4.17

 சுரு்ககுகை (i) cos cos− 

















1 13
3
π  (ii) tan tan− 


















1 3
4
π

   (iii) sec sec− 

















1 5
3
π  (iv) sin sin− [ ]1 10

தீர்வு

 (i) cos cos− 

















1 13
3
π

. 

  cos-1 x -ன முதன்ம மதிபபுகைளின வீசசகைம் [ , ]0 p ஆகும்.

  
13

3
0p
p∉[ , ] என்பதறால், 13

3
p -ஐ, 13

3
4

3
p

p
p

= +  என எழுதுபவறாம். இஙகு 
p

p
3

0∈[ ], .

  இனி,   cos cos cos13
3

4
3 3

p
p

p p





 = +






 = .

  எனபவ, cos cos cos cos− −















 = 
















 =1 113

3 3 3
p p p ,  ஏகனனில் 

p
p

3
0∈[ , ] .

(ii) tan tan− 

















1 3
4
π

. 

 tan-1 x -ன முதன்ம வீசசறான −







p p
2 2

, -ல் 3
4
p  இல்்ை என்ப்த கைவணி்ககைவும்.

 எனபவ  
3
4 4
π

π
π

= −
 
என எழுதுபவறாம்.

 இனி,  tan tan tan tan3
4 4 4 4
π

π
π π π






 = −






 = − = −






  மற்றும் − ∈ −








π π π
4 2 2

, .

 ஆ்கையறால், tan tan tan tan− −















 = −
















 = −1 13

4 4 4
π π π

. 
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(iii) sec sec− 

















1 5
3
π .  

 sec-1 x -ன முதன்ம வீசசறான 0
2

, \π
π[ ] 








-ல் 5
3
p இல்்ை என்ப்த கைவணி்ககைவும்.

எனபவ 
5
3

2
3

π
π

π
= −  என எழுதுபவறாம். இனி, sec sec sec5

3
2

3 3
π

π
π π






 = −






 = 






  மற்றும் 

π
π

π
3

0
2

∈[ ] 







, \ .

  எனபவ,  sec sec sec sec− −















 = 
















 =1 15

3 3 3
π π π

.

 (iv) sin sin− [ ]1 10

  θ
π π

∈ −



2 2

,  எனில், sin sin− ( ) =1 θ θ ஆகும். 
p
2

11
7

 எனும் பதறாரறாய மதிப்்ப்க ககைறாள்கை, 

  10
2 2

∉ −





π π,
 
எனைறாம், ஆயினும் ( ) ,10 3

2 2
− ∈ −





π
π π

 
ஆகும்.

இனி , sin sin ( ) sin( ( ) sin( ) sin( )10 3 10 3 10 3 10 3 3 10= + −( ) = + − = − − = −π π π π π π ..

எனபவ, sin sin sin sin− −[ ] = −( )  = −1 110 3 10 3 10π π ,  ஏகனனில் ( ) ,3 10
2 2

π
π π

− ∈ −





.

எடுத்துகககாட்டு 4.18 

 மதிபபு கைறாண்கை  (i)  sin sinπ
3

1
2

1− −

















−   (ii)	 cos cos1
2

1
8

1− 

















                         (iii) tan sin cos1
2

2
1

1
2

1
1

1
2

1
2

2
− −

+






 +

−
+





















a
a

a
a

. 

தீர்வு  

 (i) sin sin sin sinπ π π π
3

1
2 3 6 2

1− −















 = − −
















 = 




−


 =1.

 (ii) cos cos1
2

1
8

1− 















  ல்   cos− 






 =1 1

8
θ  எனகை. எனபவ, cosθ =

1
8

 மற்றும் θ π∈[ ]0, . 

  இனி, cosθ =
1
8

-லிருந்து 2
2

1 1
8

2cos θ
− = .ஆ்கையறால்,  cos θ

2
3
4







 = . 

  எனபவ,  cos cos cos1
2

1
8 2

1− 















 = 








θ = 3
4

.

 (iii) tan sin cos1
2

2
1

1
2

1
1

1
2

1
2

2
− −

+






 +

−
+





















a
a

a
a

  a = tanθ  எனகை.
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  இனி,

   tan sin cos tan si1
2

2
1

1
2

1
1

1
2

1
2

1
2

2
− −

+






 +

−
+



















 =

a
a

a
a

nn tan
tan

cos tan
tan

− −

+






 +

−
+





















1
2

1
2

2

2
1

1
2

1
1

θ
θ

θ
θ

  = ( ) + ( )





− −tan sin sin cos cos1
2

2 1
2

21 1θ θ = [ ] =
−

=
−

tan tan
tan

2 2
1

2
12 2θ

θ
θ

a
a

.

எடுத்துகககாட்டு 4.19

 நிரூபி்ககை   tan(sin )− =
−

1

21
x x

x
 இஙகு  x <1.

தீர்வு

 எனபவ sin− =1 x θ  ஆ்கையறால், x = sinθ  மற்றும் − ≤ ≤1 1x

  இனி,   tan(sin ) tan sin
cos

− = =1 x θ
θ
θ

=  
sin

sin
θ

θ1 2−
   =  x

x1 2-
, x <1.

எடுத்துகககாட்டு 4.20

 மதிபபிடுகை   sin sin sec− −





 + 


















1 13
5

5
4

 

தீர்வு

 sec− =1 5
4

θ  எனகை . எனபவ,  secθ =
5
4

 .   அதனறால்,  cosθ =
4
5

. 

  பமலும்,   sin cosθ θ= −1 2  =  1 4
5

3
5

2

− 





 =  , எனப க்ப் θ = 








−sin 1 3
5 .

  ஆ்கையறால்,  sec-1 5
4







  = sin-1  3

5






  மற்றும்  sin-1 3

5
 + sec-1 5

4






  =  2 sin-1 3

5








                | |x £
1
2

 எனில், sin-1 2 1 22 1x x x−( ) = −sin  என அறிபவறாம். 

  
3
5

 < 1
2

, என்பதறால்  2 sin-1  3
5







  = sin-1 2 3

5
1 3

5

2

× − 



















 = sin-1 24
25







 . 

  எனபவ,  sin sin sec− −





 + 


















1 13
5

5
4

 =  sin sin− 

















1 24
25

 = 24
25

,   ஏகனனில் 
24
25

1 1∈ −[ ],

எடுத்துகககாட்டு 4.21

 நிரூபி்ககை  (i) tan tan− −+ =1 11
2

1
3 4

π      (ii) 2 1
2

1
7

31
17

1 1 1tan tan tan− − −+ =

தீர்வு

 (i) tan tan tan ,− − −+ =
+

−
<1 1 1

1
1x y x y

xy
xy

 
என அறிபவறாம்.
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  ஆ்கையறால்,  tan tan tan tan− − − −+ =
+

− 














= ( ) =1 1 1 11
2

1
3

1
2

1
3

1 1
2

1
3

1
4
π

 (ii) 2 2
1

1 11 1
2tan tan ,− −=

−
− < <x x

x
x

 
என அறிபவறாம்

  எனபவ,   2 1
2

2 1
2

1 1
2

4
3

1 1
2

1tan tan tan− − −=









− 







= 







  ஆ்கையறால்,   2 1
2

1
7

4
3

1
7

1 1 1 1tan tan tan tan− − − −+ = + =
+

− 
































= 







− −tan tan1 1

4
3

1
7

1 4
3

1
7

31
17

.

எடுத்துகககாட்டு 4.22

 cos cos cos− − −+ + =1 1 1x y z π  மற்றும் 0 1< <x y z, , ,  எனில்

 x y z xyz2 2 2 2 1+ + + =  என்க கைறாண்பி.
தீர்வு 

 cos− =1 x α  மற்றும் cos− =1 y β எனகை     எனபவ,  x = cos α  மற்றும் y = cosβ  ஆகும்.

 cos cos cos− − −+ + =1 1 1x y z π  என்பதிலிருந்து  α β π+ = − −cos .1 z             ... (1)

 இனி, cos cos cos sin sinα β α β α β+( ) = −  = − − −xy x y1 12 2 .

 (1)-லிருந்து,  cos cosπ −( ) = − − −−1 2 21 1z xy x y  எனபக்ப்ைறாம்.

 − ( ) = − − −−cos cos 1 2 21 1z xy x y .

 எனபவ,         − = − − −z xy x y1 12 2 , என்பதிலிருந்து − − = − − −xy z x y1 12 2

 இருபு்மும் வர்்ககைப்படுததி சுரு்ககை  x y z xyz2 2 2 2 1+ + + =  எனப க்ப்ைறாம்.

எடுத்துகககாட்டு 4.23
 d-ஐ க்பறாது விததியறாசமறாகை்க ககைறாண்டு  a1, a2, a3, ... an ஒரு கூட்டுத கதறாடர் எனில் ,

 tan tan tan ... tan− − −

−+








 +

+








 + +

+
1

1 2

1

2 3

1

1 1 1
d
a a

d
a a

d
a an n 11



















  =  a a

a a
n

n

−
+

1

11
 என நிறுவு. 

தீர்வு

                    tan−

+










1

1 21
d
a a

 =  tan tan tan− − −−
+










= −1 2 1

1 2

1
2

1
11

a a
a a

a a .

 இபத ப்பறானறு  tan−

+










1

2 31
d
a a

 =  tan tan tan− − −−
+









 = −1 3 2

2 3

1
3

1
21

a a
a a

a a .

 கதறாடர்ந்து உய்ததறிதல் மூைம்
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 tan tan tan ta−

−

− −

−

−

+








 =

−
+









 = −1

1

1 1

1

1

1 1
d
a a

a a
a a

a
n n

n n

n n
n nn−

−
1

1an  என கி்ட்ககி்து.

 கசஙகுததறாகை கூட்டும்ப்பறாது,

tan tan tan− − −

−+








 +

+








 + +

+





1

1 2

1

2 3

1

11 1 1
d
a a

d
a a

d
a an n




 = tan tan- --1 1

1a an  என  நம்ககு 

கி்ட்ககி்து.

 tan tan tan ... tan− − −

−+








 +

+








 + +

+
1

1 2

1

2 3

1

1 1 1
d
a a

d
a a

d
a an n 11

1 1
1



















 = −− −tan[tan tan ]a an

 =  tan tan− −
+























1 1

11
a a
a a

n

n

 = a a
a a

n

n

−
+

1

11
.  

எடுத்துகககாட்டு 4.24 

 தீர்்ககை tan tan− −−
+







 =1 11

1
1
2

x
x

x , இஙகு x > 0.

தீர்வு

 tan tan− −−
+







 =1 11

1
1
2

x
x

x  என்பதிலிருந்து  tan tan tan− − −− =1 1 11 1
2

x x .

 எனபவ,     π
4

3
2

1= −tan x , என்ப்தபய சுரு்ககி  tan− =1

6
x π  எனப க்பறுகிப்றாம்.

 எனபவ,             x = =tan π
6

1
3

.

எடுத்துகககாட்டு 4.25 

 தீர்்ககை sin cos− −>1 1x x

தீர்வு 
  sin cos− −>1 1x x  என்க ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளது. 

  இருபு்மும்  sin ,-1 x -ஐ கூட்ட 

  sin sin cos sin− − − −+ > +1 1 1 1x x x x , என்பது சுருஙகி 2
2

1sin− >x π
.

 −





π π
2 2

, எனும் இ்டகவளியில் ்சன சறார்பு மதிபபு ஏறும் என்பதறால், x > sin π
4

 அல்ைது 

x >
1
2

 ஆகும்.

  ஆ்கையறால் தீர்வு கைணமறான இ்டகவளி 
1
2

1,






ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 4.26

 cot(sin ) ,− =
−

− ≤ ≤1
21 1 1x x

x
x   மற்றும்  x ¹ 0   என்க கைறாண்பி.
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தீர்வு

  sin− =1 x θ . எனகை.   எனபவ,  x = sinθ   மற்றும் x ¹ 0,  θ
π π

∈ − 

∪












2

0 0
2

, , என கி்ட்ககை 

க்பறுகி்து,

  cosθ ≥ 0  மற்றும் cos θ θ= − = −1 12 2sin x .  

 எனபவ,  cot(sin ) cot− = =
−1

21x x
x

θ , | |x £ 1  மற்றும்  x ¹ 0 .

எடுத்துகககாட்டு 4.27

 6 12x <  எனில், tan tan− −+ =1 12 3
4

x x π , ஐ தீர்்ககை,

தீர்வு   

   6 12x <  எனில் tan tan− −+1 12 3x x =  tan− +
−









1
2

2 3
1 6

x x
x

. 

       tan−

−








1
2

5
1 6

x
x

 =  p
4

, என்பதறால் 5
1 6 4

12

x
x−

= =tan π

 ஆ்கையறால்,    1 6 2- x  =  5x , என்பதிலிருந்து 6 5 1 02x x+ − =  

 ஆகைபவ, x  =  1
6

1,- .  

 x = −1  என்பது சமன்பறாட்டின இடபபு்ம் கு்்கயண் மதிப்்பயும் மற்றும் வைபபு்ம் மி்கைகயண் 

மதிப்்பயும் தருகி்து என்ப்த கைவனி்ககைவும்.  ஆ்கையறால், x = −1  என்பது தீர்வறாகைறாது.  எனபவ,  

x =
1
6

மட்டுபம சமன்பறாட்டிற்குத தீர்வறாகை அ்மயும்.

எடுத்துகககாட்டு 4.28

 தீர்்ககை tan tan− −−
−







 +

+
+







 =1 11

2
1
2 4

x
x

x
x

π  .

தீர்வு

 Now,    tan tan− −−
−







 +

+
+









1 11
2

1
2

x
x

x
x

 =  tan−

−
−

+
+
+

−
−
−

+
+



























=1

1
2

1
2

1 1
2

1
2

4

x
x

x
x

x
x

x
x

π . 

 எனபவ,    

x
x

x
x

x
x

x
x

−
−

+
+
+

−
−
−

+
+









1
2

1
2

1 1
2

1
2

 = 1, என்ப்த சுரு்ககினறால்   2 4 32x − = −   என்ககி்ட்ககி்து.

     எனபவ,   x2  =  1
2

 என்பதிலிருந்து x = ±
1
2

 எனபக்பறுகிப்றாம்.

எடுத்துகககாட்டு 4.29

 தீர்்ககை   cos sin−

+





















1

21
x

x
 = sin cot− 
















1 3
4

.
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தீர்வு

 sin-1 x
x1 2+









  = cos-1 1

1 2+











x
. என அறிபவறாம்

 எனபவ,        cos sin−

+





















1

21
x

x
 = 1

1 2+ x
.               ...(1)

 cot .− 





 =1 3

4
θ  எனகை. பினனர் cotθ  = 3

4  மற்றும் θ  குறுஙபகைறாணம்.

 ்படததிலிருந்து, நம்ககு கி்ட்ககைக்பறுவது

                    sin cot− 















1 3
4

= =sin θ
4
5

  ... (2)

  (1) மற்றும் (2)–ஐ ககைறாடு்ககைப்பட்ட சமன்பறாட்டில் ்பயன்படுததும்ப்பறாது

  
1

1 2+ x
 =  4

5
, என்பதிலிருந்து  1 2+ x = 5

4
   எனபவ,  x = ±

3
4

.

்யிறசி 4.5

 1.  மதிபபு உள்ளது எனில் பினவருவனவற்றி்ககு மதிபபு கைறாண்கை. மதிபபு இல்்ைகயனில் 
அதற்கைறான கைறாரணம் தருகை.

   (i)  sin cos− ( )1 π  (ii) tan sin− −

















1 5
2
π  (iii) sin sin− [ ]1 5 . 

 2. மு்கபகைறாணததி்ன பமற்பகைறாளறாகை்க ககைறாண்டு x -ன மதிபபு கைறாண்கை.

   (i) sin cos− −( )( )1 1 x  (ii) cos tan− −( )( )1 3 1x  (iii) tan sin− +

















1 1
2

x .

 3.  மதிபபு கைறாண்கை 

   (i) sin cos sin− − 































1 1 3
2

 (ii) cot sin sin− −+







1 13
5

4
5

 (iii) tan sin cot− −+







1 13
5

3
2

.

 4. நிரூபி்ககை

   (i) tan tan tan− − −+ =1 1 12
11

7
24

1
2

  (ii) sin cos sin− − −− =1 1 13
5

12
13

16
65

.

 5. நிரூபி்ககை tan tan tan tan− − − −+ + =
+ + −

− − −










1 1 1 1

1
x y z x y z xyz

xy yz zx
.

 6.  tan tan tan− − −+ + =1 1 1x y z π எனில்,  x y z xyz+ + =  என்க கைறாட்டுகை.

 7. | |x <
1
3

  எனில்,  tan tan tan− − −+
−

=
−

−
1 1

2
1

3

2

2
1

3
1 3

x x
x

x x
x

  என நிறுவுகை.

 8. சுரு்ககுகை:  tan tan− −−
−
+

1 1x
y

x y
x y

.
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184XII - கணிதவியல்

 9. தீர்்ககை:
   (i) sin sin− −+ =1 15 12

2x x
π   (ii) 2 1

1
1
1

1 1
2

2
1

2

2tan cos cos− − −=
−
+

−
−
+

x a
a

b
b

, a b> >0 0, .

    (iii) 2 21 1tan cos tan− −( ) = ( )x xcosec   (iv) cot cot ,− −− +( ) = >1 1 2
12

0x x xπ  .

 10.  சமன்பறாட்டின தீர்வுகைளின எண்னி்க்கை்ய்க கைறாண்கை 
tan tan tan tan− − − −−( ) + + +( ) = ( )1 1 1 11 1 3x x x x .

்யிறசி 4.6

ககைறாடு்ககைப்பட்ட நறானகு மறாற்று வி்டகைளிலிருந்து சரியறான அல்ைது மிகைவும் ஏற்பு்டய வி்டயி்னத
பதர்ந்கதடு்ககைவும். 

 1. sin cos ,− ( ) ≤ ≤1 0x x π  -ன மதிபபு 

  (1) π − x  (2) x −
π
2

 (3) π
2

− x  (4) x −π

 2. sin sin ;− −+ =1 1 2
3

x y π
 எனில் cos cos− −+1 1x y   என்பதன மதிபபு

     (1) 2
3
p       (2) p

3
      (3) p

6
     (4) p

 3. sin cos sec− − − −− + −1 1 1 13
5

12
13

5
3

13
12

cosec  என்பதன மதிபபு

     (1) 2p       (2) p     (3) 0           (4) tan-1 12
65

 4. If sin sin− −=1 12x α   -்ககு ஒரு தீர்வு இருந்தறால், பினனர்

       (1) α ≤
1
2

     (2) α ≥
1
2

     (3) α <
1
2

   (4) α >
1
2

 5. பினவருவனவற்றில் எம்மதிபபுகைளு்ககு sin (cos )− = −1

2
x xp  ்ககு கமய்யறாகும்

       (1) − ≤ ≤p x 0   (2) 0£ £x p   (3) − ≤ ≤
p p
2 2

x   (4)  − ≤ ≤
p p
4

3
4

x  

 6. sin sin sin− − −+ + =1 1 1 3
2

x y z π
 எனில், x y z

x y z
2017 2018 2019

101 101 101

9
+ + −

+ +
 -ன மதிபபு

  (1) 0          (2) 1 (3) 2  (4)  3

 7. சிை x R∈  –்ககு cot− =1 2
5

x π
 எனில், tan-1 x   -ன மதிபபு

         (1) -
p
10

 (2) p
5

 (3) p
10

 (4)  -
p
5

 8. f x x( ) sin= −−1 1  என வ்ரயறு்ககைப்படும் சறார்பின சறார்்பகைம்

  (1) 1 2,[ ]  (2) −[ ]1 1,  (3) 0 1,[ ]  (4) −[ ]1 0,
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185 நேர்மாறு முகநகமாணவியல் சமாரபுகள்

 9 x =
1
5

 எனில்,  cos cos sin− −+( )1 12x x  -ன  மதிபபு

  (1) -
24
25

 (2) 24
25

 (3) 1
5

    (4) -
1
5

 

 10. tan tan− −





 + 








1 11
4

2
9

 என்பதின சமம்

  (1) 1
2

3
5

1cos− 





  (2) 1

2
3
5

1sin− 





  (3) 1

2
3
5

1tan− 





  (4) tan− 








1 1
2

 11. சறார்பு f x x( ) sin= −( )−1 2 3   எனில், x  இரு்ககும் இ்டகவளி 

  (1) −[ ]1 1,    (2) 2 2,



  

  (3) − −



 ∪ 



2 2 2 2, ,    (4) − −



2 2,

 12.  cot-1 2  மற்றும் cot-1 3  ஆகியன ஒரு மு்கபகைறாணததின இரு பகைறாணஙகைள் எனில், மூன்றாவது 
பகைறாணமறானது

  (1) 
p
4  (2) 

3
4
p

 (3) 
p
6   (4) 

p
3

 13. sin tan sin− −





−










=1 1

4
3

6
p p

x
 -ல் x  என்ப்த  மூைமறாகை ககைறாண்ட சமன்பறாடு

  (1) x x2 6 0− − =  (2) x x2 12 0− − =   (3) x x2 12 0+ − =   (4) x x2 6 0+ − =  

 14. sin cos cos sin− −−( ) + −( ) =1 2 1 22 1 1 2x x

  (1) p
2

       (2) p
3

     (3) p
4

    (4) p
6

 15. cot sin tan sin− −( )+ ( )=1 1α α u  எனில்,  cos 2u  ன மதிபபு

  (1) tan2 α   (2) 0   (3) -1  (4) tan 2α  

 16. x £1, எனில், 2 2
1

1 1
2tan sin− −−

+
x x

x
 என்பதற்கு சமம்

  (1) tan-1 x  (2) sin-1 x  (3) 0 (4) p

 17.  tan cot tan− − −− = 









1 1 1 1
3

x x  என் சமன்பறாட்டிற்கு

  (1) தீர்வு இல்்ை   (2) ஒபரகயறாரு தீர்வு 

  (3) இரு தீர்வுகைள்   (4) எண்ணற்்த தீர்வுகைள்

 18. sin cot− −+ 





 =1 1 1

2 2
x π

 எனில்,  x -ன  மதிபபு 

  (1) 1
2

 (2) 1
5

 (3) 2
5

 (4) 3
2
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186XII - கணிதவியல்

 19. sin− −+ =1 1

5
5
4 2

x cosec π
 எனில்,  x -ன மதிபபு

  (1) 4 (2) 5 (3) 2 (4)  3

 20. | |x <1  எனில்,  sin(tan )-1 x  -ன மதிபபு

  (1)  
x

x1 2-
 (2) 

1
1 2- x

 (3) 
1

1 2+ x
 (4) 

x
x1 2+

 

்காைச்சுருககம்

ந�ர்ைகாறு முகநககாணவியல் சகார்புகள் (Inverse Trigonometric Functions)

டேரமாறு 
்சன சாரபு

டேரமாறு 
க்கா்சன 

சாரபு

டேரமாறு 
கதாடு 

ட்காட்டுச 
சாரபு

டேரமாறு 
க்காசீ்கண்ட் 

சாரபு

டேரமாறு 
சீ்கண்ட் சாரபு

டேரமாறு 
ட்கா�ான-

கெண்ட் சாரபு

சார்ப்கம்
[ , ]-1 1

சார்ப்கம்  
[ , ]-1 1

சார்ப்கம்   


சார்ப்கம்   
−∞ −( ]∪ ∞[ ), ,1 1

சார்ப்கம்   
−∞ −( ]∪ ∞[ ), ,1 1

சார்ப்கம்   


வீசச்கம்
−





π π
2 2

,

வீசச்கம்
0, π[ ]

வீசச்கம்
−








π π
2 2

,

வீசச்கம் 
−





−{ }π π
2 2

0,

வீசச்கம் 
0

2
, π

π[ ]− 







வீசச்கம் 
0, π( )

்காலச சாரபு 
அலல

்காலச சாரபு 
அலல

்காலச சாரபு 
அலல

்காலச சாரபு 
அலல

்காலச சாரபு 
அலல

்காலச சாரபு 
அலல

ஒற்்றைச 
சாரபு

ஒற்்றைச 
சாரபும் அலல
இரட்்�ச 
சாரபும் அலல

ஒற்்றைச 
சாரபு

ஒற்்றைச 
சாரபு

ஒற்்றைச 
சாரபும் அலல
இரட்்�ச 
சாரபும் அலல

ஒற்்றைச 
சாரபும் அலல
இரட்்�ச 
சாரபும் அலல

தி�மா்க 
ஏறும் சாரபு

தி�மா்க 
இறைங்கும் 
சாரபு

தி�மா்க 
ஏறும் சாரபு

அதன 
சார்ப்கத்தப் 
க்பாறுதது 
தி�மா்க 
கு்றையும் 
சாரபு.

அதன 
சார்ப்கத்தப் 
க்பாறுதது 
தி�மா்க 
கு்றையும் 
சாரபு

தி�மா்க 
இறைங்கும் 
சாரபு

ஒனறுக்கு 
ஒனறைான 
சாரபு

ஒனறுக்கு 
ஒனறைான 
சாரபு

ஒனறுக்கு 
ஒனறைான 
சாரபு

ஒனறுக்கு 
ஒனறைான 
சாரபு

ஒனறுக்கு 
ஒனறைான 
சாரபு

ஒனறுக்கு 
ஒனறைான 
சாரபு

ந�ர்ைகாறு முகநககாணவியல் சகார்புகளின் ்ண்புகள்

(Properties of Inverse Trigonometric Functions)
்ண்பு-I 

 (i) θ π π
∈ −



2 2

,  எனில், sin-1(sin θ ) = θ    (ii) θ π∈[ , ]0   எனில், cos-1 (cos θ ) = θ

 (iii) θ π π
∈ −






2 2

, எனில், tan-1 (tanθ ) = θ   (iv) θ π π
∈ −





{ }
2 2

0, \  எனில், cosec-1 (cosec θ ) = θ
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187 நேர்மாறு முகநகமாணவியல் சமாரபுகள்

 (v) θ π
π

∈ 







[ , ] \0
2

  எனில், sec-1 (sec θ ) = θ  (vi) θ π∈ ( , )0   எனில், cot-1 (cot θ ) = θ

்ண்பு-II 

 (i) x∈ −[ , ]1 1  எனில், sin sin−( ) =1 x x  (ii) x∈ −[ , ]1 1  எனில்,  cos cos−( ) =1 x x

 (iii) x∈  எனில்,  tan tan−( ) =1 x x  (iv) x∈ − \ ( , )1 1  எனில், cosec cosec−( ) =1 x x

 (v) x∈ − \ ( , )1 1  எனில், sec sec−( ) =1 x x  (vi) x∈  எனில், cot cot−( ) =1 x x

்ண்பு-III  த்லகீழ் டேரமாறு முற்கறைாரு்ம (Reciprocal inverse identities)

 (i) x∈ −( ) \ ,1 1  எனில், sin .− 







1 1
x

= cosec x  (ii) x∈ −( ) \ ,1 1 எனில், cos .− 







1 1
x

= sec -1x

 (iii) tan
cot

cot .
−

−

−







 =

>

− + <






1

1

1

1 0
0x

x x
x xπ

்ண்பு-IV பிரதி்பலிப்பு முற்கறைாரு்ம்கள் (Reflection identities)

 (i) x∈ −[ , ]1 1  எனில், sin ( ) sin− −− = −1 1x x

 (ii) x∈  எனில், tan ( ) tan− −− = −1 1x x

 (iii) x ≥1 அல்ைது x∈ −( ) \ ,1 1  எனில், cosec cosec− −− = −1 1( )x x

 (iv) x∈ −[ , ]1 1  எனில், cos ( ) cos− −− = −1 1x xp

 (v) x ≥1 அல்ைது x∈ −( ) \ ,1 1  எனில், sec ( ) sec− −− = −1 1x xp

 (vi) x∈  எனில்,  cot ( ) cot− −− = −1 1x xp

்ண்பு-V  து்ை டேரமாறு சாரபு முற்கறைாரு்ம்கள் ( Cofunction inverse identities )

 (i) sin cos , [ , ].− −+ = ∈ −1 1

2
1 1x x xp  (ii) tan cot , .− −+ = ∈1 1

2
x x xp



 (iii) cos sec ,ec x x− −+ =1 1

2
p x∈ −( ) \ ,1 1  அல்ைது x ≥1. 

்ண்பு-VI

 (i) sin sin− −+1 1x y  =  sin− − + −( )1 2 21 1x y y x ,   இஙகு x y2 2 1+ ≤  அல்ைது xy < 0 .

 (ii) sin sin- --1 1x y  =  sin− − − −( )1 2 21 1x y y x ,  இஙகு x y2 2 1+ ≤  அல்ைது xy > 0 .

 (iii) cos cos cos ,− − −+ = − − −





1 1 1 2 21 1x y xy x y இஙகு  x y+ ≥ 0 .

 (iv)  x y£  எனில்,  cos cos cos− − −− = + − −





1 1 1 2 21 1x y xy x y
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188XII - கணிதவியல்

 (v) xy <1  எனில், tan tan tan− − −+ =
+

−










1 1 1

1
x y x y

xy

 (vi) xy > −1எனில், tan tan tan− − −− =
−

+










1 1 1

1
x y x y

xy
்ண்பு-VII

 (i) 2 2
1

11 1
2tan tan ,− −=

−






 <x x

x
x     (ii) 2 1

1
1 1

2

2tan cos− −=
−
+









x x

x
,  x ≥ 0

 (iii) 2 2
1

11 1
2tan sin ,− −=

+






 ≤x x

x
x

்ண்பு-VIII

 (i)  |x| ≤ 1
2

  அல்ைது  - 1
2

≤ x ≤ 1
2

 எனில், sin sin− −−( ) =1 2 12 1 2x x x

 (ii) 1
2

 ≤ x ≤ 1 எனில்,  sin cos− −−( ) =1 2 12 1 2x x x

்ண்பு-IX
 (i) 0 1£ £x  எனில், sin cos− −= −1 1 21x x    (ii) − ≤ <1 0x  எனில், sin cos− −= − −1 1 21x x

 (ii) − < <1 1x  எனில், sin tan− −=
−











1 1

21
x x

x
 (iv)  0 1£ £x  எனில், cos sin− −= −1 1 21x x

 (v) − ≤ <1 0x  எனில்,  cos sin− −= − −1 1 21x xπ  

 (vi)  x > 0  எனில்,  tan sin cos− − −=
+









 =

+









1 1

2

1

21
1

1
x x

x x

்ண்பு-X 

(i) 3 3 41 1 3sin sin ( )− −= −x x x ,  x∈ −





1
2

1
2

, .   (ii) 3 4 31 1 3cos cos ( )− −= −x x x ,  x∈ 





1
2

1, .
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Functions" எனும் அததியறாயத்தத பதர்வு கசய்கை. இபக்பறாழுது இப்பறாடம் கதறாடர்்பறான 
்பை ்பணிததறாள்கை்ள இப்ப்ககைததில் கைறாண்பீர்கைள். "Graph of Inverse Trigonometric 
Functions" ்பயிற்சிததறா்ள பதர்வு கசய்கை.
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