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DIFFERENTIAL CALCULUS LIMITS AND CONTINUITY
9அத்தியொயம்

“மனிதர்கள் மறையலாம், 
அவர்களின் செயல்கள் மறைவதிலறல”

- அ்கஸ்டின் – லூயிஸ் க்காசி

9.1 அறிமுைம் (Introduction)
 நுண்கணிதம் என்்பது மாறைத்தின் வீதங்கள் 
சதாடர்பானது. அறிவியலின் அறனத்துப் பிரிவு்களிலும் 
மாறுதலின் வீதங்கள் உள்்ளன. ்கணிதவியலில் அறிஞர்கள் 
ஒரு வற்ளவறையின் மீது அறமயும் கேர்க்காட்டில ஏற்படும் 
மாறுவீதத்றத் ்கண்கிடுவதில ஆரவமா்க இரு்கின்ைனர. 
அகத ெமயம் இயற்பியல்  அறிஞர்கள் ஒரு ே்கரும் ச்பாருளின் 
இடப்ச்பயரச்சியின் மாறுவீதம், மறறும் அதன் திறெகவ்கம் 
ஆகியவறறை் ்கண்கிடுவதில ஆரவம் ்காட்டுகின்ைனர. 
வேதியியலாளர்கள் ஒன்று அலலது அதறகு கமற்பட்ட 
மூல்கங்கள் கெரந்து ஒன்று அலலது அதறகு கமற்பட்ட 
ச்பாருட்்கற்ள் ச்காடு்கும் கவதி விறனயின் வீதத்றத் 
்கண்கிட விரும்புகின்ைனர.
 ஓர உயிரியலாளர, விலஙகு்கள் அலலது தாவைங்களின் சமாத்த எண்ணி்ற்கயில குறிப்பிட்ட 
சில விலஙகு்கள் அலலது தாவைங்களில ஏற்படும் மாறைங்கற்ள ஆய்வு செய்ய விரும்புகின்ைார. 
கமலும் இைத்த ோ்ளங்கள் அலலது தமனி்களில உள்்ள இைத்த ஓட்டத்தின் வீதத்றத் ்கண்கிடவும், 
இைத்த ஓட்டம் எந்த இைத்த ோ்ளங்கள்/தமனி்களில குறைவா்க/அதி்கமா்க உள்்ளது என்்பறத் 
்காணவும் விறைகின்ைார.
 ப�ாருளியலாளர்கள், இறுதிநிறலத் கதறவ, இறுதிநிறல வருவாய் மறறும் இறுதிநிறல 
இலா்பம் ஆகியவறறை, கதறவ, வருவாய் இலா்பச் ொரபு்களின் மாறுவீதம் மூலம் ்காண்கின்ைனர.
 புவியியலாளர்கள், உருகிய ்பாறை் குைம்பு்கள் சுறறியுள்்ள ்பாறை்களுடன் சவப்்பத்றத் ்கடத்தி 
குளிரவதற்கான வீதத்றத் ்கண்கிடுவதில ஆரவம் ்காட்டுகின்ைனர. ஒரு ப�ாறியாளர, கமலநிறலத் 
சதாட்டி்குத் தண்ணீர ஏறறும் வீதம் மறறும் சதாட்டியிலிருந்து தண்ணீர சவளிகயறும் வீதத்றத் 
்கண்கிட விரும்புகின்ைார. ே்கரப்புைப் புவியியலாளர, ஒரு ே்கைம் விரிவு்படுத்தப்்படும்க்பாது ஏற்படும் 
ம்்கள்சதாற்க அடரத்தி வீதத்திறன் ்கண்கிட விரும்புகின்ைார.
 ோனிலலயாளர்கள் உயைத்திறகுத் தகுந்தாறக்பால வளிமண்டல அழுத்தத்தில ஏற்படும் 
மாறுதலின் மாறுவீதத்றத் ்கண்கிடுவதில ஆரவம் ்காட்டுகின்ைனர.
 உளவியலில் ்கறைல க்காட்்பாட்டில ஆரவமுள்்ளவர்கள், 

்கறைல வற்ளவறைறயப் ்பறறிப் 
்படி்கின்ைனர. இது ஒருவரின் 
்பயிறசி் ்காலத்றதப் ச்பாறுத்த 
்கறைல திைன் செயல்பாட்டின் 
வற்ளவறையாகும். ்காலத்றதப் 
ச்பாறுத்துத் திைன் கமம்்பாட்டின் 
வீதத்தின் அடிப்்பறடயில 
ஆரவத்றத் ்காணலாம்.
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94XI - கணிதவியல்

 ோம் ஓர இருட்டு அறையில நுறையும்க்பாது சுறறியுள்்ள ச்பாருட்்கற்ள் ்காண அதி்க ஒளி உள் 
செலல ஏதுவா்க ேமது ்கண்்பாறவ விரிவறடந்து ச்பாருட்்கற்ளத் சதளிவா்க் ்காண உதவுகிைது. அதறகு 
கேரமாைா்க ோம் அதி்க சவளிச்ெமுள்்ள ஓர அறையில நுறையும்க்பாது அதி்க சவளிச்ெத்தினால 
(ஒளியினால) ேமது ்பாரறவத் திைன் ்பாதி்்காத வற்கயில ேமது ்கண்்பாறவ சுருஙகி உள்க்ள 
செலலும் ஒளியின் அ்ளறவ் குறை்கின்ைது. ஆைாய்ச்சியா்ளர்கள், இது க்பான்ை செயல்பாடு்களின் 
வழிமுறைறய் ்கணித எலறல்கள் மூலம் ்காண்கின்ைனர.

 இயறபியலில திறெகவ்கம், அடரத்தி, மின்கனாட்டம், மின்னாறைல மறறும் சவப்்பநிறலயின் 
மாறுநிறல; கவதியியலில எதிரவிறனயின் வீதம் மறறும் ஒருஙகுத் தன்றம; உயிரியியலில வ்ளரச்சி 
வீதம் மறறும் இைத்த ஓட்டத்தின் கவ்கம்; ச்பாருளியியலில இறுதிநிறலச் செலவு மறறும் இறுதிநிறல 
இலா்பம்; புவியியலில சவப்்ப ஓட்டத்தின் வீதம்; உ்ளவியலில செயலதிைன் ஆகியறவ வற்க்ச்கழு 
என்ை ஒகை ஒரு ்கணித் (க்காட்்பாட்டின்) ்கருத்தா்்கத்தின் அடிப்்பறடயில அறமகிைது.

 கமறகூறியறவ ்கணிதத்தின் திைன் அதன் உள்நுட்்பமான தன்றமயின் அடிப்்பறடயில 
உள்்ளதற்கான எடுத்து்்காட்டு்க்ளாகும். ஒகை ஒரு நுட்்பமான் ்கணித் ்கருத்தா்்கம் 
(வற்க்ச்கழு) அறிவியலின் ்பலகவறு பிரிவு்களில ்பலவிதமான வி்ள்்கங்கற்ளத்  தருகின்ைது. 
ோம் ்கணித் ்கருத்துரு்்கற்ள உருவா்கும்க்பாது அவறறின் முடிவு்கள் அறிவியலின் ்பலகவறு 
பிரிவு்களில ்பயன்்படுத்தப்்படுகின்ைன. அறிவியலின் ஒவசவாரு பிரிவிலும் உருவாகும் தனிப்்பட்ட 
்கருத்துரு்்கற்ள் ்காட்டிலும் இது ஆறைலுறடயது.

 ்பைங்காலத்தின் மி்கச் சிைந்த ்பறடப்பு்களில ஒன்று யூ்ளிடின் வடிவியல ஆகும். இந்த 
மு்கியமான ்பறடப்பு்கு இறணயா்க எந்த் ்கண்டுபிடிப்பும் இைண்டாயிைம் ஆண்டு்க்ளா்க 
நுண்்கணிதம் ்கண்டுபிடி்கும்வறை நி்கைவிலறல.

 நுண்்கணிதமானது இஙகிலாந்தில சர ஐசக் நியூட்டன் (1642-1727) மறறும் செரமனியில 
்காடஃபிலைட வில்பஹெல்ம் லிபினிடஸ் (1646-1716) என்்பவர்க்ளால 17-ஆம் நூறைாண்டின் இறுதியில 
உருவா்்கப்்பட்டது.

 நியூட்டனின் ்கணித ஆரவத்திறகு் ்காைணம், அவருறடய ்காலத்தில அவரு்கு் கிறடத்த 
மி்கச் சிைந்த Euclid’s Elements மறறும் Descartio La Geometric ஆகிய இரு புத்த்கங்க்ளாகும். அவர, 
அவரு்கு முன்னர வாழந்த ்கலிலிவயா மறறும் ப�ர்ாட க்பான்ை ஆைாய்ச்சியா்ளர்கள் ்பறறியும் 
அவர்களின் ்கண்டுபிடிப்பு்கள் ்பறறியும் அறிந்திருந்தார.

 1664-ன் முடிவில நியூட்டன் அவருறடய ்காலத்தில ்கணித அறிறவ முழுறமயா்கப் ச்பறறு 
அதன்பின் கமலும் வ்ளரத்து் ச்காண்டார. 1665-ல சதாடரந்து மாை்கூடிய தூைங்கள், சவப்்பநிறல்கள் 
க்பான்ைவறறின் மாறுகின்ை வீதம் ்பறறி அவருறடய ஆைாய்ச்சிறய ஆைம்பித்தார. இந்த ஆைாய்ச்சியின் 
விற்ளவுதான் இன்று ோம் ்காணும் வற்கநுண்்கணிதம் ஆகும். இன்று ்கணிதவியல ்படிப்்பவர்கள் 
அறனவரும் ஐெ் நியூட்டனின் ்கண்டுபிடிப்பு்களில ்பயணி்கின்ைனர.

 லிபினிட்ஸின்  ்கணித ஆைாய்ச்சி் ்கட்டுறை்கள் அவர 1682-ல ஆைம்பித்த ‘Acta Eruditorum’ 
என்ை ெஞ்சிற்கயில பிைசுைமானது. இந்த ெஞ்சிற்கயில அவருறடய நுண்்கணிதம் ்பறறிய ்கட்டுறை்கள் 
இடம்ச்பறைன. இதுகவ யார முதலில நுண்்கணிதம் ்கண்டுபிடித்தது என நியூட்டனுடன் ஏற்பட்ட 
முைண்்பாட்டிறகு் ்காைணமா்க இருந்தது. நுண்்கணிதத்தின் மு்கிய 
முடிவு்கற்ளயும், தறக்பாது ்பயன்்படுத்தும் வற்க்ச்கழு குறியீட்றடயும் 
முதன்முதலா்கப் ்பயன்்படுத்தியவர லிபினிட்ஸ் ஆவார.

 ்பாரிசில 1789-ம் ஆண்டு பிைந்து 19-ஆம் நூறைாண்டின் முதல 
அறைப்்பகுதியின் முதன்றமயான ்கணிதகமறதயா்க அறியப்்பட்டவர 
அ்கஸ்டின் – லூயிஸ் வ்காஷி (1789-1857) ஆவார. க்காஷி நுண்்கணிதத்திறகுப் 
்பல ்பங்களிப்பு்கள் செய்திரு்கின்ைார. 1829இல இவருறடய ‘Lecons  
Le calcul differential’ என்ை புத்த்கத்தில முதன்முதலா்க எலறல்கள் 
்பறறிய சதளிவான வறையறைறயத் தந்துள்்ளார. கமலும் வற்க்ச்கழுறவ 
வித்தியாெங்களின் விகிதத்தின் எலறலயா்க, அதாவது,
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 -ன் எலறல எனத் தந்துள்்ளார.
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95 எல்லைகள் மற்றும் த�ொடர்ச்சித் �ன்ம

 எலறல்களின் துலலியமான ( )∈− δ வறையறை, சதாடரச்சி மறறும் வற்க்ச்கழு ்பறறிய 
துலலியமான ்கருத்துரு்்கற்ள் ்காரல் போயரஸ்டைாஸ் (1815-1897) என்ை செரமன் ்கணிதகமறத 
தந்துள்்ளார.
நுணைணிதம் என்ொல என்ன?

 அ்ளவு்களின் அலலது ்கணியங்களின் மாறுவீத ்கணிதம் நுண்்கணிதம் ஆகும். கமலும் அன்ைாட 
வாழவில ஆைாய்ச்சியா்ளர்கள், ச்பாறியா்ளர்கள், ச்பாருளியல வலலுனர்கள் ்பயன்்படுத்தும் 
சதாடுக்காடு்கள், ொய்வு்கள், ்பைப்பு, ்கன அ்ளவு, விலலின் நீ்ளம், ேடு்க்காட்டுச் ெந்தி, விற்ளவுத் 
தன்றம க்பான்ை ்கருத்து்களின் ்கணிதமா்கவும் நுண்்கணிதம் உள்்ளது.

 நுண்்கணிதத்திறகு முந்றதய புகுமு்க நுண்்கணிதத்தில, திறெகவ்கம் முடு்்கம், சதாடுக்காடு்கள், 
ொய்வு்கள் க்பான்ைறவ்கள் வறையறு்்கப்்பட்டிருப்பினும் நுண்்கணிதத்திறகும் புகுமு்க 
நுண்்கணிதத்திறகும் அடிப்்பறடயில சில கவறு்பாடு்கள் உள்்ளன. நுண்்கணிதத்திறகு முந்றதய புகுமு்க 
நுண்்கணிதம் ே்கைாத தன்றமறய உறைப்்பதா்கவும் நுண்்கணிதம் ே்கரும் தன்றமறய உறைப்்பதா்கவும் 
உள்்ளன  என்்பதறன் ்கவனத்தில ச்காள்்ள கவண்டும்.
• மாைாத திறெகவ்கத்தில ்பயணி்கும் ஒரு ச்பாருளிறனப் ்பகுப்்பாய்வு செய்ய புகுமு்க   நுண்்கணிதம் 

க்பாதுமானது.  ஆனால முடு்கிவிடப்்பட்ட ஒரு ச்பாருளின் திறெகவ்கத்றதப் ்பகுப்்பாய்வு செய்ய 
நுண்்கணிதம் கதறவப்்படுகின்ைது.

• ஒரு கேர்க்காட்டின் ொய்றவப் ்பகுப்்பாய்வு செய்ய புகுமு்க நுண்்கணிதம் க்பாதுமானது.    ஆனால 
ஒரு வற்ளவறையின் ொய்விறனப் ்பகுப்்பாய்வு செய்ய நுண்்கணிதம் கதறவப்்படுகின்ைது.

• ஒரு வட்டத்தின் சதாடுக்காட்றடப் ்பகுப்்பாய்வு செய்யப் புகுமு்க நுண்்கணிதம் க்பாதுமானது. 
ஆனால ஏகதனுசமாரு வற்ளவறையின் சதாடுக்காட்றடப் ்பகுப்்பாய்வு செய்ய நுண்்கணிதம் 
கதறவப்்படுகின்ைது. 

• ஒரு செவவ்கத்தின் ்பைப்ற்பப் ்பகுப்்பாய்வு செய்யப் புகுமு்க நுண்்கணிதம் க்பாதுமானது. ஒரு 
வற்ளவறை ஏற்படுத்தும் ்பைப்ற்ப் ்காண நுண்்கணிதம் கதறவப்்படுகின்ைது.
 கமற்கண்ட ஒவசவாரு சூைலிலும் உள்்ள ச்பாதுவான உத்தி எலறலச் செயலமுறை மூலம் 

புகுமு்க நுண்்கணிதத்திறன நுண்்கணிதமா்க மறுசீைறம்கும் செயலாகும். நுண்்கணிதம் என்ைால 
என்ன? என்ை க்கள்வி்கு விறடயளி்கும் விதமா்க நுண்்கணிதத்றத மூன்று நிறல்கள் உறடய 
“எலறல இயந்திைம்” எனலாம். இதில முதல நிறலயானது கேர்க்காட்டின் ொய்வு, செவவ்கத்தின் 
்பைப்பு ்காணுதல க்பான்ை புகுமு்க நுண்்கணிதம் ஆகும்.  இைண்டாம் நிறல எலறலச் செயல்பாடு 
ஆகும். மூன்ைாம் நிறல புதிய ்பரிமாணமான வற்கயிடுதல மறறும் சதாற்கயிடுதல ஆகும்.

புகுமுை 
நுணைணிதம் ⇒ எலகலைச் 

தெயல்ொடு ⇒ நுணைணிதம்

 நுண்்கணிதத்றத ஒரு செயலமுறையா்க அலலாமல புதிய சூத்திைங்களின் சதாகுப்்பா்க 
்படி்்க முயறசிப்்பவர்கள், புரிதல, தன்னம்பி்ற்க மறறும் திருப்திறய இைப்்பார்கள் என 
எச்ெரி்்கப்்படுகின்ைனர.  

்கற்்றலின் வ�ாக்்கங்கள்

இப்்பாடப்்பகுதி நிறைவுறும்க்பாது மாணவர்கள் அறிந்திரு்்க கவண்டியறவ்க்ளா்க
∙ வடிவியல செயலமுறையா்க எலறல/சதாடரச்சி் ்கருத்துரு்்கற்ள் ்காணல
∙ எலறல/சதாடரச்சி் ்கருத்துரு்கற்ள அன்ைாட வாழ்ற்க செயல்கக்ளாடு சதாடரபு்படுத்துதல
∙ எலறல/சதாடரச்சிறய நுண்்கணிதத்தின் இதயம் மறறும் உயிரத் துடிப்்பா்க உணரவது
∙ விஞ்்ான உல்கத்தில ேறடச்பறும் ஒவசவாரு மாறைத்திறன அ்ளவிடுதலு்கும் மறறும் 

்கணிதமயமா்்கலு்கும் எலறல/சதாடரச்சியிறன ஒரு ்கருவியா்கப் ்பயன்்படுத்துதல
∙ எலறல/சதாடரச்சி் ்கருத்துருறவ வாழ்ற்கச் சூைல மூலம் திடப்்படுத்துதல
ஆகியறவ எதிர்பார்்கப்்படுகின்ைன.
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96XI - கணிதவியல்

9.2 எலகலைைள்  (Limits)
9.2.1 எலகலைைகைக் ைொணுதல (The calculation of limits)
 ேவீன் ்கணிதத்திலும், நுண்்கணிதத்திலும் மு்கிய ்பங்காறறும் எலறல ்பறறிய ்கருத்து்கற்ள 
இந்த அத்தியாயத்தில விரிவா்க ்காண்க்பாம். ்கணிதவியல 3000 ஆண்டு்களு்கு முற்பட்டது 
என்ைாலும், 19-ம் நூறைாண்டில பிசைஞ்சு் ்கணித கமறத அ்கஸ்டின் –லூயிஸ் க்காஷி மறறும் ்காரல 
சவாயரஸ்ட்ைாஸ் ஆகிகயார குறிப்பிடும்வறை எலறல ்பறறி அறிந்திரு்்கவிலறல. இப்்பகுதியில 
எலறலயின் வறையறை மறறும் அவறறை எவவாறு ்காண்்பது என்்பறதப் ்பறறியும் ்பாரப்க்பாம்.
விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.1
 f : ®   என்ை ொரபு y f x x= = +( ) 2 3  என வறையறுப்்பதா்க எடுத்து் ச்காள்கவாம்.

 x = 2 என்ை புள்ளியில இந்தச் ொரபின் தன்றம ்பறறி ஆைாய்கவாம். இருவிதமான x-ன் 
மதிப்பு்கற்ளப் ்பயன்்படுத்துகவாம் : ஒன்று 2-ன் இடப்்ப்்கமிருந்து (2-்கு குறைவானது)  
2-ஐ கோ்கி  சேருஙகும் மதிப்பு்கள் ;  மறசைான்று 2-ன் வலப்்ப்்கமிருந்து 2-ஐ கோ்கி 
சேருஙகும் மதிப்பு்கள் (2்கு அதி்கமான).

x 1.7 1.9 1.95 1.99 1.999 1.9999 2 2.0001 2.001 2.01 2.05 2.1 2.3
f(x) 5.89 6.61 6.8025 6.9601 6.99601 6.99960001 7 7.0040001 7.004001 7.0401 7.2025 7.41 8.29

 அட்டவறணயிலிருந்து x-ன் மதிப்பு 2-ஐ கோ்கி சேருஙகும்க்பாது  f(x) = x2 + 3-ன் மதிப்பு 
7-ஐ சேருஙகுவறத் ்காணலாம். இதில விய்்கத்த்்கது ஒன்றுமிலறல, ஏசனனில  x = 2-ல f(x)-ன் 
மதிப்ற்ப ்கண்கிடும்க்பாது  f(2) = 22 + 3 = 7 என்கிறடப்்பறத் ்காணலாம்.
 இந்த எலறல மதிப்ற்ப யூகிப்்பதறகு x = 2-ல  f(x)-ன் மதிப்ற்ப் ்கண்கிட கவண்டிய அவசியமிலறல.
 x-ன் மதிப்பு  2-்கு இடமிருந்தும்  (2-ஐ விட குறைவான மதிப்பு்கள்) வலமிருந்தும் (2-ஐ விட 
அதி்க மதிப்பு்கள்) 2-ஐ சேருஙகும்க்பாது  f(x)-ன் மதிப்பு  7-ஐ சேருஙகுகிைது. அதாவது  x-ன் மதிப்பு  
2-்கு மி்க சேரு்்கமா்க அறமயும்க்பாது  f(x)-ன் மதிப்பு  7-்கு மி்க அருகில அறமகிைது. இந்தச் 
சூைறல சுரு்்கமா்க பின்வருமாறு கூைலாம்.
 x-ன் மதிப்பு  2-ஐ இடப்்ப்்கமா்க சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் இடது எலறல 7-ஆ்கவும், அகதக்பால 
x-ன் மதிப்பு 2-ஐ வலப்்ப்்கமா்க சேருஙகும்க்பாது  f(x)-ன் வலது எலறல 7-ஆ்கவும் உள்்ளது என்று 
ச்பாருள். இதறனப் பின்வருமாறு எழுதலாம் :
 x ® 2- எனில, f(x) ® 7  மறறும்   x ® 2+ எனில  f(x) ® 7  

அலலது 

 அதாவது, lim
x→ −2

 f(x) = 7 மறறும் lim
x→ +2

 f(x) = 7. 

 அதாவது lim
x→ −2

f(x) = 7 = lim
x → +2

 f(x). 

 இதன் ச்பாதுவான மதிப்பிறன lim
x ®2

 f(x) = 7 என 

எழுதலாம்.
 இதிலிருந்து எலறல மதிப்பு ஒரு அறுதியிட்ட 
சமய்சயண் என அறியலாம்.  இஙகு அறுதியிட்ட என்்பது 
lim
x → −2

 f(x) மறறும் lim
x → +2

 f(x) ஆகியறவ சவவகவைானறவ 

அலல என்்பறதயும், lim
x ®2

 f(x) = lim
x → −2

 f(x) = lim
x → +2

 f(x)  

என்்பது தனித்த ஒரு சமய்சயண் என்்பறதயும் குறி்கும்.
 x ® 2 எனும்க்பாது  f(x) = x2 + 3-ன் தன்றமறய, ்படம்  9.1 வடிவியல முறையில வி்ள்குகிைது.

வலப்்ப்்கமிருந்து 2-ஐ சேருஙகும்  xஇடப்்ப்்கமிருந்து 2-ஐ சேருஙகும்  x

்படம் 9.1
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x
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97 எல்லைகள் மற்றும் த�ொடர்ச்சித் �ன்ம

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.2

 அடுத்ததா்க f(x) = 
16

4

2−
+

x
x

என்ை விகிதமுறு ொரற்ப எடுத்து்ச்காள்கவாம். 

 இந்தச் ொரபின் மதிப்்ப்கம்  \ {- 4} ஆகும். f(- 4) வறையறு்்கப்்படவிலறல. எனினும்,  x--ன் 

மதிப்பு - 4ஐ சேருஙகும்க்பாது உள்்ள f(x)-ன் மதிப்ற்ப் ்கண்கிட இயலும், ஏசனனில,  lim
x

x
x→−

−
+









4

216
4    

என்ை குறியீட்டின்்படி ோம் x-்கு - 4 அருகில உள்்ள மதிப்பு்கற்ள மட்டுகம ்கருத்தில ச்காள்கிகைாம். 
x = - 4  அலல என்்பறத இது குறி்கின்ைது. பின்வரும் அட்டவறண x-ன் மதிப்பு - 4ஐ சேருஙகும்க்பாது 
உள்்ள f(x)-ன் மதிப்பு்கற்ளத் தருகிைது,

(x < - 4)
( )x →− −4

f(x) (x > - 4)
( )x →− +4 f(x)

- 4.1 8.1 - 3.9 7.9

- 4.01 8.01 - 3.99 7.99

- 4.001 8.001 - 3.999 7.999

 x ¹ - 4 எனில,  f(x)-ஐ நீ்்கல முறையில சுரு்்கலாம்  :

 f(x) = 
16

4

2−
+

x
x  =  

( )( )
( )

4 4
4

+ −
+

x x
x = 4 - x.

 ்படம் 9.2லிருந்து,  f(x)-ன் வறை்படமானது x = - 4  என்ை புள்ளிறயத் தவிை மறை 
இடங்களில y x= −4  என்ை க்காட்டின் வறை்படம் அறமந்துள்்ளறத் ்காணலாம். x = −4
என்ை புள்ளி சிறு துவாைமா்கத் (puncture) சதாடரச்சியறறு் ்காட்டப்்பட்டுள்்ளது.  x-ன் மதிப்பு   
-4-ஐ சேருங்க, சேருங்க y-ன் மதிப்பு 8-ஐ சேருஙகி, சேருஙகி செலவறத் ்காணலாம். இறவ ்படத்தில 
x-அச்சின் மீதுள்்ள அம்பு்குறி்கற்ளயும், y-அச்சின் மீதுள்்ள அம்பு்குறி்கற்ளயும் குறி்கின்ைன.

 இஙகு, 

 lim
x →− −4

 f(x) = 8 = lim
x →− +4

 f(x), எனகவ

 lim
x →−4

f(x) = lim
x →−4

 16
4

2−
+

x
x

= 8.

y

o

o 8

-4

y = 4 - x

x

்படம் 9.2
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98XI - கணிதவியல்

 வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு 9.2-ல x = −4 இல  f(x) வறையறு்்கப்்படவிலறல எனினும்   

x-ன் மதிப்பு  - 4ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் மதிப்பு ஒரு எலறலறய சேருஙகுவறத் ்காணலாம்.  

x = −4 -ல ொரபு  f(x)-ன் மதிப்பு இருந்தாலும், இலலாமல இருந்தாலும் அது  x-ன் மதிப்பு -4 -ஐ 

சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் எலறல மதிப்பு இருத்தறலப் ்பாதி்்கவிலறல என்்பறத உணைலாம்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.3
 தறக்பாது ோம் வி்ள்்க 
எடுத்து்்காட்டு்கள் 9.1 மறறும் 9.2-லிருந்து 
கவறு்பட்ட ஒரு ொரற்ப எடுத்து் ச்காள்கவாம்.

 f(x) = 
| |x

x
என்்க.

 x = 0 என்ை மதிப்பு f(x) என்ை ொரபின் 
ொர்ப்கமான   \ {0}-ல இலறல. வறை்படத்றத் 
்கவனி்்கவும். வறை்படத்தில இருந்து x-ன் 
மிற்க மதிப்பு்களு்கு,  

| |x

x
 = 

x

x
 = + 1 எனவும்  x-ன் 

குறைமதிப்பு்களு்கு, 
| |x

x
 = 

−
= −

x

x
1  

எனவும் உள்்ளறத் ்காணலாம்.

 x-ன் மதிப்பு பூஜ்ஜியத்திறகு எவவ்ளவு மி்க அருகில இருந்தாலும்  (பூஜ்ஜியத்தின் அண்றமயில),   
  x-ன் மிற்க மறறும் குறை மதிப்பு்களு்கு முறைகய f(x) = 1 மறறும் f(x) = - 1 எனுமாறு  இரு்கும் 
என அறியலாம்.

 அதாவது,  lim
x → −0

 f(x) = - 1  மறறும் lim
x → +0

 f(x) = +1.

 இதிலிருந்து x = 0-ல  எலறல மதிப்பு இலறல என அறியலாம். ஆனால, x-ன் மறை மதிப்பு்களு்கு 
எலறல மதிப்பு்கள் உண்டு.

   எடுத்து்்காட்டா்க, lim
x → −2

 
| |x

x
 = 1  மறறும் lim

x → +2

| |x

x
 = 1.  

   இதுக்பால,  lim
x →− −3

 
| |x

x
 = lim

x →− −3
 
-x

x
= - 1

   lim
x →− +3

 
| |x

x
 = lim

x →− +3
 
-x

x
 = - 1. 

 அதாவது x0 ¹ 0 என உள்்ள எலலா சமய்சயண்்களு்கும், 

    x0 < 0 எனில,  lim | | lim | |
x x x x

x
x

x
x→ →− +

= − =
0 0

1  மறறும்

   x0 > 0 எனில  lim | | lim | |
x x x x

x
x

x
x→ →− +

= =
0 0

1   

்படம் 9.3

x

y

( ) 1f x =

( ) 1f x = −
| |

( )
xf x
x

=

1

1−
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 இப்க்பாது 9.1 முதல 9.3 வறையிலான வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு்களின் கவறு்பாடு்கற்ள் 
்காண்க்பாம். வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு 9.1-ல f(x) = x2 + 3 என்ை ொரபு x = 2-ல வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது. 
அதாவது 2 என்ை எண்   = (- ¥, ¥) என்ை ொர்ப்கத்தில உள்்ளது. வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு 9.2-ல 

x = −4 என்ை புள்ளியில ொரபு வறையறு்்கப்்படவிலறல. முதலில கூைப்்பட்ட எடுத்து்்காட்டில x-ன் 

மதிப்பு 2-ஐ சேருங்க சேருங்க lim
x ®2

 f(x) கிறட்்க் கூடியதா்க அதாவது lim
x → −2

f(x) மறறும் lim
x → +2

f(x) 

கிறட்்கப்ச்பறறு அறவ ெமமா்கவும் ஒரு தனித்த சமய்சயண்ணா்கவும் உள்்ளன.

 இைண்டாவது எடுத்து்்காட்டில x = −4 -ல ொரபு வறையறு்்கப்்படாவிடினும் x-ன் மதிப்பு 

 - 4-ஐ சேருங்க சேருங்க  lim
x →−4

 f(x) கிறட்கிைது.

 வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு 9.3-ல lim
| |

x

x

x®0
 -ன் மதிப்பு கிறட்்கப்ச்பைவிலறல என்்பதன் ச்பாருள்,  

x-ன் மதிப்பு பூஜ்ஜியத்திறகு மி்க அருகில உள்்ளக்பாது ஒரு ்ப்்க எலறல்க்ளான lim
x → −0

 
| |x

x
 மறறும் 

lim
x → +0

| |x

x
-ன் மதிப்பு்கள் சவவவாைா்க உள்்ளன என்்பதாகும்.

 கமற்கண்ட உறறு கோ்்கல்களிலிருந்து எலறல்்கான வறையறைறய உய்த்தறியும் முறையில 
ச்பைலாம்.

வகையக் 9.1
 I என்்பது x0 Î   என்ை புள்ளிறய உள்்ளட்கிய ஒரு திைந்த இறடசவளி என்்க. ொரபு 

f I: .®  என வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது. x-ன் மதிப்பு x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் எலறல 

மதிப்பு L (அதாவது குறியீட்டில lim ( )
x x

f x L
→

=
0

) என் கூை கவண்டுமானால,  x x¹ 0  ஆ்க அறமந்து 

x-ஆனது கதறவயான அ்ளவு்கு  x0-ஐ இருபுைமுமா்க சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் மதிப்்பானது 
கதறவயான அ்ளவு்கு  L-்கு மி்க அருகில அறமய கவண்டும்.

 கமறகூறிய விவைங்கற்ள பின்வரும் வறை்படங்கள் (9.4 மறறும் 9.5) மூலம் ்காணலாம்.

 ்படம் 9.4 ்படம் 9.5

9.2.2 ஒருபு் எலகலைைள் (One sided limits)
வகையக் 9.2
 x-ன் மதிப்பு கதறவயான அ்ளவு  x0-்கு அருகிலும் x0-ஐ விட் குறைவா்கவும் 
இரு்கும்க்பாது f(x)-ன் மதிப்பு  l1்கு மி்க அருகில இரு்கும் எனில, x-ன் மதிப்பு x0-ஐ  
சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் இ்டப�க்்க எல்லல (x இடப்்ப்்கமிருந்து x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் 
எலறல) என்கூைலாம்.

 குறியீட்டில f x f x l
x x

( ) lim ( )0 1
0

−

→
= =

−
என எழுதலாம்.

x0 x

y

x0 x

y

lim ( )
x x

f x
→ 0

fpilf;fpwJ lim ( )
x x

f x
→ 0

fpilf;fpwJ

x
x0O

y
y

x
x0O

lim ( )
x x

f x
→ 0

,y;iy lim ( )
x x

f x
→ 0

,y;iy
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 இகதக்பான்று

வகையக் 9.3
 x-ன் மதிப்பு கதறவயான அ்ளவு  x0-்கு அருகிலும் x0-ஐ விட அதி்கமா்கவும் இரு்கும்க்பாது 
f(x)-ன் மதிப்பு  l2-்கு மி்க அருகில இரு்கும் எனில, x-ன் மதிப்பு x0-ஐ  சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் 
ேலப�க்்க எல்லல (x வலப்்ப்்கமிருந்து x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் எலறல) என்கூைலாம்.

 குறியீட்டில f x f x l
x x

( ) lim ( )0 2
0

+

→
= =

+
 என எழுதலாம்.

 கமலும்  x < x0  மறறும் x > x0 என்்பறவ முறைகய “ x x→ −
0 ”  மறறும் “ x x→ +

0 ” 
என்குறி்்கப்்படுகிைது.

 இந்த வறையறை்கள் 9.6 முதல 9.9 வறையிலான ்படங்கள் மூலம் வி்ள்்கப்்பட்டுள்்ளன.

 

்படம் 9.6

 ்படம் 9.7

 ்படம் 9.8 ்படம் 9.9

 (x0 - ஐ இடப்்ப்்கம், வலப்்ப்்கம் (x0-்கு இடப்்ப்்கம் ொரபு
  இருந்து சேருஙகும்க்பாது வறையறு்்கப்்படவிலறல)
 சவவகவைான மதிப்பு்கள்
 கிறட்கின்ைன)
 கமற்கண்ட விவாதங்களிலிருந்து lim ( )

x x
f x L

→
=

0

 என கிறட்்க கவண்டுமானால  பின்வரும் 
முடிவு்கள் கிறட்்க கவண்டும்.

 (i)  lim ( )
x x

f x
→ +

0

 (ii)  lim ( )
x x

f x
→ −

0

 (iii) lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x L
→ →+ −

= =
0 0

x x0

y

x

f(x)
l1

y

x
x0 x

l2
f(x)

0
1 0lim ( ) ( )

x x
f x l f x

−

−

→
= =

0
2 0lim ( ) ( )

x x
f x l f x

+

+

→
= =

x
x0O

y
y

x
x0O

lim ( )
x x

f x
→ 0

,y;iy lim ( )
x x

f x
→ 0

,y;iy
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 x-ன் மதிப்பு  x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் எலறல மறறும் ஒருபுை எலறல்களின் 

வறையறை்களிலிருந்து பின்வருவனவறறை ச்பைலாம்.

 lim ( )
x x

f x L
→

=
0

  Û  lim ( )
x x

f x
→ −

0

 = L = lim ( )
x x

f x
→ +

0

.

 இவவாைா்க, lim ( )
x x

f x
® 0

 கிறட்்கப்ச்பறும் எனில L ஒரு தனித்த சமய்சயண்ணாகும். கமற்கண்ட 

நி்பந்தறன்களில ஏகதனும் ஒன்றை நிறைவு செய்யவிலறல எனில x-ன் மதிப்பு x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது  
f(x)-்கு எலறல மதிப்பு இலறல எனலாம்.

 ஒருபுை எலறல்கள், எலறல்கற்ளவிட வலு்குறைந்தறவயாகும் என்்பதறன் ்கவனத்தில 
ச்காள்்ளவும். ஒருபுை எலறல்கற்ள் ்காண கீழ்்காண்்பறவ ்பயனுள்்ளதா்க இரு்கும்.

 h > 0  எனில,

 f x f a h
h

( ) lim ( ),0 0

−

→
= −  f x f a h

h
( ) lim ( )0 0

+

→
= +  

 குறிப்்பா்க f x( )0
- மறறும் f x( )0

+ ஆகியறவ முறைகய இடப்புை மறறும் வலப்புை எலறல்கற்ள் 
குறி்கும்க்பாது f x( )0 என்்பது x x= 0 என்ை புள்ளியில ொரபின் மதிப்்பாகும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.1

 lim | |
x

x
®0

-ன் மதிப்பு ்காண்்க.

தீர்வு

அத்தியாயம் 1-ல உள்்ள்படி  | x | = 

−
=









x x
x

x x

  ,   
     ,  
     ,   

<

>

0
0 0

0
 x > 0 எனில, | x | = x, இஙகு x-ன் மதிப்பு  

0-ஐ வலப்்ப்்கமா்க சேருஙகும். 

எனகவ lim | |
x

x
→ +

=
0

0 .

x < 0 எனில,  | x | = - x. இஙகு x-ன் மதிப்பு 0-ஐ இடப்்ப்்கமா்க சேருஙகும். எனகவ  lim | |
x

x
→ −

=
0

0  

இவவாைா்க, lim | | lim | |
x x

x x
→ →− +

= =
0 0

0

எனகவ, lim | |
x

x
®0

= 0.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.2

 f(x) = x , x ³ 0  எனில, lim ( )
x

f x
®0

 கிறட்்கப்ச்பறுமா என்்காண்்க.

்படம் 9.10

x

y

0

y x= − y x=

0x >0x <
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( )f x x=

y

x
0

்படம் 9.11

தீர்வு
 எலறல கிறட்்காது.

 x < 0-்கு f(x) = x  வறையறு்்கப்்படவிலறல. எனகவ,  

x → −0 -்கு, x  வறையறு்்கப்்படவிலறல. எனகவ, lim
x

x
→ −0

-ன் 

மதிப்பு கிறட்்கப்ச்பைாது. இருப்பினும்  lim
x

x
→ +

=
0

0 . ஆற்கயால 

lim
x

x
®0

 கிறட்்கப்ச்பைாது.

 lim log
x

x
→ −0

 கிறட்்கப்ச்பறுமா?

 இந்த வினாவின் விறட்கு log x-ன் வறை்படத்றதப் ்பார்்கவும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.3

 lim
x

x
→ −

 
2

 மறறும் lim
x

x
→ +

 
2

 ஆகியவறறின் மதிப்பு்கற்ள் ்காண்்க.

தீர்வு

 x-ஐ விட மிற்கப்்படாத மீப்ச்பரு முழு எண் மதிப்ற்பப் ச்பறும் ொரபு  f x x( ) =    ஆகும். 

்படம்1.25-ல உள்்ள இந்த ொரபின் வறை்படம் மூலம்  lim
x

x
→ −

  =
2

1  மறறும் lim
x

x
→ +

  =
2

2  என்்பது 

சதளிவாகிைது.

 கமலும், ஏகதனும் ஒரு இயல எண் n-்கு, lim
x n

x n
→ −

  = −1  மறறும் lim
x n

x n
→ +

  = ஆகும்.

 f(x) = lim
x n

x
→
   கிறட்்கப்ச்பறுமா?  இந்த வினாவிற்கான விறட்கு x   என்ை ொரபின்  

்படம் 1.26-ஐ ்பார்்கவும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.4

 f(x) = 
x x
x x
+
−





1 0
1 0
,
,

>
<

 என்்க.

 x ® 0 எனில, f x( ) -்கு எலறல மதிப்பு உள்்ளதா என 
கொதி்்கவும்.

தீர்வு
 இந்தச் ொரபின் (்படம் .9.12)

 ்படத்திலிருந்து lim ( )
x

f x
→ −

= −
0

1  மறறும்  lim ( )
x

f x
→ +

=
0

1 . 

இம்மதிப்பு்கள் சவவகவைானறவயா்க உள்்ளதால lim ( )
x

f x
®0

 

கிறட்்கப்ச்பைாது.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.5

  f(x) = 
| | ,

,

x
x

x

x

+
+

−

= −







5
5

5

0 5

  ;  

           ;  

≠
 எனில, lim ( )

x
f x

→−5
கிறட்்கப் ச்பறுமா எனச் கொதி்்க.

்படம் 9.12

-3 -2 -1 1 2 3

y

x

(
)

1

f x
x=
−

(
)

1

f x
x=
+

-1

-2

-3

2

3
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தீர்வு

 (i) f ( )- -5  .
  x < - 5 எனில,   |x + 5| = - (x + 5)

  எனகவ, f
x
xx

( ) lim ( )
( )

− =
− +

+
= −−

→− −
5 5

5
1

5
 

 (ii) f ( )− +5 .
  x > - 5 எனில,   |x + 5| =  (x + 5)

  இதனால f
x
xx

( ) lim ( )
( )

− =
+
+

=+

→− +
5 5

5
1

5
 

 f ( )- -5  ¹ f ( )− +5 . எனகவ எலறல மதிப்பு இலறல.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.6 

  lim | |
| |

,
x

x x
x

x
→

− + −
−

≠
1

4 1 1
1

1கிறட்்கப்ச்பறுமா எனச் கொதி்்க.

தீர்வு  

 x > 1 எனில,    |x - 1| = x - 1 மறறும் f ( )1+ = lim ( ) lim ( )
( )x x

x x
x

x
x→ →+ +

− + −
−

=
−
−

=
1 1

4 1 1
1

5 1
1

5

 x < 1 எனில,   |x - 1| = - (x - 1), மறறும் f ( )1-  = lim ( ) ( )
( )

lim ( )
( )x x

x x
x

x
x→ →− −

− − + −
− −

=
−
−

=
1 1

4 1 1
1

3 1
1

3

 அதாவது f ( )1-  ¹ f ( )1+ . எனகவ எலறல மதிப்பு கிறட்்காது.

பயிற்சி 9.1
 1 முதல 6 வறை உள்்ள ்கண்கு்களு்கு் அட்டவறணறயப் ்பயன்்படுத்தி எலறல மதிப்ற்ப் 
்கண்கிடு்க.

 (1) 22

2lim
2x

x
x x→

−
− −

 

x 1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1
f(x) 0.344820 0.33444 0.33344 0.333222 0.33222 0.332258

 (2) 22

2lim
4x

x
x→

−
−

  

x 1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1

f(x) 0.25641 0.25062 0.250062 0.24993 0.24937 0.24390

 (3) 
0

3 3lim
x

x
x→

+ −   

x - 0.1 - 0.01 - 0.001 0.001 0.01 0.1

f(x) 0.2911 0.2891 0.2886 0.2886 0.2885 0.28631
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 (4) 
3

1 2lim
3x

x
x→−

− −
+

x - 3.1 - 3.01 - 3.00 - 2.999 - 2.99 - 2.9
f(x) – 0.24845 – 0.24984 – 0.24998 – 0.25001 – 0.25015 – 0.25158

 (5) 
0

sinlim
x

x
x→

x - 0.1 - 0.01 - 0.001 0.001 0.01 0.1

f(x) 0.99833 0.99998 0.99999 0.99999 0.99998 0.99833

 (6) 
0

cos 1lim
x

x
x→

−

x - 0.1 - 0.01 - 0.001 0.0001 0.01 0.1

f(x) 0.04995 0.0049999 0.0004999 –0.0004999 –0.004999 –0.04995

 7 முதல 15 வறை உள்்ள ்கண்கு்களு்கு வறை்படத்றதப் ்பயன்்படுத்தி எலறல மதிப்பு ்காண்்க 
(உள்்ளது எனில). எலறல மதிப்பு இலறல எனில, ்காைணத்றத வி்ள்கு்க.

 (7) lim( )
x

x
→

−
3

4  (8) lim( )
x

x
→

+
1

2 2 .

 (9) lim ( )
x

f x
®2

. (10) lim ( )
x

f x
®1

.

  இஙகு  f(x) = 
4 2

2
−

=




x x
x

,   
   0,     

≠
 .  இஙகு f(x) = 

x x
x

2 2 1
1 1
+

=





,
,

≠
 .

 ்படம் 9.13 ்படம் 9.14

-2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

y

0

•
x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

y

x

 ்படம் 9.15 ்படம் 9.16

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

y

x
-2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

y

0

x
�
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 (11) lim
x x→ −3

1
3

 (12) lim
| |

x

x

x→

−
−5

5
5

 (13) lim sin
x

x
→1

π  (14) lim sec
x

x
®0

 (15) lim tan
x

x
→
π
2

்படம் 9.21
 16, 17 ்கண்கு்களு்கு f-ன் வறை்படம் வறைந்து x0-ன் எந்த மதிப்பு்களு்கு  lim ( )

x x
f x

® 0

 உள்்ளது 

என்்பறத் ்காண்்க.

 (16) f(x) = 
x x

x x
x

2 2
8 2 2 4
4 4

,
,

,

≤
−

≥









< <  .

 ்படம் 9.17 ்படம் 9.18

-2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

1

2

x

y

O

O

3x �

 ்படம் 9.19 ்படம் 9.20

π

x

y

3π/2π/2-π/2

03_9th Differential Calculus 1.indd   105 30-05-2022   14:51:31



106XI - கணிதவியல்

 (17) f(x) = 
sin ,

cos ,
cos ,

x x
x x

x x

<
− ≤ ≤

>









0
1 0 π

π

 (18) ச்காடு்்கப்்பட்ட மதிப்பு்கற்ள நிறைவு செய்யும் ொரபின் வறை்படம் வறை்க.

  (i) f(0) வறையறு்்கப்்படவிலறல (ii) f(- 2) = 0
    lim ( )

x
f x

→
=

0
4    f(2) = 0

    f(2) = 6  lim ( )
x

f x
→−

=
2

0   

    lim ( )
x

f x
→

=
2

3    lim ( )
x

f x
®2

  என்ை எலறல மதிப்பு இலறல

 (19) lim ( )
x
f x

→
=

8
25  என்ை குறியீட்டு முறையின் ச்பாருற்ளச் சுரு்்கமா்க வி்ள்கு்க.

 (20) f(2) = 4 எனில, x-ன் மதிப்பு  2-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் எலறல மதிப்ற்பப் ்பறறி ஏகதனும் 
முடிவு செய்ய இயலுமா?

 (21) x-ன் மதிப்பு 2-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x)-ன் எலறல மதிப்பு  4 எனில, f(2)-ஐப் ்பறறி ஏகதனும் 
முடிவு செய்ய இயலுமா? விறட்்கான வி்ள்்கம் தரு்க.

 (22) f ( )3-  மறறும் f ( )3+ ்கண்டு,  அவறறின் மூலம் lim
x

x

x→

−
−3

2 9
3

 -்கு மதிப்பு இரு்குமானால 

அந்த மதிப்ற்ப் ்காண்்க. 

 (23) f(x) = 
| | ,

,

x
x

x

x

−
−

=







1
1

1

0 1

;  

           ;  

≠
 எனில  lim ( )

x
f x

®1
 -ன் மதிப்பு உள்்ளதா என்்பறதச் ெரி்பார்்க.

9.2.3 எலகலைைள் மீதொ்ன ததற்்ஙைள் (Theorems on limits)
 முற்பகுதியில எடுத்து் ச்காண்ட முறைொைா விவாதத்தின் கோ்்கம் எலறல மதிப்பு உள்்ளதா, 
இலறலயா என்்பறதப் ்பறறி உள்்ளாரந்து உணரந்து ச்காள்்ளகவ. இருப்பினும், எலலா கேைங்களிலும் 
வறை்படம் அலலது ொரபின் மதிப்பு்்கான அட்டவறண மூலம் எலறல மதிப்பு உள்்ளதா? என்்பது ்பறறி 
முடிவு செய்வது ேறடமுறைச் ொத்தியமிலறல. எனகவ எலறல மதிப்ற்ப் ்காணவும் அலலது எலறல 
மதிப்பு இலறல என நிறுவவும் ஒரு முறை கதறவ. இப்்பகுதியில அது க்பான்ை வழி்கற்ள நிறுவும் 
கதறைங்கற்ள் ்காணலாம். இந்தத் கதறைங்களின் நிரூ்பணம் இப்புத்த்கத்திறகு அப்்பாற்பட்டது.

 வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு 9.1-ல lim( )
x

x
→

+ = + =
2

2 23 2 3 7  என முடிவு செய்கதாம். அதாவது 

x-ன் மதிப்பு  2-ஐ சேருஙகும்க்பாது  f(x) = x2 + 3-ன் எலறல மதிப்பு x = 2-ல f(x)-ன் மதிப்பு்குச் ெமம் 
[அதாவது, f(2)]. இருப்பினும், சில கேைங்களில x0 என்ை புள்ளியில f(x) வறையறு்்கப்்படாமலும் 
இரு்்கலாம் என்்பதால இந்த முறையில எலறல மதிப்ற்ப் ்காண்்பறத எலலா கேைங்களிலும் 
்பயன்்படுத்த முடியாது. இருந்தாலும் f ஒரு �ல்லுறுபபுக் வ்காலே எனில் ்திபபீடு முல்றயில் எல்லல 
்திபல�க் ்கணக்கி்ட முடியும்.

ததற்்ம் 9.1
 P x a a x a x a xn

n( )= + + + +0 1 2
2
  ஒரு ்பலலுறுப்பு் க்காறவ என்்க. இஙகு a a an0 1,   என்்பன 

சமய்சயண்்கள் மறறும் n ஒரு நிறலயான மிற்க முழு எண், எனில

 lim ( ) ( )
x x n

nP x a a x a x a x P x
→

= + + + + =
0

0 1 0 2 0
2

0 0  ஆகும்.
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எடுத்துக்ைொட்டு 9.7

 lim( )
x

x x
→

− +
3

3 2 6 -ன் மதிப்ற்ப் ்கண்கிடு்க.

தீர்வு

   P x x x( ) = − +3 2 6 ஒரு ்பலலுறுப்பு் க்காறவ.

  எனகவ,  lim ( ) ( )
x
P x P

→
= = − × +

3

33 3 2 3 6 = 27.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.8
 ஏகதனும் ஒரு சமய்சயண் x0-்கு lim( )

x x® 0

5 -ன் மதிப்ற்ப் ்கண்கிடு்க.
தீர்வு

  f(x) = 5 ஒரு ்பலலுறுப்பு் க்காறவ  (்படி 0).
 எனகவ, lim( ) ( )

x x
f x

→
= =

0

5 50 .

 ்ாறிலிச் சாரபின் எல்லல ்திபபு அநத ்ாறிலியாகும்.

ததற்்ம் 9.2

 x0 Î என்ை புள்ளிறய உள்்ளட்கிய ஒரு திைந்த இறடசவளி I  என்்க. 

 f, g : I ®   என்்க.

 c ஒரு மாறிலியா்கவும்  lim ( )
x x

f x
® 0

 மறறும் lim ( )
x x

g x
® 0

-ன் மதிப்பு்கள் உள்்ளன எனில,  

lim( ( )), lim[ ( ) ( )]
x x x x

cf x f x g x
→ →

+
0 0

, lim
x x® 0

 [f(x) - g(x)], lim [ ( ) ( )]
x x

f x g x
® 0

 மறறும் lim
( )
( )

, ( )
x x

f x

g x
g x

® 0

¹ 0 

என்்பனவறறின் மதிப்பு்கள் கிறட்கும். கமலும்

 (i) lim ( ) lim ( )
x x x x

cf x c f x
→ →

=
0 0

,

 (ii) lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

± = ±
0 0 0

,

 (iii) lim[ ( ). ( )] lim ( ) . lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

=
0 0 0

 மறறும்

 (iv) lim
( )
( )

lim ( )

lim ( )x x

x x

x x

f x

g x

f x

g x→

→

→

=
0

0

0

,  இஙகு lim ( ) .
x x

g x
→

≠
0

0  

 இந்த முடிவு்கற்ள, எலலா முடிவுறு எண்ணி்ற்கயிலான ொரபு்களு்கும் விரிவு்படுத்தலாம்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.9

 மதிப்பிறன் ்காண்்க : (i)  lim( )
x

x
®8

5     (ii) lim
x

x
→−

−





2

3
2

.
தீர்வு

 (i) lim( ) lim( )
x x

x x
→ →

= = × =
8 8

5 5 5 8 40 .

 (ii) lim lim ( ) ( )
x x

x x
→− →−

−





 = − = −






 − =

2 2

3
2

3
2

3
2

2 3 .
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எடுத்துக்ைொட்டு 9.10

 ்கண்கிடு்க : lim
x

x x
x

x
→

+
+ +









0

2
34 3 .

தீர்வு

   lim
x

x x
x

x
→

+
+ +









0

2
34 3  = lim

x

x x

x→

+









0

2

 + lim( )
x

x
→

+
0

34 3

    = lim( ) lim( )
x x

x x
→ →

+ + +
0 0

31 4 3

    = (0 + 1) + (0 + 3) = 4.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.11
 ்கண்கிடு்க : lim( )

x
x

→−
−

1

2 103 .
தீர்வு

   lim( )
x

x
→−

−
1

2 3  = 1 - 3 = - 2.

   எனகவ,  lim( )
x

x
→−

−
1

2 103  =  lim( ) ( )...( )
x

x x x
→−

− − −
1

2 2 23 3 3 (10 முறை)

    = lim( ) lim ( )... lim ( )
x x x

x x x
→− →− →−

− − −
1

2

1

2

1

23 3 3  (10 முறை)

    = lim( )
x

x
→−

−



1

2
10

3 =  (-2)10 = 210 = 1024.

    lim( )
x

x
→−

−
1

2 103  = lim( )
x

x
→−

−



1

2
10

3 என்்பறத ்கவனி்்கவும்.

ததற்்ம் 9.3

  lim ( )
x x

f x
® 0

கிறட்குமானால lim [ ( )]
x x

nf x
® 0

 -ம் கிறட்்கப்ச்பறறு

  lim[ ( )]
x x

nf x
® 0

 = lim ( )
x x

n

f x
→





0

ஆகும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.12
 lim ( ) ( )

x
x x x

→−
− + − +

2

3 23 6 15 -ன் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.

தீர்வு

    lim ( )
x

x x
→−

− +
2

3 3 6  = (-2)3 - 3(-2) + 6 = - 8 + 6 + 6 = 4

   lim ( )
x

x
→−

− +
2

2 15  = -(- 2)2 + 15 = - 4 + 15 = 11

   lim ( ) ( )
x

x x x
→−

− + − +
2

3 23 6 15  = lim ( ) lim ( )
x x

x x x
→− →−

− + − +
2

3

2

23 6 15  = 4 ´ 11 = 44.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.13

 lim ( )
x

x x
x x→

− +
− +3

2

3

6 5
8 7

-ன் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.
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தீர்வு

   lim( )
x

x x
→

− +
3

2 6 5  = 32 - 6 ´ 3 + 5 = -4

   lim( )
x

x x
→

− +
3

3 8 7  = 33 - 8 ´ 3 + 7 = 10 ¹ 0.

   எனகவ,    lim ( )
x

x x
x x→

− +
− +3

2

3

6 5
8 7

 = 
lim( )

lim( )
x

x

x x

x x
→

→

− +

− +
3

2

3

3

6 5

8 7  = 
−

= −
4

10
2
5

.

�க்னவில �ொள்௧

 lim ( )
x x

g x
→

=
0

0  எனில பின்னச்ொரபு்கு எலறலத் கதறைத்திறனப் ்பயன்்படுத்துதல கூடாது.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.14

 ்கண்கிடு்க : lim
x

x

x→

−
−1

1
1

. 

தீர்வு

 இஙகு lim( )
x

x
→

− =
1

1 0 . எனகவ சதாகுதிறய விகிதப்்படுத்து்க.

 lim
x

x

x→

−
−1

1
1

 = lim
x

x

x x→

−( )
−( ) +( )1

1

1 1
 = lim

x x→ +1

1

1
 = 

lim( )

lim
x

x
x

→

→
+( )

=1

1

1

1

1
2

.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.15

 lim
t

t
t→

+ −
0

2

2

9 3
-ன் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.

தீர்வு

 இயற்கணித முறையில சதாகுதிறய விகிதப்்படுத்து்க.

  
t

t

2

2

9 3+ −
 = 

t t

t t

t

t t

2 2

2 2

2

2 2

9 3 9 3

9 3

9 9

9 3

+ −( ) + +( )
+ +( )

=
+ −

+ +( )
  lim

t

t
t→

+ −
0

2

2

9 3
 = lim lim .

t t

t
t t t→ →+ +

=
+ +

=
+

=
0

2

2 2 0 29 3
1
9 3

1
9 3

1
6

ததற்்ம் 9.4

 lim
x a

n n
nx a

x a
na

→

−−
−

= 1 .

�ரூ்ணம்

   x a x a x x a x a xa an n n n n n n− = − + + + + +− − − − −( )( )1 2 3 2 2 1
  

  lim
x a

n nx a
x a→

−
−

 = lim ( )( )
( )x a

n n n n nx a x x a x a xa a
x a→

− − − − −− + + + + +
−

1 2 3 2 2 1


 

   = lim( )
x a

n n n n nx x a x a x a a
→

− − − − −+ + + + − +1 2 3 2 2 1
  

   = a a an n n− − −+ + +1 1 1
  (n முறை)

  lim
x a

n nx a
x a→

−
−

 = nan-1

 இது எலலா விகிதமுறு எண் n-்கும் உண்றமயாகும்.
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எடுத்துக்ைொட்டு 9.16

 ்கண்கிடு்க : lim
x

x

x→

−
−1

3 1
1

.

தீர்வு

  lim
x

x

x→

−
−1

3 1
1  = lim

x

x

x→

−
−1

3 31
1

 = 3 1 33 1( ) − =  .

எடுத்துக்ைொட்டு 9.17

 lim
t

t

t→

−
−1

1
1

-ன் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.

தீர்வு

  lim
x

t

t→

−
−1

1
1

 = lim
x

t

t→

−
−1

1
2

1
21

1
 = 

1
2

1
1
2

1
2

1
( )

−
= .

எடுத்துக்ைொட்டு 9.18

 lim
( )

x

x

x→

+ −
0

5 52 2
 -ன் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.

தீர்வு

 2 + x = y என்்க. இதனால x ® 0 எனில, y ® 2 ஆகும்.

 எனகவ,    lim ( ) lim ( ) .
x y

x
x

y
y→ →

+ −
=

−
−

= =
0

5 5

2

5 5
42 2 2

2
5 2 80

எடுத்துக்ைொட்டு 9.19

 lim
x

n nx

x→

−
−

=
3

3
3

27  எனுமாறு உள்்ள மிற்க முழு எண் n-ஐ ்காண்்க.

தீர்வு

 lim .
x

n n
nx

x
n

→

−−
−

= =
3

13
3

3 27

 அதாவது, n nn.3 3 3 3 3 31 2 3 1− −= × = × ⇒ =  

எடுத்துக்ைொட்டு 9.20

     f(x) = 
ax b x
ax b x
+
− +





          ,  
  ,  

>
<

3
3 4 1 3  மறறும் lim ( )

x
f x

®3
 கிறட்்கப்ச்பறுமானால a மறறும் b-்கு 

இறடகய உள்்ள சதாடரற்ப் ்காண்்க.
தீர்வு

  lim ( )
x

f x
→ −3

= 9a - 4b + 1

  lim ( )
x

f x a b
→ +

= +
3

3 .   எலறல கிறட்்கப் ச்பறுதல என்்பதன் விற்ளவா்க,

  lim ( )
x

f x
→ −

=
3

lim ( )
x

f x
→ +3

.

  ⇒  9a - 4b + 1 = 3a + b
  ⇒ 6a - 5b + 1 = 0.
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பயிற்சி 9.2
பின்வரும் எலறல மதிப்பு்கற்ள் ்காண்்க :

 (1) lim
x

x
x→

−
−2

4 16
2

 (2) lim
x

m

n
x
x→

−
−1

1
1

, m, n முழு எண்்கள்

 (3) lim
x

x
x→

−
−3

2 81
3

 (4) lim ,
h

x h x
h

x
→

+ −
>

0
0   (5)   lim

x

x
x→

+ −
−5

4 3
5

 (6)  lim
x

x
x→

−

−2

1 1
2
2

 (7) lim
x

x x
x→

−
−1

2

1
  (8)   lim

x

x
x→

+ −

+ −0

2

2

1 1
16 4

 (9) lim
x

x
x→

+ −
0

1 1
  (10) lim

x

x x
x→

+ − +
−1

33 27 3
1

 (11) lim
x

x
x→

− +
− −2 3 3

2 2
2 4

 (12)  lim
x

x
x→

+ −
0

21 1
 (13) lim

x

x
x→

− −
0 2

1 1
 (14) lim

x

x
x→

− −
−5

1 2
5

 (15) lim ( )
x a

x b a b
x a

a b
→

− − −
−

>2 2

9.2.4 முடிவு்ொ எலகலை மற்றும் முடிவிலியில எலகலை 

 (Infinite limits and Limits at infinity)
முடிவு்ொ எலகலை (Infinite Limits)

 f : \{ } 0 ® என்ை ொரபு f x
x

( ) =
1

2  என வறையறு்்கப்்படுகிைது என்்க. இப்க்பாது lim
x x®0 2

1

்கண்கிடுவறத் ்காண்க்பாம். 0-ன் அருகில 
1

2x
-ன் மதிப்பு்கற்ள கீழ்்காணும் அட்டவறண 

்காண்பி்கிைது.

 x → +0  x → −0

x x2
2

1
x

x x2
2

1
x

1 1 1 -1 1 1

0.5 0.25 4 - 0.5 0.25 4

0.1 0.01 100 - 0.1 0.01 100

0.01 0.0001 10,000 - .01 0.0001 10,000

0.001 0.000001 10,00,000 - 0.001 0.000001 10,00,000

0.0001 0.00000001 10,00,00,000 - 0.0001 0.00000001 10,00,00,000
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 அட்டவறணயிலிருந்து x-ன் மதிப்பு பூஜ்ஜியத்றத சேருங்க, சேருங்க f(x) = 
1

2x
 -ன் மதிப்பு 

ச்பரிய, ச்பரிய மதிப்்பா்க மாறுவறத் ்கவனி்்கலாம். உண்றமயில x-ன் மதிப்பு இருபுைமிருந்தும் 

பூஜ்ஜியத்றத சேருஙகும்க்பாது 
1

2x
-ன் மதிப்பு எலறல இலலாமல அதி்கரி்கிைது. இந்நிறலயில  x 

பூஜ்ஜியத்றத சேருஙகும்க்பாது f(x) ஆனது ¥-ஐ சேருஙகுகிைது எனலாம். 

 x → −0 எனில,  1
2x
→∞ மறறும் x → +0

எனில 
1

2x
→∞ . எனகவ x ® 0 எனில, 

1
2x
→∞

 வடிவியலில, x = 0  அதாவது y-அச்சு 

f x
x

( ) =
1

2 என்ை வற்ளவறையின் செஙகுத்துத் 

சதாறலத் சதாடுக்காடு ஆகும்.

 f(x) = 
1

2x
-ன் வறை்படம் ்படம்  9.22-ல 

தைப்்பட்டுள்்ளது.

 x = 0 எனில எலறல மதிப்பு முடிவிலி. அதனால lim
x x®0 2

1
 

கிறட்்கப்ச்பைாது.  ¥ என்்பது f(x) = 
1

2x
 என்ை ொரபின் இந்த 

செயல்பாட்றட் குறி்கும் ஒரு குறியீடு மட்டுகம. அது ஒரு 
புதிய எண் அலல என்்பறத மாணவர்கள் நிறனவில ச்காள்்ள 

கவண்டும். இதுக்பால f(x) = 
1
x

,  (்படம் 9.23) என்ை ொரபு்கு

 x → −0 எனில 
1
x
→−∞

 x → +0 எனில 
1
x
→+∞  எனச் சுல்பமா்க் ்காணலாம்.

 இதறன  f(x) = 
1
x

-ன் வடிவியல முறையில சதளிவா்க அறியலாம்.

 ச்பாதுவா்கப் பின்வரும் உள்ளுணரவு வறையறை்கற்ள் ்காணலாம்.

வகையக் 9.4
    ச்காடு்்கப்்பட்ட மதிப்பு M > 0-்கு  (M, ¥) என்ை திைந்த இறடசவளி ¥ -ன் அண்றமப்்பகுதியாகும். 

ச்காடு்்கப்்பட்ட மதிப்பு K < 0்கு (-¥, K) என்ை திைந்த இறடசவளி - ¥-ன் அண்றமப்்பகுதியாகும்.

வகையக் 9.5
 ச்காடு்்கப்்பட்ட மிற்க எண்  M-்கு x-ன் மதிப்பு  x0 -ன் அண்றமப்்பகுதியில f(x) > M  (அதாவது
 f(x) Î (M, ¥)) என இரு்குமாறு x0-ன் அண்றமப்்பகுதி அறமயுமானால x x® 0 எனும்க்பாது  
f(x) ® ¥ எனலாம்.
  இகத க்பான்று ச்காடு்்கப்்பட்ட K < 0-்கு x-ன் அண்றமப்்பகுதியில f(x) < K  (அதாவது  f(x) 
Î (-¥, K)) என இரு்குமாறு  x0 அண்றமப்்பகுதி அறமயுமானால x x® 0 எனும்க்பாது  
f(x) ® - ¥ எனலாம். 

y

2

1
( ) , 0f x x

x
� �

2

1
( ) , 0f x x

x
� �

x

்படம் 9.22

்படம் 9.23

1
( ) ,f x x 0x� �

1

x�( ) , 0f x x �

x

y
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 இந்நி்கழவு்கற்ள குறியீடு வாயிலா்க் கீழ்்காணுமாறு எழுதலாம்.

 x x® 0 எனும்க்பாது f x( ) →∞

 x x® 0  எனும்க்பாது f x( ) →−∞

 x x→ −
0  எனும்க்பாது f x( ) →∞

 x x→ +
0 எனும்க்பாது f x( ) →−∞

 x x→ +
0 எனும்க்பாது f x( ) →∞

 x x→ −
0 எனும்க்பாது f x( ) →−∞

 என்்பன முடிவிலி எல்லல்கள் எனப்்படும். கமற்கண்ட நி்பந்தறன்களில ஒன்று நிவரத்தி செய்யப்்படின் 
x = x0 என்ை க்காடு f(x) வறை்படத்தின் பசஙகுத்துத் பதாலலத் பதாடுவ்கா்டா்க இரு்கும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.21

 மதிப்பிடு்க : lim
( )x x x→ +0 2 3

1
.

தீர்வு
 பூஜ்ஜியத்திறகு அருகில (இருபுைமிருந்தும்) உள்்ள x-ன் மதிப்பு்கற்ள 

அட்டவறணப்்படுத்தினால  f x
x x

( ) =
+
1

2 3  -ன் மதிப்பு எலறலயறறு அதி்கரி்கின்ைது என 

அறியலாம். எனகவ x ® 0 எனில f x( ) →∞ஆகும்.

 இந்தச் ொரபின் எலறல மதிப்பிறன அட்டவறண இலலாமல ்காண்்பதறகு, முதலில 
சதாகுதிறயயும்  ்பகுதிறயயும் x2-ஆல வகு்்க கவண்டும். எலறல மதிப்பு் ்காணும்க்பாது  x ¹ 0 
மறறும் x2 ¹ 0. எனகவ வகுத்தல ொத்தியமாகிைது.

  lim
x x x→ +0 2 3

1
 = lim

x

x
x x

x

→ +0

2

2 3

2

1

 = 
lim

lim( )
.

x

x

x
x

→

→









+

0 2

0

1

1
 

 தறக்பாது x ® 0 எனில 
1

2x
→∞  மறறும் lim( )

x
x

→
+ =

0
1 1  .

 அதாவது, ்பகுதி 1-ஐ சேருஙகும்க்பாது சதாகுதி முடிவிலலாமல அதி்கரி்கின்ைது. அதாவது, 

1
2 3( )x x+

 முடிவிலிறய கோ்கிச் செலகிைது எனலாம்.

 இந்த எடுத்து்்காட்டு ஒரு ்கடினமான ்கண்கிடுதறல சில இயற்கணித மாறைங்களின் மூலம் 
எவவாறு எளிறமயா்்கலாம் என வி்ள்குகின்ைது.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.22

 மதிப்பிடு்க : lim
( )x x→ −2 3

1
2

 .
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தீர்வு

 f(x) = 
1
2 3( )x -

-ன் வறை்படத்திலிருந்து  

 x → −2  எனில, 
1

2 3( )x −
→ −∞   

  மறறும் x → +2 எனில 
1

2 3( )x −
→∞ஆகும். 

 எனகவ எலறல மதிப்பு இலறல.

ச்பாதுவா்க

 (i) n ஒரு இைட்றடப்்பறட முழு எண் : (ii) n ஒரு ஒறறைப்்பறட மிற்க முழு எண் :

   x a® எனில 
1

( )x a n−
→∞   x a→ − எனில 

1
( )x a n−

→ −∞

   x a→ − எனில 
1

( )x a n−
→∞   x a→ + எனில 

1
( )x a n−

→ +∞

   x a→ + எனில
1

( )x a n−
→∞

 x a=  என்ை க்காடு செஙகுத்துத் சதாறலத் சதாடுக்காடா்க அறமயும்.

9.2.5 முடிவிலியில எலகலைைள் (Limits at infinity)
 முற்பகுதியில முடிவுைா எலறல்கள் மறறும் செஙகுத்துத் சதாறலத் சதாடுக்காடு்கள் ்பறறி 
ஆைாய்ந்கதாம். அஙகு x-ன் மதிப்பு குறிப்பிட்ட எண்றண கோ்கி ே்கரும்க்பாது  y-ன் மதிப்பு ்கட்டுப்்பாடு 
இன்றி அதி்கரித்தது (மிற்க அலலது குறையில எலறலயறறு). இப்்பகுதியில  x-ன் மதிப்பு சீைறை 
முறையில அதி்கரி்கும்க்பாது  y-ன் மதிப்பு எவவாறு உள்்ளது என் ்காணலாம்.

 x மி்கப்ச்பரிய அ்ளவில அதி்கரி்கும்க்பாது, f : ® ,  f(x) = 
x

x

2

2

1
1

−
+

 என்ை ொரபின் தன்றம 

்பறறி ஆைாய்கவாம்.

 இந்த ொரபின் மதிப்பு்கற்ள அட்டவறணயிடுகவாம்

x f(x)
0    -1

±1    0
±2 0.6000000
±3 0.800000
±4 0.882353
±5 0.923077
±10 0.980198
±50 0.999200
±100 0.999800
±1000 0.999998

y

3

1
( )

( 2)
f x

x
�

�

2x �

x

்படம் 9.24
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 x-ன் மட்டு மதிப்பு ச்பரிதா்கப் ச்பரிதா்க (மிற்க அலலது குறை)  
f(x)-ன் மதிப்பு  1-ஐ சேருஙகி சேருஙகிச் செலவறத் ்காணலாம்.  
x-ன் மதிப்ற்பத் கதறவயான அ்ளவு ச்பரிதா்க எடுத்து்ச்காண்டு 
f(x)-ன் மதிப்ற்ப 1-்கு சேரு்்கமா்க் ்காணலாம் எனத் சதரிகிைது. 
இந்த நிறலறயப் பின்வருமாறு எழுதலாம்.

    lim
x

x

x→±∞

−
+

2

2

1
1

  = 1.

 வடிவியலில இச்சூைல (்படம் 9.25) பின்வரும் வறையறை்கு் 
ச்காண்டு செலகிைது. 

வகையக் 9.6 

  lim ( )
x

f x l
→−∞

=  அலலது lim ( )
x

f x l
→+∞

= எனில y = l என்ை க்காடு y = f(x) என்ை வற்ளவறையின் 

கிறடமட்டத் சதாறலத் சதாடுக்காடு ஆகும்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.4

 f :®  −





π π
2 2

, -ல f x x( ) tan= −1 எனில

 lim tan
x

x
→−∞

−1  மறறும்  lim tan
x

x
→+∞

−1 என்்பவறறின் மதிப்பு ்காண்்க.

தீர்வு

 y = tan-1x என்ை வறை்படத்றத் ்காண்்க.

 lim tan
x

x
→−∞

−1   =  -
p
2
,   lim tan

x
x

→+∞

−1   = 
p
2

.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.5

 ்கண்கிடு்க : lim
x

x x

x x→∞

− +
+ +

2 2 3
4 4

2

2  .

தீர்வு

 இதன் எலறல மதிப்ற்ப் ்கண்கிட எலறலத் கதறைங்கற்ளப் ்பயன்்படுத்தினால ோம் பின்வரும் 
சூைறலச் சென்ைறடகவாம்.
 x →∞  எனில ( )2 2 32x x− + →∞
 x →∞எனில ( )x x2 4 4+ + →∞

 lim
x

x x

x x→∞

− +
+ +











2 2 3
4 4

2

2   = 
¥
¥  இது கதைப்ச்பைாத வடிவம் எனப்்படும்.

 ஆனால கேரிறடயான ்கண்கீடு மறறும் அதன் அட்டவறண பின்வருமாறு உள்்ளது :

x 22 2 3x x− +  2 4 4x x+ +  
2

2

2 2 3
4 4

x x
x x

− +
+ +

 
1 3 9 0.3333
10 183 144 1.27083
100 19803 10404 1.90340
1000 1998003 1004004 1.99003
10000 199980003 100040004 1.99900

1y �

2

2

1
( )

1

xf x
x
�

�
�

y

0

-1 10

x

்படம் 9.25

்படம் 9.26

3 / 2π−

π−

/ 2π−

π

0

3 / 2π1
tany x−=

/ 2π

x

y
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 அட்டவறணயிலிருந்து x கதறவயான அ்ளவிறகு ச்பரியதாகும்க்பாது f(x)-ன் மதிப்பு  2-ஐ 
சேருஙகி சேருஙகி செலவறத் ்காணலாம்.

    lim
x

x x

x x→∞

− +
+ +











2 2 3
4 4

2

2   = 2.

 இந்த் ்கண்கில ்பகுதிறயயும் சதாகுதிறயயும் x2-ஆல வகுப்்பதன் மூலம் சுரு்்கலாம்.

    lim
x

x x

x x→∞

− +
+ +

2 2 3
4 4

2

2   = lim
x

x x

x x

→∞

− +

+ +

















2
2 3

1
4 4

2

2

 

     = 
2 0 0
1 0 0
− +
+ +

 (x ® ¥ எனில 
1
x

 ® 0,  
1

2x
 ® 0)

     = 2.

 இஙகுப் ்பகுதி, சதாகுதி்களின்்படிச் ெமமா்க உள்்ளறத் ்காணலாம்.

 ச்பாதுவா்க x ® ± ¥ எனில விகிதமுறு க்காறவ்களின் எலறல மதிப்ற்ப் ்காண ்பகுதியில 
உள்்ள x-ன் அதி்க்பட்ெ அடு்்கால ்பகுதிறயயும் சதாகுதிறயயும் வகுத்து ்பகுதி்கும் சதாகுதி்கும் 
தனித்தனிகய எலறல மதிப்ற்ப் ்காணலாம்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.23

 மதிப்பு் ்காண்்க : lim
( )x

x x

x→∞

+ +
+

3

2

2 3
5 1

 .

தீர்வு
 x2-ஆல வகு்்க

   lim
( )x

x x

x→∞

+ +
+

3

2

2 3
5 1

 = lim
x

x
x x

x
→∞

+ +

+
→∞

2 3

5 1
2

2

 

 அதாவது, x →∞  எனில 
x x

x

3

2

2 3
5 1
+ +

+
→∞

( )

 அதாவது, எலறல மதிப்ற்ப் ்காண இயலாது. சதாகுதியின் ்படி ்பகுதியின் ்படிறயவிட 
அதி்கமா்க உள்்ளறத் ்கவனி்்கவும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.24

  மதிப்பு் ்காண்்க : lim
x

x
x→∞

−
+

1
3 2

3

தீர்வு

 x-ஆல வகு்்க

    
1
3 2

3−
+
x

x
 = 

1

3 2

2

x
x

x

−

+
 . x →∞  எனில 

1
3 2

3−
+
x

x
 →−∞  

 ஆதலால எலறல மதிப்பு இலறல.
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9.2.6 விகிதமுறு ெொர்புைளின எலகலைைள் (Limits of rational functions)

 R (x) = 
p x

q x

( )
( )

 மறறும் q(x)-ன் ்படிறயவிட p(x)-ன் ்படி அதி்கமா்க இருந்தால

 x →∞எனும்க்பாது 
p x
q x

( )
( )

→+∞அலலது −∞  ஆகும்.

 q(x)-ன் ்படி  p(x)-ன் ்படிறயவிட அதி்கமா்க இருந்தால,

    lim
( )
( )x

p x

q x→∞
 = 0.

 முடிவா்க p(x) மறறும் q(x)-ன் ்படி்கள் ெமம் எனில, 

    lim
( )
( )x

p x

q x→∞
 = 
p x x
q x x

( )
( )

y; cs;s ?d; mjpfgl;r mLf;fpd; bfG

y; cs;s ?d; mjpfggl;r mLf;fpd; bfG

குறிப்புகை

 x a®  எனில f x( ) →∞ , x a® எனில f x( ) →−∞மறறும்  x →∞எனில f x( ) →∞ ,  x →∞
எனில f x( ) →−∞என்்பறவ்கள் எலறல மதிப்பு இலறல என்்பறத மறு்படியும் உறுதி செய்கின்ைன.  ¥ 
என்ை குறியீடு ஒரு எண்றண் குறி்்கவிலறல. கமலும் அறத ஒரு எண்ணா்கவும் ்பயன்்படுத்த்கூடாது.

9.2.7 எலகலைைளின ்யன்ொடு (Applications of limits)

எடுத்துக்ைொட்டு 9.25
 உடலில உள்்ள ஆல்கஹாறல நுறையீைல, சிறுநீை்கம் க்பான்ை உறுப்பு்களும் மறறும் கவதி 
விறனமூலம் ்கலலீைலும் சவளிகயறறுகின்ைன. ஆல்கஹாலின் அடரத்தி மிதமா்க இருந்தால 
அறத சவளிகயறறுகின்ை கவறலயின் ச்பரும்்பகுதிறய் ்கலலீைகல செய்கின்ைது. அதன் அ்ளவில 
5% ் கு் குறைவா்ககவ நுறையீைலும், சிறுநீை்கமும் சவளிகயறறுகின்ைன. இைத்த ஓட்டத்தில உள்்ள 
ஆல்கஹாறல ்கலலீைல பிரித்சதடு்கும் வீதம் r-்கும் இைத்தத்தில உள்்ள ஆல்கஹாலின் அடரத்தி  

x-்கும் உள்்ள சதாடரபு ஒரு விகிதமுறு ொர்பா்க  r(x) = 
α

β
x

x +
 என உள்்ளது. இஙகு a, b என்்பன 

மிற்க மாறிலி்கள்.  ஆல்கஹாலிறன சவளிகயறறும் மீப்ச்பரு வீதம் ்காண்்க.
தீர்வு
 ஆல்கஹாலின் அடரத்தி x அதி்கரி்கும்க்பாது அறத சவளிகயறறும் வீதமும் அதி்கரி்கின்ைது.

 எனகவ, சவளிகயறறும் மீப்ச்பரு வீதம் என்்பது lim ( )
x
r x

→∞
 ஆகும்.

   lim ( )
x
r x

→∞
 = lim

x

x
x→∞ +
α
β

 

    = lim
x

x
→∞

+







α
β1

  = α

9.2.8 இகடயீட்டுத் ததற்்ம்  (Sandwich Theorem )
 இத்கதறைம் சேரு்குத் கதறைம் (Squeeze Theorem) எனவும் அறை்்கப்்படுகிைது. ்படம் 9.27-
ல உள்்ள்படி f(x) என்ை ொரபின் வற்ளவறை y f x= ( ) மறறும் y g x= ( ) என்ை வற்ளவறை்களு்கு 
இறடயில அறமந்துள்்ளது. குறிப்்பா்க x என்ை புள்ளியானது x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது f(x) ஆனது g(x) 
மறறும் h(x)-்கு இறடயில மி்க சேரு்்கமா்க அறமகிைது. இப்க்பாது x-ஆனது x0-ஐ சேருஙகும்க்பாது  
g மறறும் h என்்பறவ்களின் எலறல்கள் lஆ்க இருப்பின் f-ன் எலறலயும் l-ஆ்க அறமயும்.
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இகடயீட்டுத் ததற்்ம் (Sandwich Theorem)

 f, g, h : I Í   ®   என்ை ொரபு்கள் I-ல உள்்ள x0-ஐ நீ்கிய 

x0-ன் அண்றமப்்பகுதியில உள்்ள எலலா x-்கும் g(x) £ f(x) £ h(x) 
எனவும் கமலும்  lim ( ) lim ( ) ,

x x x x
g x h x l

→ →
= =

0 0
  எனவும் இரு்குமானால  

lim ( )
x x

f x l
→

=
0

ஆ்க இரு்கும்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.26
 ஐன்ஸ்டினின் ொரபியல க்காட்்பாட்டின்்படி v திறெகவ்கத்துடன் கூடிய ஒரு ச்பாருளின் நிறை 

m = 
m

v

c

0

2

21 -

 , இஙகு m0 என்்பது ஆைம்்ப நிறை மறறும் c என்்பது ஒளியின் கவ்கம். v ® c-  எனில 

m-ல ஏற்படும் மாறைம் என்ன? ஏன் இடது்ப்்க எலறல அவசியம்?

தீர்வு

 lim( )
ν→ −c

m  = lim
ν ν→ −

−
c

m

c

0
2

21
 =  

m

v
cv c

0

2

21lim
→ −

−










 

 h> 0  எனில, c h v c− < < .  இதன் மூலம் ( )c h v c− < <2 2 2

 அதாவது ( )c h
c

v
c

− < <
2

2

2

2 1   ⇒  lim ( ) lim lim
h h h

c h
c

v
c→ → →

−
< <

0

2

2 0

2

2 0
1

 ⇒   1 1
0

2

2< <
→

lim
h

v
c

 ⇒  1 1
0

2

2< <
→

lim( )
h

m v
c

   ⇒  1 1
2

2< <
→ −
lim
v c

v
c

 இறடயீட்டுத் கதறைத்தின்்படி, lim
v c

v
c→ −
=

2

2 1

 எனகவ lim( )
v c

m
→ −

→∞

 ஆ்ககவ, v c→ − எனில நிறை மி்க மி்கப்ச்பரியதா்க (முடிவிலி) அறமகிைது.
 இடப்புை எலறல கதறவயானதா்க உள்்ளது. வலப்புை எலறல எடுப்பின் ν → +c  எனில 

1 0
2

2− <
v
c

 ஆ்க அறமயும். எனகவ நிறை ்காண இயலாது.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.27

 ஆ்காயத்திலிருந்து விழுகின்ை ஒரு ச்பாருளின் கவ்கம் r t
k

e
e

t k

t k
( ) = − −

+

−

−

32 1
1

2 32

2 32  என 

வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது. கவ்கம் அடி/வினாடியில ்கண்கிடப்்படுகிைது. இஙகு k என்ை மாறிலி 
அந்தப் ச்பாருளின் அ்ளவு, வடிவம் மறறும் ்காறறின் அடரத்திறயப் ச்பாறுத்து உள்்ளது. அந்தப் 
ச்பாருளின் எலறல கவ்கத்திறன் ்காண்்க. அதாவது,  lim ( )

t
r t

→∞
-ஐ் ்காண்்க.

்படம் 9.27

0
x
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தீர்வு

   lim ( )
t
r t

→∞
 = lim

t

t k

t kk
e
e→∞

−

−
−

−
+

32 1
1

2 32

2 32  

    = −
−
+→∞

−

−

32 1
1

2 32

2 32k
e
et

t k

t k
lim  

    = −
−
+

= −
32 1 0

1 0
32

k k
( )
( ) அடி/வினாடி

எடுத்துக்ைொட்டு 9.28

 ஒரு விலஙகின் ்கண்்பாறவயின் விட்டம் f x x
x

( )
.

.=
+
+

−

−

160 90
4 15

0 4

0 4  என்ை ொர்பா்கத் 

தைப்்பட்டுள்்ளது. இஙகு x என்்பது ஒளியின்  செறிவிறன் குறி்கின்ைது மறறும் f(x) மி.மீ.-இல 
தைப்்பட்டுள்்ளது. அந்த் ்கண்்பாறவயின் விட்டத்றத, 
 (a) ஒளியின் செறிவு குறைவா்க (b) ஒளியின் செறிவு அதி்கமா்க, ்காண்்க.
தீர்வு

 (a) ஒளியின் செறிவு குறைவா்க இரு்கும்க்பாது, அதாவது x → +0  எனும்க்பாது, ொரபின் 

எலறலறய் ்காண கவண்டும்.

   lim ( )
x

f x
→ +0

 = lim lim
.

.

.

.x x

x
x

x
x→

−

− →+ +

+
+

=
+
+0

0 4

0 4 0

0 4

0 4

160 90
4 15

160 90
4 15

 

    = 
160

4
40=  kp/kP

 (b) ஒளியின் செறிவு அதி்கமா்க இரு்கும்க்பாது, அதாவது  x →∞  எனும்க்பாது, ொரபின் 
எலறலறய் ்காணகவண்டும்.

‘  lim ( ) lim
.

.x x
f x x

x→∞ →∞

−

−=
+
+

= =
160 90

4 15
90
15

6
0 4

0 4 kp/kP  

 ஒளியின் செறிவு அதி்கமா்க இரு்கும்க்பாது ்கண்்பாறவயின் விட்டத்தின் எலறல 6 மி.மீ 
ஆ்க இரு்கும்.

பயிற்சி 9.3
 (1) பின்வரும் ொரபு்களு்கு இடப்புை, வலப்புை எலறல்களின் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.

  (a) x=−2 -ல f x
x

x x x
( )

( )( )
= −

+ + +

2

2

4
4 4 3

 

  (b) x = π
2

 -ல f x x( ) tan=

பின்வரும் எலறல்களின் மதிப்ற்ப் ்காண்்க :

 (2) lim
( )x

x
x x x→

−
− +3

2

2 2

9
6 9

  (3) lim
x x

x
x x→∞ −

−
+
+ −

3
2

2 11
62   (4) lim

x

x x

x x→∞

+
− +

3

4 23 1
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 (5) lim
x

x x
x x→∞

−
− +

4

2

5
3 1

  (6) lim
x

x x

x x→∞

+ −
+ +

1 3
1 3

3

2 3  (7) lim
x

x

x

x

x→∞ −
−

+










3

2

2

2 1 2 1

 (8) நிறுவு்க

   (i)  lim ...
n

n
n n→∞

+ + + +
+ +

=
1 2 3

3 7 2
1
62     (ii) lim ... ( )

( ... )( )n

n
n n→∞

+ + +
+ + + +

=
1 2 3

1 2 5 2 3
9
25

2 2 2

 

   (iii) lim
. . . ( )n n n→∞
+ + + +

+
=

1
1 2

1
2 3

1
3 4

1
1

1  

 (9)  மீன் வ்ள அறிவியலின் மு்கிய பிைச்ெறன நீகைாறட்களில உள்்ள முட்றடயிடத் தகுதியான 
மீன்்களின் எண்ணி்ற்கறய் ்கண்கிட்டு இந்தத் த்கவறலப் ்பயன்்படுத்தி இனப்ச்பரு்்க் 
்காலத்தில ஆறறு்குள் நுறையும் மீன் பிடிப்பு்குத் தகுந்த மீன்்களின் எண்ணி்ற்கறய் 
்கண்கிடுவதாகும். S  என்்பது முட்றடயிடும் நிறலயில உள்்ள மீன்்களின் எண்ணி்ற்க 
மறறும் R  என்்பது மீன் பிடிப்பு்குத் தகுந்த மீன்்களின் எண்ணி்ற்கயாகும்.  “ பிவரட்டன்  

கஹாலட்” -ன் இனப்ச்பரு்்கச் ொரபு  R(S) = S
S( )α β+

,  இஙகு a, b  என்்பன மிற்க மாறிலி்கள். 

இந்தச் ொரபு இனப்ச்பரு்்க நிறலயில இரு்கும் மீன்்களின் எண்ணி்ற்க கதறவயான அ்ளவு 
அதி்கரி்கும் க்பாது அறுவறட்குத் தகுந்த மீன்்களின் எண்ணி்ற்க கதாைாயமா்க மாறிலியா்க 
அறமயும் என நிறுவு்க.

 (10)  ஒரு சதாட்டியில 5000  லிட்டர ேலல நீர உள்்ளது என்்க. ஒரு லிட்டரு்கு 30  கி அ்ளவு 

உப்பு ச்காண்ட உவர நீர 25  லி/நிமிடம் என்ை அ்ளவில சதாட்டியில செலுத்தப்்படுகின்ைது. t  

நிமிடங்களில இந்த உவர நீரின் அடரத்தி ( கிைாம்/லிட்டர) C(t) = 
30

200
t

t+
  என தைப்்பட்டுள்்ளது. 

t →∞எனில  அடரத்தி எவவாறு மாறும்?

எடுத்துக்ைொட்டு 9.29

 மதிப்ற்ப் ்காண்்க : lim sin
x

x
x→







0

2 1
 .

தீர்வு

 - 1 £ sin 1 1
x
£   என ேம்குத் சதரியும். இதிலிருந்து    - x2 £ x2 sin 1 2

x
x£

   இஙகு   g(x) = -x2, f(x) = x x
h x x2 21sin ; ( ) = என்்க.

   lim ( )
x

g x
®0

 = lim( )
x

x
→

− =
0

2 0  மறறும்

   lim ( )
x

h x
®0

 = lim( )
x

x
→

=
0

2 0 ஆகும்.

 இறடயீட்டுத் கதறைப்்படி

   lim sin
x

x
x→







0

2 1
 = 0 ஆகும்.

 எலறல மதிப்புத் கதறைங்கற்ளப் ்பயன்்படுத்தியிருந்தால தவைான முடிவு்கு வந்திருப்க்பாம்.

   அதாவது,  lim sin
x

x
x→







0

2 1
  = lim( ) lim sin

x x
x

x→ →







0

2

0

1
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 தறக்பாது, lim sin
x x®0

1
-்கு மதிப்பு இலறல.  lim

x
x

®0

2 = 0 எனகவ lim sin
x

x
x→







0

2 1
-ன் மதிப்பு 

பிைச்ெறன்குரியதா்க உள்்ளது.
 குறிப்பு : a £ f(x) £ a, எனில, lim ( )

x x
f x a

→
=

0

.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.30
 நிறுவு்க : lim sin

x
x

→
=

0
0  .

தீர்வு

 எலலா x ³ 0-்கும் - x £ sinx £ x  என ேம்குத் சதரியும்.
   lim( )

x
x

→
−

0
 = 0  மறறும்  lim( )

x
x

®0
 = 0.

 இறடயீட்டுத் கதறைப்்படி  lim sin
x

x
®0

 = 0.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.31

 lim ...
x

x
x x x→ +





+ 



+ + 













 =0

1 2 15 120 என நிறுவு்க.

தீர்வு

   
1 1
x

-  £ 
1 1 1
x x




≤ +  

   
2 1
x

-  £ 
2 2 1
x x




≤ +

     

   
15 1
x

-  £ 
15 15 1
x x






≤ +

 கூடுதல ்காண,

   
120 15

x
-  £ 

1 2 15 120 15
x x x x




+ 



+ + 





+≤...

   120 15- x  £ x
x x x

x1 2 15 120 15



+ 



+ + 













 ≤ +...

   lim ( )
x

x
→ +

−
0

120 15  £ lim ... lim (
x x

x
x x x→ →+ +





+ 



+ + 













 ≤ +

0 0

1 2 15 120 115x)

   120  £ lim ...
x

x
x x x→ +





+ 



+ + 













 ≤0

1 2 15 120

  lim ...
x

x
x x x→ +





+ 



+ + 













 =0

1 2 15 120 .
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9.2.9 இைணடு சி்ப்்ொ்ன முக்தைொணவியல எலகலைைள் 
(Two special Trigonometrical limits) 
முடிவு 9.1

 (a) lim
sin

θ

θ
θ→

=
0

1   (b)  lim
cos

θ

θ
θ→

−
=

0

1
0  .

�ரூ்ணம்

 இதறன வட்ட்க்காணப் ்பகுதி மூலம் நிறுவலாம்.

 றமயம்(0, 0) மறறும் ஆைம் 1 உள்்ள வட்டத்றத எடுத்து் ச்காள்கவாம். வட்டத்தின் மீதுள்்ள 
ஏகதனும் ஒரு புள்ளி  P(cosq, sinq) என்்க.

(a) ்பைப்பின் ்பண்புப்்படி 
tan sinθ θ θ

2 2 2
≥ ≥  

 இதறன 
2

sinθ
-ஆல ச்பரு்்க,  

1
1

cos sinθ
θ
θ

≥ ≥   என் கிறட்கும். தறலகீழி ்காண, 

cos
sin

θ
θ

θ
≤ ≤ 1  .

 cos (- q) = cosq  மறறும் 
sin( ) sin−
−

=
θ

θ
θ

θ
  என்்பதால இந்த ெமனிலி −








π π
2 2

, என்ை திைந்த 

இறடசவளியில உள்்ள பூஜ்ஜியம் அலலாத எலலா q மதிப்பு்கும் ச்பாருந்தும் எனலாம்.

lim cos ; lim( )
θ θ

θ
→ →

= =
0 0

1 1 1  என ேம்குத் சதரியும்.  

எனகவ இறடயீட்டுத் கதறைப்்படி lim
sin

θ

θ
θ→

=
0

1  .

(b) lim
cos

θ

θ
θ→

−
=

0

1
0 .

   1 - cosq = 2
2

2sin
θ

 

   
1 − cosθ

θ
  = sin

θ
2







   

sin
θ

θ
2

2

















 

 ்படம் 9.28 ்படம் 9.29 ்படம் 9.30 ்படம் 9.31

y

x

}θ

tan θ
sin θ

θ
θ

(1,0) 

(cos θ, sin θ) 

θ

Kf;nfhzj;jpd; 
gug;g[

tanθ
2

tl;lf;nfhzg;
gFjpapd; gug;g[

θ
2

Kf;nfhzj;jpd; 
gug;g[

sinθ
2
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   எனகவ,  lim
cos

θ

θ
θ→

−
0

1
  = lim sin . lim

sin

θ θ

θ
θ

θ→ →























0 02

2

2

 

    = 0 ´ 1 = 0.

9.2.10 மற்் முக்கிய எலகலைைள் (Some important other limits)
முடிவு 9.2

 lim .
x

xe
x→

−
=

0

1 1  

�ரூ்ணம்

  
e x x xx = + + + +1

1 2 3

2 3

! ! !
...

   
(சதாடரமுறை்களும் சதாடர்களும்)

 

lim lim ! ! !
...

x

x

x

e
x

x x x

x→ →

− =
+ + +

















0 0

2 3

1 1 2 3

 
= + + +





→

lim
! !

...
x

x x
0

2

1
2 3  

= 1.

முடிவு 9.3

 lim log ,
x

xa
x

a a
→

−
= >

0

1 0

�ரூ்ணம்

 a xx
a, log  என்்பறவ ஒன்று்கு ஒன்று கேரமாறு என ோம் அறிகவாம்.

 log ( )f x  என்்பது exp( ( ))f x -ன் கேரமாறு எனில exp(log ( )) ( )f x f x=

 எனகவ, ax  =  exp(log )ax

   = ex alog  

     
a
x

x -1
 = 
e
x a

a
x alog

log
log−

×
1

 

  x ® 0 எனில, y = x log a ® 0

  எனகவ,  lim
x

xa
x→

−
0

1
 =  lim log log lim log ( ) log

y

y

y

ye
y

a a e
y

a a
→ →

−
× =

−







 = =

0 0

1 1 1
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முடிவு 9.4

  lim log( ) .
x

x
x→

+
=

0

1 1

�ரூ்ணம்

   என்்க   log( )1+ x  = y
   x ® 0 எனில y ® 0  மறறும்
   1+ x  = ey  

   x = ey -1 

   எனகவ,   lim log( )
x

x
x→

+
0

1  = lim
y y

y
e→ −0 1

 

    = lim .
y ye

y
→ −









= =
0

1
1

1
1

1  

�ரூ்ணம் இலலைொத சிலை முக்கிய எலகலைைள் (Some important limits without proof )
முடிவுைள் 9.5 முதல 9.9

 (5) lim sin
x

x
x→

−

=
0

1

1   (6)   lim tan
x

x
x→

−

=
0

1

1 

 (7) lim
x

x

x→∞
+






1 1

 உள்்ளது மறறும் இந்த மதிப்பு e என் குறி்்கப்்படும், 2 < e < 3.

 (8) lim( ) /

x

xx e
→

+ =
0

11   (9)  lim .
x

x
kk

x
e

→∞
+






 =1  

 எண் e என்்பது ஆழநிறல எண் எனவும் கூைலாம். e என்ை எண் எனவும் கூைலாம். 
 e என்ை எண் a x a x a x an n

n n0 1
1

1 0+ + + =−
−  என்ை ்பலலுறுப்பு் க்காறவச் ெமன்்பாட்றட 

எப்க்பாதும் நிறைவு செய்யாது.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.32
 மதிப்ற்ப் ்காண்்க : lim( sin )

x

xx
→

+
0

21 cosec   

தீர்வு

    sin x = 
1
y

 என்்க.

  x ® 0 எனில,  y ® ¥ மறறும் 

  lim( sin )
x

xx
→

+
0

21 cosec  = lim lim
y

y

y

y

y y→∞ →∞
+









 = +























1
1

1
1

2 2

  = e2 .

எடுத்துக்ைொட்டு 9.33

 மதிப்பிடு்க : lim
x

xx
x→∞

+
−









2
2 .

தீர்வு

   lim
x

xx
x→∞

+
−









2
2  = lim lim

( )

x

x

x

xx
x x→∞

− +

→∞

− +− +
−







 = +

−








2 4
2

1 4
2

2 2 2 2

 y = x - 2 எனில x ® ¥ எனும்க்பாது y ® ¥ .
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   lim
x

xx
x→∞

+
−









2
2  = lim lim .lim

y

y

y

y

yy y y→∞

+

→∞ →∞
+









 = +









 +









1 4 1 4 1 4

2 2

    = e4.1 = e4 .

எடுத்துக்ைொட்டு 9.34

  மதிப்பிடு்க : lim
(cos sin )

sinx

x x

x→

− +
−π

4

54 2
1 2

.

தீர்வு

   
4 2

1 2

5− +
−

(cos sin )
sin

x x

x
 = 

2

1 2

5
2 2

5
2− + 

−

(cos sin )

sin

x x

x
 

      = 
2 1 2
2 1 2

5
2

5
2− +

− +
( sin )
( sin )

x

x

      = 
2 1 2
2 1 2

5
2

5
2− +

− +
( sin )
( sin )

x

x

 எனகவ,   lim [(cos sin ) ]
[ sin ]

/

x

x x
x→

− +
− +π

4

5
2 2 5 22

2 1 2
 = lim

sin )

( sin )x

x

x→

− +[ ]
− +π

4

5
2

5
22 1 2

2 1 2
. 

 y = 1 + sin2x என்்க. x →
π
4

 எனில y ® 2

      = lim
y

y

y→

−
−2

5
2

5
22

2

      = 
5
2

2
5
2

2 5 2
5
2

1
3
2.

−
= × = .

எடுத்துக்ைொட்டு 9.35
  x ® 0 எனும்க்பாது பின்வரும் ொரபு்களு்கு எலறலமதிப்பு உள்்ளதா என் ்காண்்க? 
விறட்்கான ்காைணம் கூறு்க.

 (i) 
sin | |x

x
 (ii) 

sin
| |

x

x
 (iii) 

x x

x

 
sin | |

 (iv) 
sin x x

x x

−  ( )
−  

.

தீர்வு

 (i)   f x( )  = 

sin( )

sin

−
−








x
x

x

x
x

x

   ; 

        ;  

1 0

0 1

< <

< <

 எனகவ,    lim ( )
x

f x
→ −0

 = -1  மறறும்

    lim ( )
x

f x
→ +0

 = +1 .

 இஙகு f f( ) ( )0 0− +≠  ஆற்கயால எலறல மதிப்பு இலறல.
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 (ii)  
sin
| |

x
x

  =  

sin( )

sin

x
x

x

x
x

x

−
−








   ; 

     ;  

1 0

0 1

< <

< <

   எனகவ,   lim ( )
x

f x
→ −0

 = -1

   lim ( )
x

f x
→ +0

  = 1.  ஆற்கயால எலறல மதிப்பு இலறல.

 (iii)  f x
x x

x
( )

sin | |
=

    =  

−
−

−








x
x

x

x
x

x

sin( )
.

sin

   ;

       ; 

1 0

0 0 1

< <

< <

     =  
x

x
x

x
sin

  ; 

        ;  

−





1 0

0 0 1

< <

< <

   எனகவ,   lim ( )
x

f x
→ −0

 = +1

    lim ( )
x

f x
→ +0

 = 0.

 எனகவ எலறல மதிப்பு இலறல.

 (iv)  
sin x x

x x
−  ( )

−  
  =  

sin( ( )
( )

sin( )

x
x

x

x
x

x

− −
− −

−

−
−










1
1

1 0

0
0

0 1

   ;

      ;  

< <

< <

   f x( )  = 

sin( )
( )

sin

x
x

x

x
x

x

+
+

−








1
1

1 0

0 1

   ; 

        ; 

< <

< <

   lim ( )
x

f x
→ −0

 = 
sin sin1

1
1=

   lim ( )
x

f x
→ +0

 = 1.

 எனகவ எலறல மதிப்பு இலறல.

பயிற்சி 9.4
பின்வருவனவறறின் மதிப்ற்ப் ்காண்்க.

 (1) lim
x

x

x→∞
+






1 1 7

 (2) lim( ) /

x

xx
→∞

+1 1 3  

 (3) lim
x

m
xk

x→∞
+






1  (4) lim

x

x
x
x→∞

+
+
+











2 3
2 5

2

2

8 32

  

 (5) lim
x

x

x→∞

+

+





1 3 2

  (6) lim
sin

x

x

x→









0

3

3

2
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 (7) lim
sin
sinx

x

x→0

α
β

 (8) lim
tan
sinx

x

x®0

2
5

 

 (9) lim
sin( )
(sin )α

α
α→0

n

m  (10) lim
sin( ) sin( )

x

a x a x

x→

+ − −
0

 

 (11) lim
x

x a a

x b b→

+ −

+ −0

2 2

2 2
 (12) lim

arcsin
x

x

x®0

2
3

 

 (13) lim
cos

x

x

x→

−
0 2

1
 (14) lim

tan
x

x

x®0

2

 (15) lim
x

x x

x→

−
0

2 3
 (16) lim

x

x

x→

−
+ −0

3 1

1 1

 (17) lim
cos
sinx

x

x x→

−
0

21
2

 (18) lim
x

x xx
x

e
→∞

+ − 





 −









3 1

11 1

cos

 (19) lim{ [log( ) log( )]}
x

x x a x
→∞

+ −  (20) lim
sin
sinx

x

x→π

3
2

 (21) lim( sin )
x

xx
→

+
π
1 2 cosec  (22) lim

cos
sinx

x

x→

− +
0 2

2 1

 (23) lim
sin sin

tanx

x x

x→

+ − −
0

1 1
 (24) lim

x

x
x x

x x→∞

− +
− +











2

2

2 1
4 2

 (25) lim
sinx

x xe e

x→

−−
0

 (26) lim
x

ax bxe e

x→

−
0

 (27) lim
sin ( cos )

x

x x

x→

−
0 3

1
 (28) lim

tan sin
x

x x

x→

−
0 3  

9.3 ததொடர்ச்சித் தனகம (Continuity)
 ஒரு ொரபின் தனிச்சிைப்பு வாய்ந்த ்பண்பு்களில ஒன்று அதன் சதாடரச்சியாகும். ேறடமுறையில 
்காணும் ்பல இயறற்க சூைல்களில இந்தப் ்பண்பிறன் ்காணலாம். உதாைணமா்க ஒரு ்கம்பிறய 
சூகடறறும்க்பாது ்கம்பியானது சதாடரந்து நீட்சியறடகிைது. ஓர உயிரியின் சதாடரச்சியான வ்ளரச்சி, 
சதாடர ஓட்டம், வளிமண்டல சவப்்பநிறலயின் சதாடரச்சியான மாறுதல எனப் ்பலவாைா்க க்பசுவறத் 
க்கட்டிருப்க்பாம்.

 ஒரு ொரபின் சதாடரச்சி என்ை ்கருத்தானது ொரபின் வற்ளவறை எஙகும்  “உறடந்து 
்காணப்்படவிலறல” என்்பறத அடிப்்பறடயா்க் ச்காண்டது. இந்தச் சொல “Continuous”என்்பது 
இலத்தீன் சமாழியில “Continuere”இறணந்திருத்தல என்ை சொலலில இருந்து கதான்றியது 
ஆகும். ொரபு்கற்ளப் ்பகுப்்பாய்வு செய்யும்க்பாது சதாடரச்சியானது என்்பறத் குறிப்பிட “உறடந்து 
்காணப்்படவிலறல” அலலது “இறணந்திரு்கிைது” என் கூறுவதில ச்பரிய குறை்பாடு உள்்ளது. 
ஆ்ககவ சதாடரச்சியின்றம ்பறறி அறிய ொரபின் வற்ளவறைறய முதிரச்சி இலலாமல ்பயன்்படுத்துவது 
தவைான வழி்காட்டுதலாகும். இருப்பினும் ஒரு ொரபிறகு ஒரு குறிப்பிட்ட இறடசவளியில சதாடரச்சி 
என்்பது ொர்ப்கம் சதரிந்து ச்காண்டு, அந்த வற்ளவறைறயப் ச்பன்சிலின் முறனறய எடு்்காமல 
வறைய்கூடிய வற்ளவறை என்்பறதப் ஒருவர பின்னர உணரந்து ச்காள்வார.

 சதாடரச்சியின் ்கருத்தா்்கத்றதப் புரிந்துச்காள்்ளத் சதாடரச்சிறய எலறலயுடன் 
சதாடரபு்படுத்தி் ்கறைல என்்பது மி்கச் சிைந்த வழியாகும். ச்பாதுவா்க் கூைகவண்டுமானால, 
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சதாடரச்சித் தன்றம உள்்ளது 
என் கூறும்க்பாது அதன் 
ச்பாருள் கதறவயான ஓர 
எலறல கிறட்கின்ைது 
என்்பதாகும். எலறலயிலிருந்து 
சதாடரச்சி்்கான ்கருத்தா்்கத்றத 
உருவா்்க ஒரு புள்ளியில ேமது 
்கவனத்றத் குவி்்க கவண்டும். 
ஒரு புள்ளியில எலறல மறறும் 
சதாடரச்சி ஆகியறவ சதாட்்க 
நிறல் ்கருத்து்கள் ஆகும். 
ஆனால ொரபின் சதாடரச்சி என்்பது 
புள்ளி வாரியா்க ச்பைப்்பட்ட ொரபு 
முழுறம்குமான ச்பாதுப் ்பண்பு ஆகும்.

 உதாைணமா்க, ஒரு சவப்்பமானி T ஆனது L நீ்ளமுள்்ள சூடான ்கம்பியின் சவப்்ப நிறலறயப் 
்பதிவு செய்வதா்க் ச்காள்கவாம். L-ன் மீதுள்்ள ஒவசவாரு புள்ளி x-லும் அதன் சவப்்பநிறல t(x) 
என்்க.  L நீ்ளமுள்்ள ்கம்பியில x0-ஐ அறடயும் வறை அதன் சவப்்பநிறல  250°F என் ச்காள்கவாம்.  
x0 என்ை புள்ளியில திடீசைன்று சவப்்பநிறலயானது (insulation) ்காப்பின் ்காைணமா்க அறையின் 
சவப்்பநிறலயான 75°F -்கு் குறைகின்ைது. x0 -்குப் பிைகு அதன் சவப்்ப நிறல  250°F ஆ்கத் 
சதாடரகிைது எனில ொரபின் குறியீட்டால

 t(x) =  
250

75
0

0





F x x

F x x

  ;  

   ;   

≠

=






 என எழுதலாம்.

 ஆ்ககவ x0  என்ை புள்ளி தனித்துவப் புள்ளியா்க (சிைப்பு புள்ளியா்க அலலது வை்்கமறை 
புள்ளியா்க) மாறுகின்ைது. சவப்்பநிறலயின் வீச்றெ ஆைாயும்க்பாது x ஆனது x0-ஐ சேருங்கவிலறல 
என்்பறத அறியலாம். சுரு்்கமா்க் கூறினால  x0-ல ஒரு துள்்ளல நி்கழந்துள்்ளது. ஆ்ககவ 
சவப்்பநிறலச் ொர்பானது x0 -ல சதாடரச்சியா்க இலறல என் கூை முற்படுகின்கைாம். ஏசனனில 
x0 -ன் அண்றமயில x இரு்கும்க்பாது t(x) = 250°F ஆ்க இருப்்பதால t(x0)-ன் மதிப்பும்  250°F ஆ்க 
இரு்்க கவண்டும் என எதிர்பார்கிகைாம். இப்ச்பாழுது ோம் சதாடரச்சி எனும் ்கருத்தா்்கத்றத 
ச்பாதுறமப்்படுத்தும்க்பாது பிைதி பிம்்பங்கள் சேருஙகி வரும்க்பாது அதறகுரிய பிம்்பங்களும் சேருஙகி 
வைகவண்டும் என்கிகைாம்.
 கமறகூறிய எடுத்து்்காட்டில ்கம்பியின் மீதுள்்ள புள்ளி்கள் பிைதி பிம்்பங்கள் ஆகும். அதற்கான 
சவப்்பநிறல்களின் பிம்்பங்கள் ஆகும்.

 ஒரு மாணவனு்குத் சதாடரச்சிறயப் ்பறறிய உள்ளுணரவான ்கருத்து அதன் சதாடரச்சித் 
தன்றமயிலிருந்து உருவா்க கவண்டுகம அலலாமல, ேறடமுறையில ்காணப்்படும் திடீசைன ஏற்படும் 
சதாடரச்சியறை தன்றமயிலிருந்து உருவா்க் கூடாது. உடனடியா்க மனத்தில கதான்றும் சில 
ொரபு்களின் ்கணித மாதிரி்கற்ள் கீகை ்பட்டியலிட்டுள்க்ளாம்.

 (1) ஒளி வி்ள்ற்க ஒளிைச் செய்தல : இஙகு ஒளியின் செறிவு என்்பது ்காலத்றதப் ச்பாறுத்த 
ொரபு.

 (2) வா்கனங்களின் கமாதல : இஙகுத் திறெகவ்கம் என்்பது ்காலத்றதப் ச்பாறுத்த ொரபு.

 (3) வாசனாலியிறன அறணத்தல : இஙகு ஒலியின் செறிவு ்காலத்றதப் ச்பாறுத்த ொரபு.

 (4) ்பலூன் சவடித்தல : இஙகு ஆைம் உள்க்ள செலுத்தப்்படும் ்காறறைப் ச்பாறுத்த ொரபு.

 (5) ்கயிறறிறன அறுத்தல : இஙகு இறு்்கம் என்்பது நீ்ளத்றதப் ச்பாறுத்த ொரபு.

 (6) அஞ்ெல ்கட்டணம் : இஙகு அஞ்ெல ்கட்டணம் என்்பது எறடறயச் ொரந்த ொரபு.

 (7) வருமான வரி : இஙகு வரி விகிதம் என்்பது வருமானத்றதச் ொரந்த ொரபு.

்படம் 9.32
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 (8) வயது வருடங்களில : இஙகு வயது முழு வருடங்களில என்்பது ்காலத்றதச் ொரந்த ொரபு.

 (9) ்காப்பீட்டுத் தவறண : தவறண என்்பது வயறதப் ச்பாறுத்த ொரபு.

 எடுத்து்்காட்டு்கள் (1) - (5) வறை மி்கவும் துலலியமா்க இலறல. எடுத்து்்காட்டா்க ஒளியின் 
செறிவு என்்பது ்பைவலா்க பூஜ்ஜிய செறிவிலிருந்து மிற்கச் செறிறவ கோ்கி ே்கரகிைது. உண்றமயில 
இயறற்க சதாடரச்சியறை தன்றமறய சவறுப்்பதா்கத் கதான்றுகிைது. (6) - (9) வறை உள்்ள 
எடுத்து்்காட்டு்கள் சதாடரச்சியறைதா்கவும் கமலும் உண்றமயில ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளியில துள்்ளல 
இருப்்பறதயும் அறியலாம்.

 மாணவர்கள், சதாடரச்சியின் வறையறைறய, வை்்கமா்க ோம் ேறடமுறையில ்பயன்்படுத்தும் 
சதாடரச்சியான என்ை வாரத்றதயின் ச்பாருளுடன் ஒப்பிட்டுப் ்பார்்க கவண்டும். ஒரு சதாடரச்சியான 
நி்கழவானது ்படிப்்படியா்க எந்த இறடயூறும் இலலாமலும், திடீசைன்ை மாறைங்களும் இலலாதவாறு 
ேறடச்பறுவதாகும். அதாவது அதில எந்த ஒரு ஓட்றடகயா, துள்்ளகலா அலலது இறடசவளிகயா 
இலலாதிருத்தலாகும். கீழ்்காணும் x-ன் மூன்று மதிப்பு்களில சதாடரச்சியறை தன்றம உள்்ளறத் 
்காணலாம். இறடசவளி (a, b)-ன் மறை எலலா இடங்களிலும் f-ன் வற்ளவறை எந்தவித குறு்கீடும் 
இன்றித் சதாடரச்சியா்க உள்்ளது.

 கமறகூறிய வற்ளவறை்களில (்படம் 9.33 - 9.35) மூன்று நி்பந்தறன்களில  x = x0 என்ை புள்ளியில 
சதாடரச்சித் தன்றம இலலாமல இரு்்க மூன்று நி்பந்தறன்கள் உள்்ளன.

 (1) x = x0-ல ொரபு வறையறு்்கப்்படவிலறல.

 (2) x = x0-ல f(x)-்கு எலறல வறையறு்்கப்்படவிலறல.

 (3) x = x0-ல f(x)-்கு எலறல உள்்ளது. ஆனால இதன் மதிப்பு  f(x0)-்குச் ெமமா்க இலலாமல 
இரு்கிைது.

 ோம் இப்ச்பாழுது சில வி்ள்்க எடுத்து்்காட்டு்கற்ள் ்காண்க்பாம்.
விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.6

 (i) f(x) = x2+3 (ii) f(x) = 
16
4

2−
+

x

x
 

தீர்வு

 (i) x ® 2 எனில ஒரு ்ப்்க எலறல்கள்

   lim ( )
x

f x
→ −2

 = 7,    lim ( )
x

f x
→ +2

  = 7

 எனகவ lim ( )
x

f x
→

=
2

7  கமலும் f(2) = 7 = lim ( )
x

f x
®2

. இதனால  x = 2-ல f(x) சதாடரச்சியானது.

 (ii) இதன் ஒரு ்ப்்க எலறல்கள்

   lim ( )
x

f x
→− −4

 = 8

 ்படம் 9.33 ்படம் 9.34 ்படம் 9.35 

a a a
( ( (

b b b
) ) )x x x

y y y

x0 x0 x0

f(x0)

0( ) tiuaWf;fg;gltpy;iyf x lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

≠
0

0f x( )0
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   lim ( )
x

f x
→− +4

 = 8

 ஆற்கயால lim ( )
x

f x
→−4

  = 8   ஆனால f(- 4)-ன் மதிப்பு இலறல.

 f(x)-ன் எலறல மதிப்பு இருந்தக்பாதிலும் x = −4 -ல ொரபின்   மதிப்பு f ( )-4  

வறையறு்்கப்்படவிலறல. இதனால lim ( )
x

f x
→−4

 இருப்்பதறகும் f(- 4)ஆ்க இருப்்பதறகும் எந்தத் 
சதாடரபும் இலறல.
 தறக்பாது ோம் சதாடரச்சி ்பறறி முறையான வறையறைறய் ்காண்க்பாம்.

வகையக் 9.7
 x0-ஐ உள்்ளட்கிய திைந்த இறடசவளி I என்்க.   f : I ®   என்்க.  f  என்ை ொரபு x = x0-ன் 

அண்றமப்்பகுதியில வறையறு்்கப்்பட்டு x = x0  என்ை புள்ளியில ொரபின் மதிப்பும், அதன் எலறல 
மதிப்பும் கிறட்்கப்ச்பறறு ெமமா்கவும் இரு்குமானால, f என்ை ொரபு x = x0 என்ை புள்ளியில 
சதாடரச்சியானது எனலாம்.

 இவவாறு x = x0  என்ை புள்ளியில ஒரு ொரபு y = f(x) சதாடரச்சியானதா்க இரு்்க மூன்று 
நி்பந்தறன்கற்ள நிறைவு செய்ய கவண்டும்.

 (i) x0-ன் அண்றமப் ்பகுதியில f(x) வறையறு்்கப்்பட்டிரு்்க கவண்டும்.

 (ii) lim ( )
x x

f x
® 0

 கிறட்்க கவண்டும்.

 (iii) f(x0) = lim ( )
x x

f x
® 0

 .

 நி்பந்தறன (iii)-ஐ  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −[ ] =
x

f x x f x
0 0 0 0   என மாறறியும் அறம்்கலாம். கமலும்  

x0-ல  f-ன் சதாடரச்சிறயப் பின்வருமாறு மாறறியும் வறையறு்்கலாம். அதாவது. 

வகையக் 9.8
 x0 என்ை புள்ளியின் அண்றமப் ்பகுதியில ொரபு f வறையறு்்கப்்பட்டு 

lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −[ ] =
x

f x x f x
0 0 0 0ஆ்கவும் இரு்குமானால y = f(x) என்ை ொரபு x = x0 என்ை 

புள்ளியில சதாடரச்சியானது எனலாம்.

 (iii) என்ை நி்பந்தறனறய lim ( ) lim
x x x x

f x f x
→ →

= ( )
0 0

 எனவும் எழுதலாம். lim
x x® 0

x-ல f ஆனது 

சதாடரச்சியா்க இரு்குமானால எலறல  ்குறியீட்றடயும், ொரபு  ்குறியீட்றடயும் இடமாறைம் செய்ய முடியும்.

9.3.1 ஒரு புள்ளியில ததொடர்ச்சியொ்ன ெொர்புைளின எடுத்துக்ைொட்டுைள்

(Examples of functions continuous at a point)

 (1) மாறிலிச் ொரபு  -ன் எலலா புள்ளியிலும் சதாடரச்சியானது .

  f x k k( ) ,= ∈  என்்பது ஒரு மாறிலி. x0 Î,  எனில f x k( ) .0 =  கமலும்

  lim ( ) lim( ) .
x x x x

f x k k
→ →

= =
0 0
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 (2) மிற்க முழு எண் அடு்கு உறடய அடு்குச் ொரபு்கள்  -ன் எலலா புள்ளி்களிலும் 

சதாடரச்சியானறவ.  f(x) = xn எனில, f -ன் ொர்ப்கம்    = (- ¥, ¥) மறறும் எலறலத் 

கதறைத்தின்்படி lim ,
x x

n
o
nx x x

→
= ∈

0
0  .

 (3) p(x) = a x a x a x a an n
n n0 1

1
1 0 0+ + + + ≠−
− ,  என்ை ்பலலுறுப்பு் க்காறவ்கள்  -ன் எலலா 

புள்ளி்களிலும் சதாடரச்சியானது. எலறலத் கதறைப்்படி 

   lim ( )
x x

p x
® 0

 = a x a x a x a p xn n
n n0 0 1 0

1
1 0 0+ + + + =−
− ( )

 (4) ்பலலுறுப்பு் க்காறவ்களின் பின்னம் அதாவது  R(x) = 
p x

q x

( )
( )

 , q(x) ¹ 0 என்ை விகிதமுறு 

ொரபு்கள் எலலாப் புள்ளி்களிலும் சதாடரச்சியானறவ.

   lim ( )
x x

R x
® 0

 = lim
x x® 0

 
p x

q x

( )
( )

    = 
lim ( )

lim ( )
( )
( )

( )x x

x x

p x

q x

p x

q x
R x→

→

= =0

0

0

0
0 .

 (5)  வட்டச் ொரபு்க்ளான sin x  மறறும் cos x என்்பறவ அவறறின் ொர்ப்கம்   = (- ¥, ¥)-ல 

உள்்ள எலலாப் புள்ளி்களிலும் சதாடரச்சியானறவ.

   lim
x x® 0

 sin x = sin x0 ,  lim cos cos
x x

x x
→

=
0

0 .

  இதன் விற்ளவா்க, எலறல்களின் தறலகீழி மறறும் வகுத்தல விதிகிளின்்படி, tan x, cot x,  
cosec x, sec x க்பான்ை ொரபு்கள் அவறறிறகு ச்பாருத்தமான ொர்ப்கங்களில சதாடரச்சியானறவ.

 (6) f x x n( ) =
1

 க்பான்ை n-ஆம் ்படி மூல ொரபு்கள் அவறறிறகு ச்பாருத்தமான ொர்ப்கங்களில 

சதாடரச்சியானறவ. ்காைணம்  lim
x x

n nx x
→









 =

0

1

0

1

 .

 (7) தறலகீழிச் ொரபு f x
x

( ) =
1

,  x = 0-ல அது சதாடரச்சியறைது. ஆனால   -{ }0 -ல எலலா 

புள்ளி்களு்கும்  f சதாடரச்சியானது.

 (8) h(x) = 
x x
x x
+

+





1 0
1 02

,
,
    
  

≤

>
 

  h-ன் ொர்ப்கம் எலலா சமய்சயண்்கள் ஆகும். கமலும்

   lim
x → −0

 h(x) = lim( ) ( )
x

x h
→ −

+ = =
0

1 1 0  

   lim
x → +0

 h(x) = lim( ) ( )
x

x h
→ +

+ = =
0

2 1 1 0 .

  எனகவ x = 0-ல  h ஒரு சதாடரச்சியான ொர்பாகும். கமலும் (- ¥, 0) மறறும் (0, ¥)-ல  h ஒரு 
சதாடரச்சியான ொரபு. எனகவ, (- ¥, ¥)-ல  h(x) ஒரு சதாடரச்சியானது.
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 (9) மீப்ச்பரு முழு எண் ொரபு f(x) = x  , x = 0-ல சதாடரச்சியறைது.

   lim
x → −0

 x    = - 1 மறறும்

   lim
x

x
→ +

 
0

 = 0

  எலலா முழு எண் மதிப்பு்களு்கும் இந்தச் ொரபு சதாடரச்சியறைது.

   குறிப்்பா்க  lim
x n

x
→ −

   = n - 1 மறறும்

   lim
x n

x
→ +

   = n.

 (10) மட்டுச் ொரபு  -ன் எலலா மதிப்பு்களு்கும் சதாடரச்சியானது.

  f(x) = |x| =  

−
=









x x
x

x x

  ; 
     ; 
     ;  

<

>

0
0 0

0
  குறிப்்பா்க, 
   lim | |

x
x

→ −0
 = lim( )

x
x

→ −
−

0
 = 0,

   lim | |
x

x
→ +0

 = lim
x → +0

(x) = 0, மறறும்

   lim ( )
x

f x
→ −0

 = 0 = lim ( )
x

f x
→ +

=
0

 0 = f(0).

 (11) ்படி்குறிச் ொரபு f(x) = ex,  -ன் எலலா புள்ளி்களு்கும் சதாடரச்சியானது.
 (12) மட்ற்கச் ொரபு f(x) = log x (x > 0), (0, ¥)-ல சதாடரச்சியானது.

9.3.2 ததொடர்ச்சியொ்ன ெொர்புைளின இயற்ைணிதம்

(Algebra of continuous functions)
 f மறறும் g என்ை ொரபு்கள், x0-ஐ உள்்ளட்கிய அண்றமப் ்பகுதியிலும் x0  என்ை புள்ளியிலும் 
சதாடரச்சியானறவ்கள் எனில,
 (1) x = x0-இல f + g  சதாடரச்சியானது
 (2) x = x0-இல f - g  சதாடரச்சியானது
 (3) x = x0-இல f . g  சதாடரச்சியானது

 (4) x = x0-இல  
f
g

 (g(x) ¹ 0) சதாடரச்சியானது

 (5) சதாடரச்சிறயப் ்பறறிய ொரபு்களின் கெரப்புத் கதறைம் f  என்ை ொரபு g(x0)-இல மறறும்  g 
என்ை ொரபு x = x0-இல சதாடரச்சியானறவ எனில fog -யும் x0-இல சதாடரச்சியானது.

மூடிய இகடதவளியில ததொடர்ச்சி

(Continuity in a closed  interval)

வகையக் 9.9
 f a b:[ , ] ®  என்ை ொரபு, திைந்த இறடசவளி (a, b)-ல சதாடரச்சியானதா்கவும் 

lim ( ) ( )
x a

f x f a
→ +

=  மறறும் lim ( )
x b

f x
→ −

 = f(b)ஆ்கவும் இருப்பின், அந்தச் ொரபு மூடிய இறடசவளி  

[a, b] -ல சதாடரச்சியானது  என்கூைலாம்.

03_9th Differential Calculus 1.indd   132 30-05-2022   14:53:43



133 எல்லைகள் மற்றும் த�ொடர்ச்சித் �ன்ம

 அதாவது ஒரு ொரபு a-்கு வலப்்ப்்கமிருந்து சதாடரச்சியா்கவும்  b-்கு இடப்்ப்்கமிருந்து 
சதாடரச்சியா்கவும் மறறும் (a, b) திைந்த இறடசவளியில உள்்ள ஒவசவாரு புள்ளி  x0-்கும் 
சதாடரச்சியா்க இரு்்க கவண்டும்.
விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.7

 f(x) = 1 2- x என்ை ொரபின் சதாடரச்சித் தன்றமறய ஆைாய்்க.
தீர்வு

 ொரபு f-ன் வறையறைப்்படி ொர்ப்கம் மூடிய 
இறடசவளி  [-1,1] ஆகும். 

 (1 - x2 ³ 0 ஆ்க இரு்கும்க்பாது  f 
வறையறு்்கப்்படுகிைது )  
 c Î (-1, 1) என்ை ஏகதனும் ஒரு புள்ளி்கு

  lim
x c®

 f(x) = lim
x c

x
→

−1 2  = lim( )
x c

x
→

−



1 2

1
2  

   = ( ) ( )1 2
1
2− =c f c .

  lim ( )
x

f x
→− +1

 = lim ( ) ( )
x

x f
→− +

− = =
1

2
1
21 0 1 .

  lim ( )
x

f x
→− −1

 = lim ( )
x

x
→− −

−



1

2

1
21 = 0 = f(-1).

 இவவாைா்க f என்ை ொரபு [-1, 1] இறடசவளியில சதாடரச்சியானது. இந்த் ்கண்கிறன 
ொரபு்களின் கெரப்புத் கதறைம் மூலமும் தீர்்கலாம்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.36
   பின்வரும் ொரபு்கள் எந்த இறடசவளி்களில சதாடரச்சியானது என் ்காண்்க.

 (i) f(x) = tan x  (ii)  g(x) = 
sin ,

,

1 0

0 0
x

x

x

   

          

≠

=






        (iii) h(x) = 

x
x

x

x

sin ,

,

1 0

0 0

   

            

≠

=






 

தீர்வு

 (i) f(x) = tan x என்ை ொரபு x = (2n + 1) 
p
2

 , n Î Z என்ை இடங்களில 

வறையறு்்கப்்படவிலறல. மறை எலலா இடங்களிலும் இது சதாடரச்சியானது, எனகவ  
f(x) = tan x ொரபு

  ... , , , , , ,...− −





 −














3
2 2 2 2 2

3
2

π π π π π π
 க்பான்ை திைந்த இறடசவளி்களில 

சதாடரச்சியானது.

 (ii) y
x

=
1

 என்ை ொரபு x = 0-ஐ தவிை   -ன் மறை எலலா இடங்களிலும் சதாடரச்சியானது. 

x = 0-இல ொரபு வறையறு்்கப்்படவிலறல. 
  g x

x
( ) sin=

1
 என்ை ொரபு x = 0 தவிை மறை எலலா இடங்களிலும் சதாடரச்சியானது.  

lim ( )
x

g x
®0

 மதிப்பு கிறட்்காது. எனகவ g என்ை ொரபு (- ¥, 0) மறறும் (0, ¥) 

இறடசவளி்களில சதாடரச்சியானது.

-1 1

1

y

o

x

2
( ) 1f x x= −

்படம் 9.36
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 (iii) h(x) என்ை ொரபு,   = (- ¥, ¥)-ல x0 ¹ 0 என உள்்ள எலலா புள்ளி்களு்கும் 

வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது.

   lim ( )
x x

h x
® 0

 = lim sin
x x

x
x→









0

1
 = x

x0
0

1
sin  = h(x0)

 For x0 0=  
   h(x) = x

x
.sin 1

 

   - x £ x
x

xsin 1
£

   g(x) = − = =x f x x
x
h x x, ( ) sin , ( )1

 

   lim ( )
x
g x

®0
 = 0, lim ( )

x
h x

→
=

0
0  

    lim sin .
x

x
x→
=

0

1 0    

 சேரு்குத் கதறைத்தின்்படி

   lim sin
x

x
x→







0

1
 = 0 = h(0).

  எனகவ சமய்சயண் க்காட்டில உள்்ள எலலாப் புள்ளி்களு்கும் h(x) சதாடரச்சியானது.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.37
 த்்காளி சமாத்த விற்பறனயா்ளர ஒருவர புதியதா்க அறுவறடயான த்்காளியின் விறல 
100 கிகலாவு்கு குறைவா்க வாஙகினால ரூ்பாய் ₹ 0.16/கி வீதமும் குறைந்த்பட்ெம்  100 கி 
வாஙகினால ரூ்பாய் ₹ 0.14/கி விற்பதா்க் ்காண்கிைார. சமாத்த விறலயின் ொரற்பயும் 100 கிகலா 
வாஙகும்க்பாது உள்்ள விறலறயயும் ்காண்்க.
தீர்வு
 ோள் ஒன்று்கு வாஙகும் த்்காளியின் அ்ளவு x என்்க. மறறும் விறல C என்்க.

 C(x) = 
0 16 0 100
0 14 100
. ,
. ,

x x
x x

  ;  
  ;   

≤ <
≥





 

 இந்தச் ொரபின் ்படம் பின்வருமாறு :

்படம் 9.37

100

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24 y

m = .14

m = .16

x

03_9th Differential Calculus 1.indd   134 30-05-2022   14:53:50



135 எல்லைகள் மற்றும் த�ொடர்ச்சித் �ன்ம

  x = 100-இல ொரபு சதாடரச்சியறைது. ஏசனனில  lim ( )
x

C x
→ −

=
100

16  மறறும்

lim ( )
x

C x
→ +

=
100

14  

 C(100) = 14

 இவவாைா்க, lim ( ) lim ( ) ( )
x x

C x C x C
→ →− +

= ≠ = =
100 100

16 14 100  

 இஙகுச் ொரபு ஒரு குறிப்பிட்ட மதிப்பு 14-ல இருந்து மறசைாரு எண் 16்கு மாறைம் அறடகிைது.

9.3.3 நீக்ைக் கூடிய மற்றும் துள்ைல ததொடர்ச்சியற்் தனகம

            (Removable and Jump discontinuities)
 பின்வரும் ொரபு்கற்ள் ்கவனிப்க்பாம் :

 (i) f x x
x

( ) sin
=  

 (ii) g x C x( ) ( ).=   (எடுத்து்்காட்டு 9.38-ல வறையறு்்கப்்பட்ட C x( ) )

 x = 0 -ஐ தவிை சமய்சயண் கேர்க்காட்டில உள்்ள எலலா புள்ளி்களு்கும்  f(x) 

வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது. அதாவது, f(0) வறையறு்்கப்்படவிலறல. ஆனால, lim sin
x

x
x→

=
0

1  ஆ்க 

உள்்ளது. பின்வருமாறு ொரற்ப மாறறி வறையறுப்க்பாம் எனில

   h(x) = 
sin ,x

x
x

x

≠

=







0

1 0,       
 

 சமய்சயண் கேர்க்காட்டில உள்்ள அறனத்துப் புள்ளி்களு்கும் x = 0-ஐயும்  கெரத்து h 
வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது. கமலும்  x = 0-இல h சதாடரச்சியானது.

   lim ( )
x
h x

®0
 = lim sin ( )

x

x
x

h
→

= =
0

1 0 .

 x ¹ 0-்கு h(x) = f(x) என்்பறத் ்கவனி்்கவும். மூலச்ொரபு f(x),  x = 0-இல சதாடரச்சியறைதா்க 
இருந்தக்பாதிலும் மாறறி வறையறு்்கப்்பட்ட ொரபு h பூஜ்ஜியத்திலும் சதாடரச்சியானதா்க உள்்ளது. 
அதாவது ொரற்ப மாறறி வறையறுத்து சதாடரச்சியறை தன்றமறய சதாடரச்சியானதா்க மாறை 
முடியும். இவவாறு உள்்ள சதாடரச்சியறை புள்ளி்கள் நீ்்க்கூடியத் சதாடரச்சியின்றம எனப்்படும்.

வகையக் 9.10

 h : I ® என்ை ொரபு h(x) = 
f x x x

f x x x
x x

( ),
lim ( ),

        ; 
  ;  

≠
=





 →

0

0
0

 என வறையறு்்கப்்பட்டால I Í R என்ை 

இறடசவளியில வறையறு்்கப்்பட்ட ொரபு f-்கு  x0 Î I -இல நீ்்க்கூடிய சதாடரச்சியறை தன்றம 
உள்்ளது எனலாம்.

 நீ்்க்கூடிய சதாடரச்சியறை தன்றம்கு lim ( )
x x

f x
® 0

 கிறட்்க கவண்டும்.

 எடுத்து்்காட்டு 9.38-ல உள்்ளவாறு g(x) = C(x) என்ை ொரற்ப ஆய்வு செய்கவாம்.  
இது [0, ¥)-இல உள்்ள எலலாப் புள்ளி்களிலும் வறையறு்்கப்்பட்டாலும், lim ( )

x
g x

®100
 

கிறட்்கப்ச்பைவிலறல. கமலும் lim ( ) lim ( )
x x

g x g x
→ →+ −

− = − =
100 100

16 14 2  என்ை முடிவான மதிப்பு்கு 
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ஒரு துள்்ளல உள்்ளது. lim ( )
x

g x
®100

-ன் மதிப்பு கிறட்்கவிலறல என்்பதால  x = 100-இல அது 

சதாடரச்சியறைது. இதுக்பான்ை சதாடரச்சியறை தன்றம்கள் துள்்ளல சதாடரச்சியறை தன்றம 
எனப்்படும். இதிலிருந்து பின்வரும் வறையறைறயப் ச்பைலாம் :

வகையக் 9.11
 I Í R  என்ை இறடசவளியில f  என்ை ொரபு வறையறு்்கப்்பட்டது என்்க. 

 lim ( )
x x

f x
→ −

0

மறறும் lim ( )
x x

f x
→ +

0

ஆகியறவ கிறட்்கப்ச்பறறு lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
→ →− +

≠
0 0

 எனுமாறு   

x0 Î I-இல  f-்குத் துள்்ளல சதாடரச்சியறை தன்றம உள்்ளது எனலாம்.

எடுத்துக்ைொட்டு 9.38

 f(x) = 
x

x
x

x

2 1 0

0 0

sin ,

,

  ;  

            ;  

≠

=






 என வறையறு்்கப்்பட்டால f என்ை ொரபு  -இல சதாடரச்சியானதா 

எனத் தீரமானி்்க.
தீர்வு

 இறடயீட்டுத் கதறைப்்படி lim sin
x

x
x→
=

0

2 1
0  மறறும் f(x)-ன் வறையறைப்்படி f(0) = 0, எனகவ,   

x = 0-இல f சதாடரச்சியானது. கமலும் மறை எலலா மதிப்பு்களு்கும் சதாடரச்சியானது என்்பது 
சதளிவா்கத் சதரிகிைது. எனகவ f என்ை ொரபு  -இல சதாடரச்சியானது.

பயிற்சி 9.5
 (1) f(x) = 2x2 + 3x - 5   -ன் எலலா புள்ளி்களிலும் சதாடரச்சியானது என நிறுவு்க. 

 (2) பின்வருவனவறறின் சதாடரச்சித் தன்றமறய ஆைாய்்க :

  (i) x + sin x (ii) x x2 cos  (iii) e xx tan  

  (iv) e xx2 2+   (v) x x. ln   (vi) 
sin x

x 2  

  (vii) 
x
x

2 16
4

−
+

 (viii) | x + 2 | + | x - 1 | (ix) 
| |
| |
x

x

−
+

2
1

 

  (x) cot x + tan x

 (3) பின்வரும் ொரபு்களு்குத் சதாடரச்சித் தன்றமறய் ச்காடு்்காத புள்ளி்கற்ள் ்காண்்க.

  (i) f(x) = 
4 5 3
4 5 3

x x
x x
+ ≤
−





,
,
  ;  
  ;  >  (ii)  f(x) = 

x x
x x
+




2 2
22

,
,

 ;  
     ; 

≥

<

  (iii) f(x) = 
x x
x x

3

2

3 2
1 2

− ≤

+







,
,
  ,  
  ,  >

  (iv) f(x) = 
sin ,

cos ,

x x

x x

   

  

0
4

4 2

≤ ≤








π

π
< <

π
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 (4) ச்காடு்்கப்்பட்ட ொரபு்கு் ச்காடு்்கப்்பட்ட புள்ளி x0 -இல சதாடரச்சியானதா அலலது 

சதாடரச்சியறைதா என் ்காைணத்துடன் கூறு்க.

   (i) x0 = 1,  f(x) = 
x
x

x

x

2 1
1

1

2 1

−
−

=







,

,

  

          

≠
  (ii) x0 = 3,  f(x) = 

x
x

x

x

2 9
3

3

5 3

−
−

=







,

,

  ;  

           ; 

≠

 (5) 
x
x

x

x

3 1
1

1

3 1

−
−

=







,

,

  ;  

          ;  

≠
என்ை ொரபு  (- ¥, ¥)-இல சதாடரச்சியானது என்்காட்டு்க.

 (6) f(x) =  
x
x

x

x

4 1
1

1

1

−
−

=







,

,

   ;  

          ;  

≠

α
 என வறையறு்்கப்்பட்ட ொரபில x = 1-இல ொரபு சதாடரச்சியானது 

எனில, α-ன் மதிப்பு ்காண்்க.

 (7) f(x) = 

0 0
0 2

4 2

2

,
,

,

    ; 
  ;  

   ;   

x
x x

x

<

≤ <
≥









 என்ை ொரபின் வற்ளவறைறய வறை்க. இச்ொரபு (- ¥, ¥)-ல 

சதாடரச்சியானது என நிறுவு்க.

 (8) f மறறும் g சதாடரச்சியான ொரபு்கள் கமலும் f(3) = 5 மறறும் lim ( ) ( )
x

f x g x
→

−[ ] =
3

2 4  

எனில g(3)-ஐ் ்காண்்க.

 (9) ொரபு சதாடரச்சியறைதா்க உள்்ள புள்ளி்கற்ள் ்காண்்க. இந்தப் புள்ளி்களில எந்தப் 
புள்ளி்களு்கு f-்கு வலப்்ப்்கத் சதாடரச்சி, இடப்்ப்்கத் சதாடரச்சி மறறும் எதுவுமிலறல 
என உள்்ளறத் ்காண்்க.  f -ன் வற்ளவறைறய வறை்க.

  (i) f(x) = 
2 1 1
3 1 1
2 1 1

x x
x x
x x

+ −
−

−









,

,

  ;   
        ;  

 ;   

≤
< <

≥
  (ii) f(x) = 

( ) ,
( ) ,
x x
x x
−

+







1 0
1 0

3

3

   ; 
   ;  

<

≥

 (10) f  பின்வருமாறு வறையறு்்கப்்பட்டுள்்ளது :

  f(x) =  

0 0
0

                    ;   
                    ;    

x
x x

<
≤ <11

4 2 1 3
4 3

2− + −
−











x x x
x x

  ;   
              ;    

≤ <
≥

  இந்தச் ொரபு சதாடரச்சியானதா?

 (11) பின்வரும் ொரபு்களில எவறறு்கு x = x0-ல நீ்்க்கூடிய சதாடரச்சியறை தன்றம உள்்ளது 
என் ்காண்்க? சதாடரச்சியறை தன்றம இரு்குமானால,  f-ன்  x ¹ x0-்கு ஏறைவாறு   
 -இல சதாடரச்சியா்க இரு்குமாறு  g என்ை ொரற்ப் ்காண்்க.

  (i) f(x) = 
x x

x
x

2

0
2 8

2
2− −

+
= −,     .
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  (ii) f(x) = 
x
x

x
3

0
64
4

4+
+

= −,   .

  (iii) f(x) = 
3
9

90
−
−

=
x

x
x,      .

 (12) g x
x b x
bx x

( ) =
− <
+ ≥





2 2 4
20 4

  ;  
  ;  

 என்ை ொரபு ( , )−∞ ∞ -ல சதாடரச்சியானது எனில மாறிலி b -ஐ் 

்காண்்க.

 (13) f x x
x

( ) sin=
π   என்்க. f(0)-ன் எந்த மதிப்பு்கு f எலலா இடங்களிலும் சதாடரச்சியானதா்க 

இரு்கும்?

 (14) f x x
x

( ) = −
−

2

3

1
1

 என்ை ொரபு x = 1-ல வறையறு்்கப்்படவிலறல.  f(1)-ன் எந்த மதிப்பிறகு   

x = 1-ல f சதாடரச்சியானதா்க இரு்கும் ?

 (15) பின்வரும் வற்ளவறை்களு்கு x x= 0 -ல எவவாறு சதாடரச்சியறறு உள்்ளது என்கூறு்க?

பயிற்சி 9.6
ெரியான அலலது மி்கவும் ஏறபுறடய விறடயிறன் ச்காடு்்கப்்பட்ட  
ோன்கு மாறறு விறட்களிலிருந்து கதரந்சதடு்்கவும்.

 (1) lim sin
x

x
x→∞

 

  (1) 1 (2) 0 (3) ¥   (4) −∞  

  ்படம் 9.38 ்படம் 9.39

x

y

O
x

y(a) (b)

0
x

0
xO

x

y
(c) (d)

0
xO

-2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

y

0
x x�

x

  ்படம் 9.40 ்படம் 9.41
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 (2) lim
cos/x

x
x→

−
π

π
2

2
 

  (1) 2 (2) 1 (3) -2   (4) 0

 (3) lim cos
x

x
x→

−
0

1 2
 

  (1) 0 (2) 1 (3) 2   (4) இவறறில ஏதுமிலறல

 (4) lim sin
sinθ

θ
θ→0

 

  (1) 1 (2) - 1 (3) 0 (4) 2

 (5) lim
x

x
x x
x x→∞

+ +
+ +











2

2

5 3
3

  (1) e4  (2) e2  (3) e3  (4) 1

 (6) lim
x

x
x→∞

−
+

=
2 1

2 1
 

  (1) 1 (2) 0 (3) - 1 (4) 
1
2

 

 (7) lim
x

x xa b
x→

−
=

0
 

  (1) log ab (2) log a
b






   (3) log b

a






   (4) a

b
 

 (8) lim
x

x x x x

x→

− − +
=

0 2

8 4 2 1
 

  (1) 2 log 2 (2) 2 2 2(log )   (3) log 2 (4) 3 log 2

 (9) f x x xx( ) ( ) ,= − ≤



1 0

1

, இஙகு x என்்பது x-்குச் ெமமான அலலது குறைவான மீப்ச்பரு முழு 
எண், எனில, lim ( )

x
f x

®0
-ன் மதிப்பு

  (1) - 1 (2) 0 (3) 2 (4) 4

 (10) lim
x

x
→
  =3

  (1) 2 (2) 3 (3) மதிப்பு இலறல (4) 0

 (11)   f x
x
x x

x
( )

,
,

=
− + < ≤




≤ ≤3 0
3 5 1 2

1
எனில

  (1) lim ( )
x
f x

→
=

1
1    (2) lim ( )

x
f x

→
=

1
3  

  (3) lim ( )
x
f x

→
=

1
2    (4) lim ( )

x
f x

®1
 இலறல
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 (12) f : ®  என்்பது f x x x x( ) | |= −  + − ∈3 4 ,   , என வறையறு்்கப்்பட்டால lim ( )
x

f x
→ −3

 -ன் 

மதிப்பு

  (1) - 2 (2) - 1 (3) 0 (4) 1

 (13) lim sin
x

xxe x
x→

−
0

 -ன் மதிப்பு

  (1) 1 (2) 2 (3) 3 (4) 0

 (14) If lim sin
tanx

px
x→
=

0 3
4  எனில p-ன் மதிப்பு

  (1) 6 (2) 9 (3) 12 (4) 4

 (15) lim sin cos
/α π

α α

α π→

−

−
4

4

 -ன் மதிப்பு

  (1) 2   (2) 
1
2

  (3) 1 (4) 2

 (16) lim
n n n n

n
n→∞

+ + + +







1 2 3
2 2 2 2  is

  (1) 
1
2

  (2) 0 (3) 1 (4) ¥  

 (17) lim
sin

x

xe
x→

−
=

0

1
 

  (1) 1 (2) e (3) 
1
e

  (4) 0

 (18) lim
tan

tan

x

x xe e
x x→

−
−

=
0

 

  (1) 1 (2) e (3) 
1
2

  (4) 0

 (19) lim sin
x

x
x®0 2

 -ன் மதிப்பு

  (1) 1 (2) - 1 (3) 0 (4) எலறல மதிப்பு இலறல 

 (20) lim
x k

x x
→ −

−   -ன் மதிப்பு இஙகு k
  (1) - 1 (2) 1 (3) 0 (4) 2

 (21) x =
3
2

-ல f x
x
x

( ) | |
=

−
−

2 3
2 3

 என்்பது

  (1) சதாடரச்சியானது  (2) சதாடரச்சியறைது

  (3) வற்கயிடத்த்்கது  (4) பூஜ்ஜியமறைது
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 (22) f : ®   என்்பது   f x
x x
x x

( )
;
;

=
−





  xU tpfpjKwh vz;

 xU tpfpjKW vz;1  எனில f  என்்பது

  (1) x =
1
2

 -ல சதாடரச்சியறைது (2) x =
1
2

 -ல சதாடரச்சியானது

  (3) எலலா இடங்களிலும் சதாடரச்சியானது (4) எலலா இடங்களிலும் சதாடரச்சியறைது

 (23) ொரபு f x
x
x

( ) = −
+

2

3

1
1

, x = −1 ஆல வறையறு்்கப்்படவிலறல. f ( )-1 -ன் எம்மதிப்பிறகு இந்த 

ொரபு சதாடரச்சியானதா்க இரு்கும்.

  (1) 
2
3

  (2) -
2
3

  (3) 1 (4) 0

 (24) f  என்ை ொரபு [2, 5]-இல சதாடரச்சியானது என்்க. x-ன் எலலா மதிப்பு்களு்கும்  f விகிதமுறு 
மதிப்பு்கற்ள மட்டுகம ச்பறும். கமலும் f ( )3 12=  எனில f ( . )4 5 -ன் மதிப்பு

  (1) 
f f( ) ( . )

.
3 4 5

7 5
+

  (2) 12 (3) 17.5 (4) 
f f( . ) ( )

.
4 5 3

1 5
-

 

 (25) f  என்ை ொரபு f x x x
x

x( ) | | ,=
−

≠ 0  என வறையறு்்கப்்பட்டு f ( )0 2= எனில f என்்பது

  (1) எஙகும் சதாடரச்சியானது அலல

  (2) எலலா இடங்களிலும் சதாடரச்சியானது

  (3) x = 1-ஐ தவிை எலலா x மதிப்பு்களு்கும் சதாடரச்சியானது

  (4) x = 0 -ஐ தவிை எலலா x மதிப்பு்களு்கும் சதாடரச்சியானது

்ொடத் ததொகுப்பு

   இப்்பாடப்்பகுதியில ோம் ்கறறுத் சதளிந்தறவ

 • x-ன் மதிப்பு x0 -்கு குறைவான மதிப்பிலிருந்து  x0 -ஐ சேருஙகும்க்பாது y f x= ( )  என்ை 

ொரபின் எலறல மதிப்பு
 • x-ன் மதிப்பு x0 -்கு அதி்கமான மதிப்பிலிருந்து x0 -ஐ சேருஙகும்க்பாது y f x= ( )  என்ை 

ொரபின் எலறல மதிப்பு.
 • x0

-ஐ நீ்கிய  x0 -ன் அண்றமப்்பகுதியில x-ன் மதிப்பு x0 -ஐ சேருஙகும்க்பாது ொரபு  

f-ன் எலறலமதிப்பு இரு்குமானால lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x L f x f x L
→ → →− +

= = = =
0 0 0

 என 

இரு்கும். இதன் மறுதறலயும் உண்றம.
 • lim ( )

x x
f x L

→
=

0
  என்்பது x x= 0 -ஐ தவிை  x-ன் மதிப்பு  x0 -்கு இருபுைமிருந்தும் x0 -ஐ 

சேருஙகும்க்பாது f(x) -ன் மதிப்பு L -்கு சேருஙகுகின்ைது.

 • lim ( )
x x

f x
® 0

மறறும் lim ( )
x x

g x
® 0

 இரு்குமானால
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  (i) lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

±[ ] = ±
0 0 0

, 

  (ii) lim ( ). ( ) lim ( ). lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

[ ] =
0 0 0

 

  (iii) lim ( )
( )

lim ( )

lim ( )x x

x x

x x

f x
g x

f x

g x→

→

→









 =

0

0

0

  எனில g x( ) ¹ 0 ,  lim ( )
x x

g x
→

≠
0

0 .

 • x x→ −
0  எனும்க்பாது f x( ) →±∞  அலலது  x x→ +

0  எனும்க்பாது f x( ) →±∞  அலலது 

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x l l f x
→ →− +

= ≠ =
0 0

1 2   என இரு்குமானால, x-ன் மதிப்பு x0 -ஐ சேருஙகும்க்பாது 

f(x)-ன் எலறல மதிப்பு இலறல. 

 • ( , )M ¥  என்்பது +∞ -ன் அண்றமப்்பகுதி,  M >0

  ( , )−∞ K  என்்பது  −∞ -ன் அண்றமப்்பகுதி K < 0.

 • x x® 0  எனும்க்பாது f x( ) →±∞எனில x x® 0 என்று செஙகுத்துத் சதாறலத் 

சதாடுக்காடு ஆகும்.
 • x →∞  எனும்க்பாது f x l( ) ® 1 அலலது x →−∞  எனும்க்பாது  f x l( ) ® 2  ஆகியவறறில 

ஒன்று உண்றம எனில y = f(x)  என்ை வற்ளவறை்கு y l= 1  (அ) l2  என்ை க்காடு 
கிறடமட்டத் சதாறலத் சதாடுக்காடு ஆகும்.

 • f x( )  சதாடரச்சியானது எனில

  (i) lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

=
0

0  

  (ii) lim[ ( ) ( )]
∆ →

+ ∆ − =
x

f x x f x
0 0 0 0  

  (iii) lim ( ) lim
x x x x

f x f x
→ →

= ( )
0 0

 இதன் மறுதறலயும் உண்றம.

 • துள்்ளல மறறும் நீ்்க்கூடிய சதாடரச்சியறை தன்றம.
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143 எல்லைகள் மற்றும் த�ொடர்ச்சித் �ன்ம

வக்க நுண்கணிதம்-எலகலை்கள் 
மற்றும் ததகாடர்ச்சித் தனகம

செயல்பாட்டின் இறுதியில

கிறட்்கப் ச்பறுவது

�டி - 1
கீழ்்காணும் உைலி / விறைவு் குறியீட்றடப் ்பயன்்படுத்தி GeoGebra-வின் “XI standard 
Limits” ்ப்்கத்திறகுச்  செல்க.  உங்கள்  ்பாடம் ொரந்த ்பல ்பயிறசித்தாள்்கள் இப்்ப்்கத்தில 
ச்காடு்்கப்்பட்டிரு்கும்.. 

�டி -2
“Limits basic” என்ை ்பயிறசித் தாற்ளத் கதரவு செய்்க. சதாடர ொரபு 
ச்காடு்்கப்்பட்டிரு்கும்.உங்களு்கு கவண்டிய புள்ளிறய ேழுவல ‘a’ ே்கரத்தி 
கதரவு செய்து ச்காள்்ளலாம்.க்காடு x = h -ஐ  ே்கரத்தவும் (ஒரு புள்ளி்கு 
அருகில) இடது மறறும்  வலது ்ப்்கம் இரு புைமும் f(h) -ஐ ெரி்பார்்க ேழுவல  
“h”-ஐ ே்கரத்தவும். புத்த்கத்தில உள்்ள வறையறையுடன் ஒப்பிட்டு ெரி ்பார்்கவும்..

கமலும் புது வினா்்களு்கு “New Problem” என்்பறதத் கதரவு செய்யவும்.

உைலி :
https://ggbm.at/ycgpqqv9

*்படங்கள் அறடயா்ளத்திறகு மட்டும்.

இகணயச் தெயல்ொடு 9 (a)

�டி - 1 �டி - 2
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144XI - கணிதவியல்

செயல்பாட்டின் இறுதியில

கிறட்்கப் ச்பறுவது

�டி - 1 
கீழ்்காணும் உைலி / விறைவு் குறியீட்றடப் ்பயன்்படுத்தி GeoGebra-வின் XI “ standard 
Limits” ்ப்்கத்திறகுச்  செல்க.  உங்கள்  ்பாடம் ொரந்த ்பல ்பயிறசித்தாள்்கள் இப்்ப்்கத்தில 
ச்காடு்்கப்்பட்டிரு்கும்.

�டி - 2
“Piece-wise limit” என்ை ்பயிறசித் தாற்ளத் கதரவுசெய்்க.க்காடு x = h -ஐ ே்கரத்தவும் (ஒரு 
புள்ளி்கு அருகில) இடது மறறும் வலது்ப்்கம் இருபுைமும் f(h) -ஐ ெரி்பார்்க ேழுவல 
“h”-ஐ ே்கரத்தவும். புத்த்கத்தில உள்்ள வறையறையுடன் ஒப்பிட்டுச் ெரி்பார்்கவும்.

உைலி :
https://ggbm.at/ycgpqqv9
*்படங்கள் அறடயா்ளத்திறகு மட்டும்.

�டி - 1 �டி - 2

வக்க நுண்கணிதம்-எலகலை்கள் 
மற்றும் ததகாடர்ச்சித் தனகம

இகணயச் தெயல்ொடு 9 (b)
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