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10.1 அறிமுகம் (Introduction)
	 இப்பாடப்குதியில்	 வகைக்ைழுக	 ைருத்தியகைப	 ்ற்றியும்,	 அதன்	 ்தபாடர்பான	 இதர	
ைருத்துைகையும்	 ஆரபாயவதன்	 மூைம்	 அன்்பாட	 வபாழககையில்	 சந்திககும்	 சவபால்ைளுககுத்	 தீரவுக	
ைபாண	இயலும்.	 இதன்	 ்தபாடரச்சியபாை	 திகசவவைத்தின்	 சரபாசரிகயக	 கீழகைபாணும்	உதபாரணத்தின்	
மூைம்	ைபாணவ்பாம்.

	 ஒரு	குறிபபிடட	தூரத்திகனக	ைடகை	உள்ளுணரவு	மூைம்	திகசவவைம்	அல்ைது	வவை	வீதத்திகனப	
்யன்்டுத்தும்	இயல்பு	 ்்பாதுவபாை	அகனவரிடமும்	உள்ைது.	 சபான்்பாை	 ஒரு	 மணி	 வேரத்தில்	ஒரு	
வ்ருந்து	60	கி.மீ.	தூரத்திகனக	ைடந்தபால்	அபவ்ருந்தின்	சரபாசரித்	திகசவவைம்	மணிககு	60	கி.மீ.	என	
அகமயும்.	ஆனபால்	 ்யணத்	தூரம்	முழுவதும்	 60	 கி.மீ.	 எனச்	 சீரபான	 வவைத்திவைவய	 வ்ருந்திகன	
இயகை	இயைபாது.	ஏ்னனில்	ேைரபபு்ஙைளில்	சற்வ்	வவைத்திகன	குக்கைவும்	பி்	வபாைனஙைகைக	
ைடககும்வ்பாது	 வவைத்திகனக	 கூடடவும்	 வவணடும்.	 வவறு	 ்சபாற்ைளில்	 ்சபால்வ்தன்்பால்,	
வேரத்திகனப	் ்பாறுத்துத்	திகசவவைம்	
மபாறும்	எனைபாம்.
				ஒரு	வ்பாககுவரத்து	நிறுவனத்தின்	
அடடவகணப்டி	ஒரு	வ்ருந்து	ஓர	
ஊரிலிருந்து	 மற்வ்பார	 ஊருககுச்	
்சல்ை	ஒரு	மணி	வேரத்தில்	60	கி.மீ.	
ைடகை	வவணடு்மனில்	வ்ருந்தின்	
்யணப்பாகதயில்	 ஆஙைபாஙவை	
ஏற்்டும்	 வேர	 விரயத்திகனயும்,	
வவைக	 குக்விகனயும்	 ஏகனய	
இடஙைளில்	 ஈடு்சயய	 வவணடும்	
என்்தகன	 ஓடடுேர	 உணரந்வத	
வ்ருந்திகன	 இயககுகி்பார.	
சரபாசரித்	 திகசவவைம்	 மணிககு 
60	கி.மீ.	 	என்று	 	அறிந்திருந்தபாலும்,	
ஒரு	 குறிபபிடட	 தருணத்தில்	
வ்ருந்தின்	 திகசவவைம்	
என்ன்வன்்தற்கு	 விகடயபாை	
அகமயபாது.	
	 ்்பாதுவபாை,	 சரபாசரித்	 திகசவவைம்	 அல்ைது	 ேைரும்	 ்்பாருளின்	 சரபாசரி	 வவைம்	 என்்து	
இடப்்யரச்சியின்	வேர	வீதம்	என்்து	கீழகைபாணுமபாறு	வகரயறுகைப்டுகி்து.

vave =
gaz J}uk;

gaz neuk;

வகக நுணகணிதம்
வகககை ைற்றும் வககயிடல் முகைகள்

DIFFERENTIABILITY AND METHODS OF DIFFERENTIATION 10அத்தியாயம்

“தேவையானவே எடுத்துக் க�ாள், கெயைன கெய,
அவையதைண்டியவே அவைைாய”

- லிபினிட்ஸ்
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உவசன்	வ்பால்டடின்	தற்வ்பாகதய	வவைம்	என்ன?→நுணைணிதம்
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146XI - கணிதவியல்

 ஒரு	 10	 கி.மீ	 ்ந்தயத்	 தூரத்திகன	 ஓர	 ஓடடப	 ்ந்தய	 வீரர	 நிக்வு	
்சயய	எடுத்துக	்ைபாணட	வேரம்	1	மணி	15 நிமிடஙைள்	 (1.25	மணி)	எனக	
ைருதுவவபாம்.	
	 இந்த	ஓடடப	்ந்தயத்தில்	அவருகடய	சரபாசரித்	திகசவவைம்	அல்ைது	
சரபாசரி	வவைம்

vave = =
10

1 25
8

.
	கி.மீ.	/	மணி	என்்தபாகும்.

	 ்ந்தயத்	தூரத்தின்	் பாதித்	தூரத்திகனக	ைடககும்	தருணத்தில்	ஓடு்வரின்	

வவைம்	 v-யிகனத்	 துல்லியமபாைக	 ைணககிட	 வவணடும்	 எனக	 ைருதுவவபாம்.		 
0	மணியிலிருந்து	0.5	மணிககுள்	உள்ை	வேர	இகட்வளியில்	உள்ை	தூரம்	 

5	கி.மீ.	எனில்,		 vave = =
5

0 5
10

.
	கி.மீ/மணி	ஆகும்.

	 அவத	சமயம்,	அகர	மணி	வேரத்தில்	ஓடு்வரின்	வவை	வீதத்திற்ைபான	ைணவேர	வீதம்	v-ஐ	சி்ந்த 
குறியீடபாை	 வமற்ைணட	 விகடகய	 எடுத்துக	 ்ைபாள்ை	 இயைபாது.	 ்தபாடகை	 இடத்திலிருந்து	 5.7	 கி.மீ	
தூரத்தில்	0.6	மணியில்	இருககி்பார	எனத்	தீரமபானித்தபால்,	 	0	மணியிலிருந்து	0.6	மணி	வகரயுள்ை	

சரபாசரி	வவைம்	 vave =
−
−

=
5 7 5
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. .
கி.மீ./மணி	ஆகும்.

 ைகடசியபாைப	 ்்்ப்டட	 v-ன்	 மதிபக்	 சற்வ்்ககுக்யச்	 சரியபான	 மதிபபீடபாைக	 ைருதைபாம்.	
இகைபாை	இகட்வளிகய		0.5 மணிககுள்	‘குக்ப்தன்	மூைமும்’	அதற்வைற்்		5 கி.மீ.	தூரத்திற்கு	ஒப்	
வேர	அைவீடகடயும்	ைணககிடும்வ்பாது	ஓடு்வரின்	வவைத்திகன	அகரமணியில்	வமலும்	சி்ப்பான	
வதபாரபாய	மதிபபீடுைகைத்	தர	இயலும்.
	 திகசவவைத்திகனக	ைணககிடுவது	என்்து	 y f x= ( ) 	எனும்	் ்பாதுவபான	் குமுக்ச்	சபாரபினது	
ைணித	 மபாதிரியின்	 வகையிடுதகைக	 ைணககிடுவதற்கு	 இடடுச்	 ்சல்கி்து.	 அதன்	 விகைவபாை	
கீழகைபாணும்	 குறிகவைபாள்ைகையும்,	 ்தபாடரச்சியபாை	 வகையிடுதலின்	 ்குப்பாயவிகனப	 ்ற்றியும்	
ைபாணவ்பாம்.

கற்றலின் ந�ோககஙகள்

இப்பாடப்குதி	நிக்வுறும்வ்பாது	மபாணவரைள்	அறிந்திருகை	வவணடியகவைைபாை
• பின்னஙைளின்	எல்கையபாை	வகையீடடிகன	அறிதல்
• வடிவியல்	ரீதியபாை	வகையீடடிகனக	ைபாணுதல்
• மபாற்்ஙைளின்		அைவீடடுச்	்சயைபாை	வகையீடடிகனப	புரிந்து	்ைபாள்ளுதல்
• வகைவகரைளின்	மீதபான	் தபாடுவைபாடுைளின்	சபாயவபாைவும்/மபாறுவீதம்	ஆைவும்	வகையீடடிகன	

உணரந்து	்ைபாள்ளுதல்
• வகையிடுதலின்	்ல்வவறு	முக்ைகை	அறிந்து	்ைபாள்ளுதல்
• அன்்பாட	நிைழவுைளின்	தீரவுைளுககுக	ைருவியபாை	வகை	நுணைணிதத்கதப	்யன்்டுத்துதல்.
ஆகியகவ	எதிர்பாரகைப்டுகின்்ன.

10.2 வககயிடுதலின் கருத்தாககம் (The concept of derivative)
 ்திவனழபாம்	 நூற்்பாணடில்	 ைணிதவியைபாைரைள்	 தீரவு	 ைபாண	 முயன்்	 ேபான்கு	 முககியமபான	
ைணககுைளிலிருந்து	வகைநுண	ைணிதம்	வதபான்றி	வைரச்சி	்்ற்்து.	அகவ
 (1) ்தபாடுவைபாடுக	ைணககு
 (2) திகசவவைம்	மற்றும்	முடுகைக	ைணககு
 (3)	 சிறுமம்	மற்றும்	்்ருமக	ைணககு
 (4)	 ்ரப்ைவுக	ைணககு.

 முதலிரணடு	 ைணககுைகைப	 ்ற்றி	 இப்பாடப்குதியில்	 ைபாணவ்பாம்.	 ஏகனய	 இரணடிகனப	
பின்னர	வரும்	்பாடப்குதியில்	ைபாணைபாம்.

�ாட்ஃபிவைட் விலகஹெலம் 
லிபினிட்ஸ் (1646 - 1716)
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10.2.1. ததாடுககாடுக கணககு(The tangent line problem)
 ஒரு	 வகைவகரயில்	 குறிபபிடட	 ஒரு	 புள்ளியில்	 ஒரு	
வேரகவைபாடு	 ்தபாடுவைபாடபாை	 அகமகின்்து	 என்்தன்	 ்்பாருள்	
என்ன?	 ஒரு	 வடடத்தில்	 ‘P’	 எனும்	 புள்ளியின்	 மீது	 ்தபாடடுச்	
்சல்லும்	 ்தபாடுவைபாடு	 என்்து	 ்டம்	 10.1-ல்	 ைணடுள்ைவபாறு	
‘P’ எனும்	 புள்ளிகயச்	 சந்திககும்	 ஆரகவைபாடடிற்குச்	 ்சஙகுத்துக	
வைபாடபாை	(radial line) அகமயும்.
			ஆனபால்	்்பாதுவபான	வகைவகரயபாை	இருந்தபால்	்தபாடுவைபாடகடக	
ைணடறிவது	 மிைக	 ைடினமபான	 ்சயைபாகும்.	 எடுத்துகைபாடடபாை	
கீழகைபாணும்	 10.2-லிருந்து	 10.4 வகரயிைபான	 ்டஙைளில்	
உள்ைவற்றிற்குத்	்தபாடுவைபாடுைகை	எவவபாறு	வகரயறுகை	இயலும்?

 ‘P’ எனும்	புள்ளியில்	வகைவகரகய	்வடடிச்	்சல்ைபாமல்	்தபாடடுச்	்சல்லும்	வைபாடுதபான்	
்தபாடுவைபாடபாை	அகமயும்	எனக	கூ்	முகனயைபாம்.	இந்த	வகரயக்	்டம்	10.2-ல்	உள்ைது	வ்பான்்	
வகைவகரககுப	்்பாருந்தும்,	ஆனபால்	10.3-ல்	உள்ை	வகைவகரககுப	்்பாருந்தபாது,	 	அல்ைது	ஒரு	
வகைவகரககு	 ஒரு	 வைபாடு	 ்தபாடுவைபாடபாை	 அகமய	 வவணடு்மனில்,	 வைபாடும்	 வகைவகரயும்	
ஒவர	 ஒரு	 புள்ளியில்	 ்தபாடடுச்	 ்சல்ைவவபா	 அல்ைது	 சந்திகைவவபா	 வவணடும்.	 ஆனபால்	 இந்த	
வகரயக்	வடடத்திற்குப	 ்்பாருந்தக	கூடும்.	ஆனபால்	 ்டம்	 10.4-ல்	உள்ைது	 வ்பான்்	 ்்பாதுவபான	
வகைவகரைளுககு	இந்த	வகரயக்	்்பாருந்தபாது.
 அடிப்கடயில்	‘P’  எனும்	புள்ளியில்	உள்ை	்தபாடுவைபாடகடக	ைணடறிய	முயல்வது	‘P’ எனும்	
புள்ளியில்	்தபாடுவைபாடடின்	சபாயவிகனக	ைணடறிவதபாை	மபாறுகி்து.
	 இச்சபாயவிகன,	 ்தபாடுவகரபபுள்ளி	 	  (point of tangency) மற்றும்	 வகைவகரயின்	 மீதபான	
மற்்்பாரு	புள்ளி	வழியபாைச்	்சல்லும்	்வடடுக	வைபாடடின்	சபாயவுககுத்	வதபாரபாயமபாைப	்டம்	10.5ல்	
ைபாண்துவ்பால்	ைபாணைபாம்.
	 ்தபாடுவகரபபுள்ளியபாை	 P(x0, f (x0)) எனவும்	இரணடபாவது	 புள்ளியபாை	Q(x0 + Dx, f (x0 + Dx)) 
எனவும்	ைருதுவவபாம்.	

 m =  
y y
x x

2 1

2 1

-
-

எனும்	சபாயவு	விதியில்	பிரதியிடுவதன்	மூைம்	இரு	புள்ளிைள்	வழியபாைச்	்சல்லும்	

்வடடுக	வைபாடடின்	சபாயகவப	்்்	இயலும்.

 msec = 
f x x f x
x x x

( ) ( )
( )

0 0

0 0

+ ∆ −
+ ∆ −

 = 
y
x

y
x

?d;; khw;wk;

?d; khw;wk;
=
∆
∆

 அதபாவது, msec = 
f x x f x

x
( ) ( )0 0+ ∆ −

∆
 என்்து	

்வடடுகவைபாடடின்	சபாயவபாை	அகமயும்.
	 இந்தச்	சமன்்பாடடின்	வைப்கைம்	இருப்து	வவறு்பாடடுப	
பின்னம்		(Difference quotient) ஆகும்.	

	 ்குதி	 Dx என்்து	 x-ன் மோற்றம் (x-ன்	அதிைரிபபு)	 மற்றும்	
்தபாகுதி	Dy = f(x0 + Dx) - f(x0) என்்து	y-ன் மோற்றம்	ஆகும்.

	 ்தபாடுவகரபபுள்ளிககு	மிை	அருவை	புள்ளிைகைத்	வதரந்்தடுப்தன்	மூைம்	்தபாடுவைபாடடின்	
சபாயவிற்ைபான	சி்ந்த	வதபாரபாய	மதிபபிகனப	்்்	இயலும்	என்்வத	இம்முக்யின்	சி்ப்ம்சம்	ஆகும்.

x

y

P

x

y

P

x

y

P

x

y

P

( )y f x=
(

)

y
f

x
=( )y f x=

்டம்	10.1

்டம்	10.5

	 ்டம்	10.2	 ்டம்	10.3	 ்டம்	10.4

x

y

  

  

∆x

( )
y f x=

0 0
( , ( ))P x f x

0 0
( , ( ))Q x x f x x+ ∆ + ∆

0 0
( ) ( )y f x x f x∆ = + ∆ −

bt
l;L

f;n
fh
L
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ததாடுககாட்டின் கதாராயம்

்டம்	10.6 முதல்	10.13 வகர

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

0x∆ → 0x∆ →

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x
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விளக்� எடுத்துக்�ாட்டு 10.1
 f (x) = x2 	 எனும்	 வகைவகரககு	 (1, 1) 
என்்	புள்ளியில்	்தபாடுவைபாடடின்	சபாயவிகனக	
ைணடறிவவபாம்.

	 முதலில்	 Dx = 0.1 எனக	 ைருதுவவபாம்.	 
(1, 1) மற்றும்	 (1.1, (1.1)2)	 புள்ளிைள்	வழியபாைச்	
்சல்லும்	 ்வடடுகவைபாடடின்	 சபாயவிகனக	
ைணடறிவவபாம்.
 (i) f (1.1) = (1.1)2 = 1.21

 (ii) Dy = f (1.1) - f (1)

   = 1.21 - 1 = 0.21

 (iii) 
D
D
y
x   = 

0 21
0 1
.
.

  = 2.1

 1-ககு	 வைப்கைமும்	 இடப்கைமும்	 அகமயும்	 அடுத்தடுத்த	 மதிபபுைகைக	 கீழகைபாணும்	
வகையில்	அடடவகணப்டுத்துவவபாம்.

Dx 1 + Dx f (1) f (1 + Dx) Dy Dy / Dx

0.1 1.1 1 1.21 0.21 2.1

0.01 1.01 1 1.0201 1.0201 2.01

0.001 1.001 1 1.002001 0.002001 2.001

- 0.1 0.9 1 0.81 - 0.19 1.9

- 0.01 0.99 1 0.9801 - 0.0199 1.99

- 0.001 0.999 1 0.998001 - 0.001999 1.999

	 ்தளிவபாை,		 lim
∆x

y
x→ −

∆
∆0

 = 2 ;  lim
∆x

y
x→ +

∆
∆0

 = 2

	 இவற்றின்	மூைம்	 lim
∆x

y
x→

∆
∆

=
0

2எனக	ைபாணைபாம்.

	 எனவவ,	y = x2 	எனும்	வகைவகரயின்	்தபாடுவைபாடடின்	சபாயவு	(1, 1) எனும்	புள்ளியில்	mtan = 2 
என	அகமயும்.

	 ்டஙைள்	 10.6 முதல் 10.13,	 விைகை	 எடுத்துகைபாடடு	  10.1	 மற்றும்	 ேமது	 உள்ளுணரவின்	
வபாயிைபாை,	  “P எனும்	 புள்ளியில்	 y = f (x) எனும்	 வகைவகரயின்	 ‘L’ எனும்	 ்தபாடுவைபாடு,	 
Q ® P (Dx ® 0)	எனுமபாறு	P மற்றும்	Q-ன்	வழியபாைச்	்சல்லும்	்வடடுகவைபாடு	PQ -ன்	எல்கை	என	
எடுத்துகரகை	இயலும்’.	 வமலும்	  L-ன்	 சபாயவு	mtan என்்து	Dx ® 0	 எனும்வ்பாது	 msec -ன்	எல்லை 
மதிப்ோக அகமயும்.	இதகனவய	பின்வருமபாறு	்தபாகுத்துக	கூ்ைபாம்:

வகரயகை 10.1  (சாய்வு m உள்்ள ததாடுககாடு) (Tangent line with slope m) 
 x0	என்்	புள்ளி	அகமந்துள்ை	தி்ந்த	இகட்வளியில்	f 	என்்	சபாரபிகன	வகரயறுபவ்பாம்.

 வமலும்,	 lim lim ( ) ( )
tan∆ → ∆ →

∆
∆

=
+ ∆ −
∆

=
x x

y
x

f x x f x
x

m
0 0

0 0   கிகடகைப்்ற்்பால்,	m எனும்	சபாயவுடன்	

(x0, f (x0)) புள்ளி	வழியபாைச்	்சல்லும்	வைபாடு,	(x0, f (x0))	எனும்	புள்ளியில்	f எனும்	வகைவகரயின்	
த�ோடுநகோடோக அகமயும்.

2y x=

tan
2m =

x

y

்டம்	10.14
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 x f x0 0, ( )( )  என்்	 புள்ளியில்	 வகரயப்டட	 த�ோடுநகோட்டின் சோய்வு,	 அபபுள்ளியில்	
வகைவகரயின்	சபாயவு	எனவும்	அகழகைப்டுகி்து,

	 வகரயக்யின்	மூைம்	ஒரு	வகைவகர	 (x0, f (x0))	 என்்	 புள்ளியில்	ஒரு	்தபாடுவைபாடடிகனத்	
தருமபாயின்	அது	தனித்ததபாை	இருககும்.	ஏ்னனில்	் ைபாடுகைப்டட	ஒரு	புள்ளி	மற்றும்	சபாயவு	வழியபாை	
ஒவர	ஒரு	வைபாடடிகனவய	வகரய	இயலும்.

	 வகைவகரயின்	சபாயகவக	ைபாண்தற்ைபான	நி்ந்தகனைகை	4	்டி	நிகைைைபாை	எழுதைபாம்.

 (i) x0 மற்றும்	 x0 + Dx என்்	புள்ளிைளில்	 f-ன்	மதிபபுைகைக	ைபாணை.	அதபாவது,	 f (x0) மற்றும்	 
f(x0 + Dx)	ஆகியவற்க்க	ைபாணை.

 (ii) Dy ைணககிடுை: அதபாவது	Dy = f (x0 + Dx) - f (x0)-ஐ	ைபாணை.

 (iii) Dy-ஐ	 Dx ≠ 0ஆல்	வகுகை :	அதபாவது,	  
D
D
y
x  = 

f x x f x
x

( ) ( )0 0+ ∆ −
∆

-ஐ	ைபாணை.

 (iv) Dx ® 0 (Dx ≠ 0) எனும்வ்பாது	: 
D
D
y
x -ன்	எல்கைகயக	ைபாணை.	அதபாவது,	 mtan = lim

x

y
x→

∆
∆0

 விைகை	எடுத்துகைபாடடு	10.1-ல்	உள்ை	வகைவகரயின்	சபாயவிகனக	ைபாண்கத	எளிகமப்டுத்த	
வகரயக்ைள்	்யன்்டுவகதக	ைபாணைபாம்.
 (i) f (1) = 1 12 = .  

 எந்த்வபாரு	Dx ¹ 0-ககும்				f (1 + Dx) = (1 + Dx)2 = 1 + 2Dx + (Dx)2

 (ii) Dy = f (1 + Dx) - f (1) = 2Dx + (Dx)2 = Dx (2 + Dx)

 (iii) 
D
D
y
x   = 

∆ + ∆
∆

x x
x

( )2
 

   = 2 + Dx .

 (iv) mtan = lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

   = lim( )
x

x
0

0 2 .

எடுத்துககாட்டு 10.1
 f (x) = 7x + 5 எனும்	வகைவகரககு	(x0, f (x0))	எனும்	புள்ளியில்	் தபாடுவைபாடடின்	சபாயவிகனக	
ைபாணை.
தீர்வு 

    ்டிநிகை (i)  f (x0) = 7x0 + 5. 

  எந்த்வபாரு	Dx ¹ 0-ககும்,
  f (x0 + Dx) = 7(x0 + Dx) + 5
   = 7x0 + 7Dx + 5

    ்டிநிகை (ii) Dy = f (x0 + Dx) - f (x0)
   = ( ) ( )7 7 5 7 50 0x x x+ ∆ + − +  

   = 7Dx

    ்டிநிகை (iii) 
D
D
y
x   = 7

    எனவவ,	f(x) = 7x + 5	எனும்	வகைவகரயில்	உள்ை	எந்த்வபாரு	புள்ளிககும்,	
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		்டிநிகை (iv) mtan = lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 

   = lim ( )
∆ →x 0

7  

   = 7

 ஒரு	வேரிய	வகைவகரககு, 
D
D
y
x  என்்து	x0 மற்றும்	ஏற்்	மதிப்பான	Dx	ஆகியவற்க்	சபாரபாமல்	

ஒரு	மபாறிலியபாை	இருககும்	என்்தகனக	ைவனத்தில்	்ைபாள்ைவும்.

எடுத்துககாட்டு 10.2
 f (x) = - 5x2 + 7x எனும்	வகைவகரககு	(5, f (5))	என்்	புள்ளியில்	் தபாடுவைபாடடின்	சபாயவிகனக	
ைபாணை.
தீர்வு

 ்டிநிகை (i)  f(5) = - 5(5)2 + 7 ´ 5 = - 125 + 35 = - 90.

  எந்த்வபாரு	Dx ¹ 0-ககும்
   f (5 + Dx) = - 5(5 + Dx)2 + 7(5 + Dx) = - 90 - 43Dx - 5(Dx)2.

 ்டிநிகை (ii) Dy = f (5 + Dx) - f(5)

    = - 90 - 43Dx - 5(Dx)2 + 90 = - 43Dx - 5(Dx)2

    =  Dx [- 43 - 5Dx].

 ்டிநிகை (iii) 
D
D
y
x  = - 43 - 5Dx

 ்டிநிகை (iv) mtan = lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 = - 43.

10.2.2 கேரகககாட்டியககத்தில் திகசகவகம் (Velocity of Rectilinear motion)
 ஆதியிலிருந்து	‘t’ வேரத்தில்	ஒரு	் ்பாருளின்	ேைரவு	(இயகைப்டட	தூரம்)	s என்ை.	s = f(t)	எனும்	இயகைச்	
சமன்்பாடடின்்டி	அப்்பாருள்	வேரகவைபாடடில்	ேைரவதபாைக	் ைபாள்வவபாம்.	இஙகு	இயகைத்கத	விவரிககும்	 
‘f’ எனும்	சபாரபுப	்்பாருளின்	‘நி்லைசசோர்பு’ (position function) என	அகழகைப்டுகி்து.	t = t0-லிருந்து	  
t = t0 + Dt	எனும்	வேர	இகட்வளியில்	நிகை	மபாற்்ம்	 f (t0 + Dt) - f s(t0)	ஆகும்.	இந்த	வேர	இகட்வளியில்	
சரபாசரி	திகசவவைம்	

 ்டம்	10.15 ்டம்	10.16

o  

 T

S

O

 

0 0
( ) ( )f t t f t+ ∆ −

0
( )f t t+ ∆

0
( )f t

0 0
( , ( ))P t f t

0 0
( , ( ))Q t t f t t+ ∆ + ∆

0
t t+ ∆0

t

0 0
( ) ( )

PQ
f t t f t         m

t
+ ∆ −

= =
∆

    vDk;
epiyapy;
t t=

0
       vDk;
epiyapy;

t t t= +
0

∆

PQ?d; rha;t[
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 vavg = 
epiy khw;wj; bjhiyt[

neuk;

?y; cs;s khw;w
=

+ ∆ −
∆

=
f t t f t

t
s( ) ( )0 0 kk;

?y; cs;s khw;wk;t
s
t

=
∆
∆

	 இது	்டம்	10.16-ல்	உள்ை்டி	PQ எனும்	்வடடுகவைபாடடின்	சபாயவு	ஆகும்.

	 வேர	இகட்வளி	Dt -ல்	 (t0-லிருந்து t0 + Dt	வகர) தூரத்கத	
நிக்வு	்சயதல்	(்சல்லும்	தூரம்)	ஒன்்பாை	இருந்தபாலும்	இயகைம்	
்ை	வகையபாை	அகமயைபாம்.	இது	ஒரு	தைத்திலுள்ை	P மற்றும்	Q 
புள்ளிைளுககிகடவய	 முற்றிலும்	 ்வவவவ்பான	 	 C1, C2, C3 ¼ 
வகைவகரைள்	 மூைம்	 விைகைப்டடுள்ைது.	 (்டம்	 10.17) இந்த 
வகர்டத்தில்	 உள்ை	 வகைவகரைள்	 ்ைபாடுகைப்டட	 வேர	

இகட்வளிைளில்,	அகனத்து	இயகைஙைளுககும்	
D
D
s
t 	எனும்	ஒவர	

சரபாசரித்	 திகசவவைம்	 ்ைபாணடதபாைவும்	 ஆனபால்,	 முற்றிலும் 
்வவவவ்பான	இயகைஙைைபாைவும்	அகமகின்்து.
 [t0, t0 + Dt]	எனும்	குறுகிய	மற்றும்	வமலும்	்தபாடரந்து	குறுகிய	வேர	இகட்வளிைளில்	சரபாசரித்	
திகசவவைஙைகை	இபவ்பாது	ைணககிடுவவபாம்.	வவறு	விதமபாைக	கூறுவ்தன்்பால், Dt என்்து	0-கவ	
அணுகுவதபாை	 ்ைபாள்வவபாம்.	 இபவ்பாது	 t = t0 என்்	 வேரத்தில்	 திகசவவைத்திகன	 v(t0) (ைணவேர	
திகசவவைம்) சரபாசரித்	திகசவவைஙைளின்	எல்கையபாைக	ைபாணைபாம்.

   v(t0) = lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆t

f t t f t
t0

0 0  = lim
∆ →

∆
∆t

s
t0

.

	 இதிலிருந்து	t = t0 என்்	வேரத்தில்	திகசவவைம்	என்்தும்	P	என்்	புள்ளியில்	்தபாடுவைபாடடின்	
சபாயவும்	சமமபாை	இருககி்து	என்்து	்தளிவபாகி்து.
விளக்� எடுத்துக்�ாட்டு 10.2
	 ்வற்றிட	 ்வளியில்	 தகடயின்றி	 விழும்	 ஒரு	 ்்பாருள்	 ைடந்த	 தூரம்  s  என்ை.	 	 அதற்கு	
எடுத்துக்ைபாள்ளும்	வேரம்	t  என்ை.	இகவ	இரணடும்	மபாறிைைபாைவும்	ஒன்க்்யபான்று	சபாரந்ததபாைவும்	
இருககும்.	 தகடயற்று	 விழும்	 விதிப்டி	 வமற்ைணட	 சபாரந்த	 தன்கமகயக	 கீழகைபாணுமபாறு	
விவரிகைைபாம்:

   s = 
1
2

2gt  (்தபாடகைத்	திகசவவைம்	இல்ைபாதவ்பாது), 

         இஙகு	g புவியீரபபு	மபாறிலியபாகும்.

 ்டிநிகை (i) f (t0 + Dt) = 
1
2

1
2

20
2

0
2

0
2g t t g t t t t( ) ( )+ ∆ = + ∆ + ∆( )  

 ்டிநிகை (ii) Ds = f (t0 + Dt) - f (t0)

    = 
1
2

2 1
20

2
0

2
0
2g t t t t gt( ( )+ ∆ + ∆  −

    = g t t t∆ + ∆





0
1
2

 

 ்டிநிகை (iii) 
D
D
s
t  = 

g t t t

t
g t t

∆ + ∆





∆
= + ∆





0

0

1
2 1

2
 

 ்டிநிகை (iv) v(t0) = lim
∆ →

∆
∆

=
t

s
t
gt

0 0 .

 இதிலிருந்து,	 t0 	 ைணவேரத்தில்	முழுகமயபாைத்	 திகசவவைம்	 வகரயறுகைப்டடுள்ைது	 என்்து	
்தளிவபாகி்து.	வமலும்	இது	இயகை	வேரத்திற்கு	விகித	சமமபாை	அகமகின்்து.

P

Q
1

C

2
C

3
C

0
t 0

t t+ ∆ T

S

்டம்	10.17
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10.2-3. சாரபின் வகககதகழு அல்்லது வககயிடல் (The derivative of a Function)
	 இபவ்பாது	 ேபாம்	 நுண	 ைணிதத்தின்	 மிை	 முககியமபான	 தருணத்திற்கு	 வந்துள்வைபாம்.	 எல்கை	
மூைமபாைத்	்தபாடுவைபாடடின்	சபாயகவ	வகரயறுத்தல்	அல்ைது	எல்கை	மூைமபாைத்	தகடயின்றி	விழும்	
்்பாருளின்	ைணவேரத்	திகசவவைத்திகனக	ைபாணுதல்,	என்்து	வகை	நுணைணிதத்தில்	உள்ை	இரு	
அடிப்கடச்	்சயல்்பாடுைளில்	ஒன்்பான	வ்கயிடல	ஆகும்.

வகரயகை 10.2 
 x0	 என்்	 புள்ளி	அகமந்துள்ை	 ஒரு	 தி்ந்த	 இகட்வளியபான	 	 I Í  -ல்	 	 f	 என்்	 சபாரபு	

வகரயறுகைப்டுகி்து.	 வமலும்	  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0   என்்து	 கிகடகைப்்றும்	 என்ை.	

இபவ்பாது	 f 	என்்து	x0-ல்	வ்கயிடத�ககது	எனவும்,	 	  x0-ல்	 f -ன்	வ்ககதகழு	என்்து	 ¢f x( )0

எனக	குறிகைப்டடு	பின்வருமபாறு	அகமகி்து.

   ¢f x( )0  = lim lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

∆
∆

=
+ ∆ −
∆x x

y
x

f x x f x
x0 0

0 0 	 . 

	 இந்த	எல்கையபானது	கிகடகைப்்றும்	அகனத்து	x-ன்	மதிபபுைளுககும்

 ¢f x( )  =  lim lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

∆
∆

=
+ ∆ −
∆x x

y
x

f x x f x
x0 0

என்்து	x-ன்	சபார்பாை	அகமயும்.

 x-ஆல்	ஆன	சபாரபின்	வகைக்ைழுவும்	x-ஆல்	ஆன	சபார்பாை	அகமவகத	உறுதி	்சயய	முடியும்.	
இந்தப	“புதிய	சபாரபு”  (x, f (x)), எனும்	புள்ளியில்	f 	என்்	வகைவகரயின்	் தபாடுவைபாடடின்	சபாயவிகனக	
்ைபாடுப்தபாை	அறியைபாம்.	(அந்தப	புள்ளியில்	்தபாடுவைபாடகட	வகரய	முடியு்மனில்)

	 ஒரு	சபாரபின்	வகைக்ைழுகவக	ைபாணும்	முக்யிகன	வ்கயிடல	என	அகழககிவ்பாம்.	ஒரு	
சபாரபு	x-ல்	வகையிடத்தகைதபாை	(வகைகமயபாை)	இருகை,	 x-ல்	அதன்	வகைக்ைழு	இருத்தல்	வவணடும்.	
வமலும்	தி்றந� இ்டதவளியோன (a, b)-ல  வ்க்மயோக இருகக நவண்டுமோயின் (a, b)-ல உள்்ள 
ஒவதவோரு புள்ளியிலும் வ்க்மயோக இருத�ல நவண்டும்.

 y = f (x)-ன்	 வகைக்ைழுகவக	 குறிகை,	 ¢f x( ) “f prime of x” அல்ைது	  “f dash of x”	 என்்து	

மடடுமன்றி	பி்	குறியீடுைளும்	்யன்்டுத்தப்டுகின்்ன.	அவற்றில்	சிை, 

 ′ ′ [ ]f x dy
dx

y d
dx

f x D yx( ), , , ( ) , [ ]  அல்ைது  Dy	 அல்ைது y1 . இஙகு	
d
dx

அல்ைது	 D என்்து	

வகையிடல்	்சயலி	ஆகும்.	

	 இஙகு	
dy
dx

 என்்கத	  “dy - dx”, அல்ைது	 	 “Dee y Dee x” அல்ைது “Dee Dee x of y”	 எனவும்	

்டிகைைபாம்.	இககுறியீடு	ஒரு	பின்னத்கத	குறிகைபாது	என்்கத	நிகனவில்	நிறுத்தவும்.	

 
dy
dx

 என்்	குறியீடடிகன	லிபினிட்ஸ் குறியீடு	என்்ர.

10.2.4 ஒரு பகக வகககதகழுககள் (இடபபகக ைற்றும் வ்லபபகக வகககதகழு)
One sided derivatives (left hand and right hand derivatives)

 x0 எனும்	 புள்ளியிகன	 உகடய	 தி்ந்த	 இகட்வளியபான	 (a, b)-ல்	 	 y = f (x) எனும்	 சபாரபு	
வகரயறுகைப்டுகி்து.	x = x0-ல்	f-ன்	இடப்கக வ்ககதகழுவும்	வலைப்கக வ்ககதகழுவும்	முக்வய	
′ −f x( )0  மற்றும்	 ′ +f x( ),0 எனக	குறிகைப்டடுக	கீழகைபாணுமபாறு	வகரயறுகைப்டுகி்து.	
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எல்கைைள்	கிகடககும்	்டசத்தில்

   ′ −f x( )0  = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0 	எனவும்

   ′ +f x( )0  = lim ( ) ( )
∆ → +

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0 	எனவும்	வகரயறுகைப்டுகின்்ன.

	 அதபாவது,	 வைப்கைமபாைவும்	 இடப்கைமபாைவும்	 சபாரபு	 வகைகமயபானதபாை	 அகமகி்து,	 

x0-ல்	 சபாரபின்	 எல்கை	 வகரயக்யில்	 ைணடது	 வ்பால்,	 ′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0  என்்	

வகைக்ைழு	கிகடகைத்	வதகவயபானதும்	மற்றும்	வ்பாதுமபானதுமபான	நி்ந்தகன	என்ன்வனில்,	

 ′ −f x( )0 = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  மற்றும் ′ +f x( )0 = lim ( ) ( )
∆ → +

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  ஆகியகவ	

கிகடகைப்்ற்று,	வமலும்	 ′ −f x( )0 = ′ +f x( )0 	ஆை	இருத்தல்	வவணடும்	என்்தபாகும்.

	 எனவவ,	 ′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0  Û ′ −f x( )0 = ′ +f x( )0 .

	 இவற்றில்	ஏவதனும்	ஒரு	நி்ந்தகன	மீ்ப்டடபாலும்		f 	ஆனது	 x0 -ல்	வகைகமயபாைபாது.	

	 இதகனவய	 h =  Dx > 0	என்்	வகையில்,	

   ′ +f x( )0  = lim ( ) ( )
h

f x h f x
h→

+ −
0

0 0   மற்றும்

   ′ −f x( )0  = lim
h®0

 
f x h f x

h
( ) ( )0 0- -

 ஆகும்.

வகரயகை 10.3
 [a, b]	என்்	மூடிய	இகட்வளியில்	சபாரபு f 	வகைகமயபானது	எனககூ்	வவணடுமபானபால்,		 
சபாரபு	 f 	 ஆனது	 (a, b) எனும்	 தி்ந்த	 இகட்வளியில்	 வகைகமயபானதபாைவும்,	 வமலும்	
இறுதிபபுள்ளியபான	a மற்றும்	b-ல்

   ¢f a( )  = lim ( ) ( )
∆ → +

+ ∆ −
∆x

f a x f a
x0

 = lim
( ) ( ) ,

h

f a h f a
h

h
→

+ −
>

0
0  

   ¢f b( )  = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f b x f b
x0

 = lim
( ) ( ) , .

h

f b h f b
h

h
→

− −
>

0
0  

 x = x0	 என்்	 புள்ளியில்	  f 	 வகையிடத்தகைதபாை	இருபபின்	 ′ =
−
−→

f x f x f x
x xx x

( ) lim ( ) ( )
0

0

00
, இஙகு	 

x = x0 + Dx மற்றும்	Dx ® 0 என்்து	x ® x0-ககு	சமபானம்	ஆகும்.	இத்தகைய	மபாற்று	முக்	சிை	வேரஙைளில்	
வகைகமகயக	ைணககிட	எளிதபாை	அகமயும்.

	 வசதிகவைற்்,	 h x= ∆ ,  என	 எடுத்துக்ைபாணடபால்	 எல்கை	 கிகடகைப்்றின்,	

′ =
+ −

→
f x f x h f x

hh
( ) lim ( ) ( )

0
 ஆகும்.
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10.3 வகககை (வககயிடல் தன்கை) ைற்றும் ததாடரச்சி (Differentiability and Continuity)

விளக்� எடுத்துக்�ாட்டு 10.3
 x = 2	என்்	புள்ளியில்	f(x) = |x - 2| எனும்	சபாரபின்	வகைகமத்	தன்கமகயச்	வசபாதிகை.
தீர்வு

	 இச்சபாரபு	x = 2-ல்	்தபாடரச்சியபானது	என்்கத	அறிவவபாம்.

 ஆனபால், ′ −f ( )2  = lim ( ) ( )
x

f x f
x→ −

−
−2

2
2

  

    = lim | |
x

x
x→ −

− −
−2

2 0
2

    = lim | |
x

x
x→ −

−
−2

2
2

 = lim ( )
( )x

x
x→ −

− −
−

= −
2

2
2

1   மற்றும்

   ′ +f ( )2  = lim ( ) ( )
x

f x f
x→ +

−
−2

2
2

    = lim | |
x

x
x→ +

− −
−2

2 0
2

 = lim ( )
( )x

x
x→ +

−
−

=
2

2
2

1	ஆகும்.

	 இஙகு	இடப்கை	மற்றும்	வைப்கை	வகைக்ைழுகைைபான	 ′ −f ( )2  மற்றும்	 ′ +f ( )2  ஆகியகவ	

சமமற்்கவ	என்்தபால்,	 ¢f (2) கிகடகைப்்்பாது.	அதபாவது,	x = 2-ல்	f	என்்	சபாரபு	வகையிடத்	தகைதல்ை.	

ஏகனய	புள்ளிைளில்	சபாரபு	வகைகமயபானது	(வகையிடத்தகைது)	ஆகும்.

	 வமலும்	 x0 ¹ 2 எனும்	மற்்	புள்ளிைளில்

   ¢f x( )0  = lim | |
x x

x x
x x→

−
−

=
0

0

0

 
1

1
0

0

x x
x x
>

− <




vdpy;

vdpy;

   Thus   ¢f ( )2  = 
1 2

1 2
   vdpy;

  vdpy;

x
x
>

− <




	 உணகமயில்,	 ¢f (2) கிகடகைப	 ்்்பாது	 எனும்	 ைருத்து	 வடிவியல்	 ரீதியபாை	 வகைவகர	 

y = | x - 2 |-ககு	 (2, 0)	என்்	புள்ளியில்	்தபாடுவைபாடு	இல்கை	என்்தன்	மூைம்	புைனபாகி்து.	வமலும்	 
(2, 0)	புள்ளியில்	வகைவகர	கூரமுகன	்ைபாணடுள்ைகதக	ைவனிகை.

விளக்� எடுத்துக்�ாட்டு 10.4

 x = 0	என்்	புள்ளியில் f x x( ) =
1
3  -ன்	வகைகமத்	

தன்கமகயக	ைபாணை.

தீர்வு

 f x x( ) =
1
3 	 என்ை.	 இச்சபாரபின்	 வகைவகரயில்	 எவவித	

துவபாரவமபா	 (அல்ைது)	 உகடபவ்பா	 இல்கை	 என்்தபால்	
சபார்ைத்தில்	 உள்ை	 அகனத்துப	 புள்ளிைளிலும்	 சபாரபு	
்தபாடரச்சியபாை	இருககும்.

 ¢f ( )0  கிகடகைப	்்றுமபா	எனச்	வசபாதித்துப	்பாரபவ்பாம்.

x

y

-3 -2 -1 1 2 3

1

2

3

  y =|x-2|

்டம்	10.18

்டம்	10.19

x
-3 -2 -1

1

2

3

1/3

( )f x
x=

y
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  ¢f ( )0  = lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →

−
−

=
−

0 0

1
30

0
0

   = lim
x

x
→

−

0

2
3  = lim

x
x

→
→∞

0 2
3

1

	 எனவவ,	x = 0-ல்,  f(x)-ககு	வகைகம	இல்கை,	வமலும்	x = 0-ல்	் தபாடுவைபாடு	் சஙகுத்துக	வைபாடபாை	
உள்ைது		(்டம்	10.19).	எனவவ,	 x = 0-ல்	f-ககு	வகைகம	இல்கை.

	 ஒரு	சபாரபுககு	ஒரு	புள்ளியில்		் தபாடரச்சித்	தன்கம	உள்ைதபாவைவய	அச்சபாரபு	அபபுள்ளியில்	
வகைகமயபாை	இருககும்	எனக	கூ்	இயைபாது.

எடுத்துககாட்டு 10.3
 மீப்்ரு	 முழு	 எண	 சபார்பான f x x( ) =    என்்து	 எந்த	 ஒரு	 முழு	 எணணிற்ககும்	 ஒரு	
வகைகமயபாைபாது	என	நிரூபிகைவும்.
தீர்வு

	 மீப்்ரு	 முழு	 எண	 சபார்பான	  f x x( ) =     ஆனது	 ஒவ்வபாரு	 முழு	 எண	 	 n-ககும்	

்தபாடரச்சியற்்து.	 ஏ்னனில்	  lim
x n

x n
→ −

  = −1 மற்றும்	 lim
x n

x n
→ +

  = . எனவவ,	 ¢f n( )  

கிகடகைப்்்பாது.	

	 ஏகனய	புள்ளிைளில்	சபாரபின்	வகைகமகயப	்ற்றி	என்ன	கூ்	இயலும்?

விளக்� எடுத்துக்�ாட்டு 10.5

 f(x) = 
x x

x x
≤

+ >




0
1 0

 	என்ை.

 ¢f ( )0 	கிகடகைப்்றின்	அதகனக	ைபாணை.

தீர்வு

   ′ −f ( )0  = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f x f
x0

0 0

    = lim ( )
∆

∆
∆x

f x
x→ −0

   ′ −f ( )0  = lim
∆ → −

∆
∆

=
x

x
x0

1

   ′ +f ( )0  = lim
∆ → +

+ ∆
∆x

x
x0

1

    = lim
∆ → +

+
∆







 →∞

x x0
1 1

	 எனவவ ¢f (0) கிகடகைப்்்பாது.

	 இஙகு	 x = 0-ல்	 f -ககு	ஒரு	துள்ைல் (jump)	உள்ைது.	அதபாவது	 x = 0 என்்து	ஒரு	துள்ைல்	
்தபாடரச்சியின்கமயபாகும்.

x

y

O

, 0
( )

1 , 0

x
f x

x x
≤

=  + >

்டம்	10.20
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	 வமற்ைணட	விைகை	எடுத்துகைபாடடுைள்	மற்றும்	உதபாரணஙைள்	ஆகியவற்றிலிருந்து	பின்வரும்	
முடிவைகைத்	்தபாகுகைைபாம்.

	 ஒரு	சபாரபு	f ஆனது	சபார்ைத்திலுள்ை	ஒரு	புள்ளி	x0-ல்	கீழகைபாணும்	ஏதபாவது	ஒரு	நிைழவு	்மய	
எனில்,		f அபபுள்ளியில்	வகைகமயபாைபாது.

 (i) x = x0	என்்	புள்ளியில்	f -ககு	்சஙகுத்துத்	்தபாடுவைபாடு	அகமகி்து.

 (ii) x = x0	 	 என்்	ஒரு	கூரமுகனபபுள்ளியில்	 சந்திககி்து.	 (கூரகமயபான	 Ú வடிவம்	அல்ைது	
கூரகமயபான	உச்சி	Ù)

 (iii) x = x0 என்்	புள்ளியில்	f 	ஆனது	்தபாடரச்சியற்்து.

	 கீழகைபாணும்	நிைழவுைளில்	ஒரு	சபாரபு	வகைகம	ஆைபாது :

	 விைகை	எடுத்துகைபாடடு	10.3 மற்றும்	10.4-ல்	சபாரபு	 f x x f x x( ) | | ( )= − =2
1
3 kw;Wk; 	முக்வய	

x = 2 மற்றும்	x = 0-ல்	்தபாடரச்சியபாைவும்	ஆனபால்	அந்த	இடஙைளில்	f	வகைகமயற்்தபாைவும்	உள்ைது.

	 அவத	 வேரத்தில்	 10.3 உதபாரணத்திலும்	 10.5 விைகை	 எடுத்துகைபாடடிலும்	 உள்ை	 சபாரபுைள்	

f x x f x
x x
x x

( ) ( )=   =
≤

+ >




 kw;Wk; 
0

1 0
	ஆகும்.	முக்வய	எந்த்வபாரு	முழு	எண	x = n-ககும்	மற்றும்  

x = 0 -ல்	்தபாடரச்சியற்றும்	வகைகமயில்ைபாமலும்	அகமகின்்து.	வமற்ைணட	ஆயகவப	பின்வரும்	
வகையில்	சுருகைமபாைக	கூ்ைபாம்	:	்தபாடரச்சியின்கம	வகைகமயின்கமகய	்ைபாடுககி்து.

கதற்ைம் 10.1 (வகககைத் ததாடரச்சிகய தகாடுககிைது)  
   (Differentiability implies continuity) 
 x = x0 என்்	புள்ளியில்	f 	வகைகமயபானபால்	அபபுள்ளியில்	f 	்தபாடரச்சியபானதபாை	இருககும்.
நிரூபணம்

 x0	எனும்	புள்ளிகயக	் ைபாணட	(a, b) என்்	இகட்வளியில் f(x) வகைகமயபானது	என்ை.	எனவவ,	

′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0  கிகடகைப்்ற்று	 ¢f x( )0  என்்து	 ஒரு	 முடிவுறு	 எண	 என்்து	

புைனபாகி்து.

  இபவ்பாது	 lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −[ ]
x

f x x f x
0 0 0  = lim ( ) ( )

∆ →

+ ∆ −
∆

×∆
x

f x x f x
x

x
0

0 0

   = lim ( ) ( ) lim ( )
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆






× ∆

x x

f x x f x
x

x
0

0 0

0

    = ′ × =f x( )0 0 0 .

 இதிலிருந்து	 x = x0-ல்	f ்தபாடரச்சியபாை	இருககி்து	என்்து	உணகமயபாகி்து.

 ்டம்	10.21 ்டம்	10.22 ்டம்	10.23

x

y

O x0

x

y

O x0

x

y

O x0

O

br’;Fj;Jj;
bjhLnfhL bjhlu;r;rpapd;ik

br’;Fj;Jj;
bjhLnfhL
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முதல் தகாள்ககயிலிருந்து வகககதகழு காணல்  (Derivatives from first principle)
	 வகைக்ைழு	 வகரயக்ைளில்	 எடுத்துகரகைப்டட	 நி்ந்தகனைகைப	 ்யன்்டுத்தி	 ஒரு	
சபாரபின்	வகைக்ைழு	ைபாணும்	வழிமுக்வய	முதல்	்ைபாள்கையிலிருந்து	வகைக்ைழு	ைபாணல்	என	
அகழகைப்டுகி்து.

பயிற்சி 10.1
 (1) முதல்	்ைபாள்கையிகனப	்யன்்டுத்திப	பின்வரும்	சபாரபுைளின்	வகைக்ைழுகைகைக	ைபாணை.

  (i) f x( ) = 6   (ii) f(x) = - 4x + 7   (iii) f(x) = - x2 + 2

 (2) கீழகைபாணும்	சபாரபுைளுககு		x = 1ல்	இடப்கை	மற்றும்	வைப்கை	வகைக்ைழு	(கிகடகைப்்றின்)	
ைபாணை.	x = 1-ல்	சபாரபுைளுககு	வகைகமத்தன்கம	உள்ைதபா	என்்தகனயும்	ைபாணை.

  (i) f(x) = |x - 1| (ii) f x x( ) = −1 2   (iii)  f(x) = 
2

, 1
, 1

x x
x x

≤


>
 

 (3) ்ைபாடுகைப்டடுள்ை	 புள்ளிைளில்	 கீழகைபாணும்	 சபாரபுைள்	 வகைகமயபானதபா	 என்்கதத்	
தீரமபானிகைவும்.	

  (i) f(x) = x | x | ; x = 0           (ii) f(x) = | |;x x2 1 1− =     

  (iii) f(x) = | x | + | x - 1 |  ;  x = 0, 1 (iv) f x x x( ) sin | |= = ;  0

 (4) கீழகைபாணும்	சபாரபுைளுககுக	குறிபபிடப்டடுள்ை	புள்ளிைளில்	வகைகம	இல்கை	என்்கத	
நிறுவுை.

  (i) f(x) = 
− + ≤
− >





=
x x
x x

x
2 2

2 4 2
2

,
,

;           (ii) f(x) = 
3 0

4 0
0

x x
x x

x
,

,
'

<
− ≥




=  

 (5) தரப்டடுள்ை	 f-ன்	வகர்டத்தில்	எந்்தந்த	  x-ன்	மதிபபுைளுககு	(எணைளுககு)	  f 	வகைகம	
இல்கை	என்்தகனயும்	அதற்ைபான	ைபாரணஙைகையும்	கூறுை.

 (6) f(x) = |x + 100| + x2	எனில்,	 ′ −f ( )100  கிகடகைப்்றுமபா	எனச்	வசபாதித்துப	்பாரகைவும்.

 (7) கீழகைபாணும்	சபாரபுைளின்	வகைகமத்	தன்கமகயப	்டஙைள்	வகரந்து	 -ல்	்ரிவசபாதிகைவும்.

  (i) | sin |x            (ii) | cos |x   

10.4 வககயிடல் விதிகள்  (Differentiation Rules)
 I எனும்	தி்ந்த	இகட்வளியில்	்மயமபாறிககு	வகரயறுகைப்டும்	்மய	மதிபபுகடய	சபாரபு	f  

மற்றும்	y = f(x) என்்து	x-ன்	வகைகமச்	சபாரபு	எனில்,	
dy
dx

f x f x x f x
xx

= ′ =
+ ∆ −
∆∆ →

( ) lim ( ) ( )
0

 ஆகும்.	

x

y

0 2 4 6 8 10 12 14-4 11

்டம்	10.24
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	 ்்பாதுவபாை	முதல்	 ்ைபாள்கைகயப	 ்யன்்டுத்தி	வகையிடல்	 ைபாணும்	முக்	 ்ை	இடஙைளில்	
ைடினமபாைவும்	 வேர	விரயத்கத	 ஏற்்டுத்துவதபாைவும்	உள்ைது.	ஆனபால்	அகனத்து	அடிப்கடயபான	
மூைச்சபாரபுைளுகைபான	 வகையிடகை	 அறிந்து,	 வமலும்	 சபாரபுைளின்	 ைணிதச்	 ்சயல்்பாடுைகைக	
்ைபாணடு	 வகையிடல்	 முக்கயயும்,	 சபாரபின்	 மீதபான	 சபாரபுைள்	 முக்கயயும்	 அறிந்திருந்தபால்	
ஒவ்வபாரு	முக்யும்	எல்கைச்	்சயகைப	்யன்்டுத்தபாமல்	அகனத்திற்கும்	வகையிடல்	ைணடறிய	
இயலும்.	 எனவவ	வகையிடல்	மீதபான	்சயல்்பாடுைகை	வேரடியபாைவவ	 ்சயது	விடைபாம்.	இபவ்பாது	
சபாரபுைளின்	கூடுதல்,	 ்்ருகைல்	மற்றும்	வகுத்தலுகைபான	வகையிடல்	விதிைளின்	மீது	 ைவனத்கதச்	
்சலுத்துவவபாம்.

கதற்ைம் 10.2

	 இரணடு	(அல்ைது	இரணடிற்கு	வமற்்டட)	வகைகமயபான	சபாரபுைளின்	கூடுதலின்	வகையிடலும்	
அச்சபாரபுைளின்	தனித்தனியபான	வகையிடலின்	கூடுதலும்	சமமபாை	இருககும்.	அதபாவது	u	மற்றும்	 v 

என்்கவ	இரு	வகையிடத்தகை	சபாரபுைள்	எனில்	
d
dx
u v d

dx
u d
dx
v( ) .+ = +

நிரூபணம்

 I Í  	எனும்	தி்ந்த	இகட்வளியில்	வகரயறுகைப்டட	வகைகமயபான	இரு	்மய	மதிபபுகடய	

சபாரபுைள் u மற்றும்	v என்ை.	 y = u + v		எனில்	 y = f(x) என்்து	I-ல்	வகரயறுகைப்டட	சபார்பாகும்.	
அனுமபானத்தின்்டி,	

   ¢u x( )  = 
du
dx

u x x u x
xx

=
+ ∆ −
∆∆ →

lim ( ) ( )
0

   ¢v x( )  = 
dv
dx

v x x v x
xx

=
+ ∆ −
∆∆ →

lim ( ) ( )
0

 இருத்தைபாகும்.

 இபவ்பாது,  f x x( )+ ∆  = u x x v x x( ) ( )+ ∆ + + ∆

   f x x f x( ) ( )+ ∆ −  = u x x u x v x x v x( ) ( ) ( ) ( )+ ∆ − + + ∆ − .

   
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 
u x x u x

x
v x x v x

x
( ) ( ) ( ) ( )+ ∆ −

∆
+

+ ∆ −
∆

.

 இதிலிருந்து,  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

+
+ ∆ −

∆x x

u x x u x
x

x x v x
x0 0

.

 அதபாவது,    lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = ′ + ′u x v x( ) ( ) .

   அதபாவது,    ¢f x( )  = ′ + ′u x v x( ) ( ) .

   அல்ைது u v x+( )′ ( )  = ′ + ′u x v x( ) ( ) .

   எனவவ,    
d
dx
u v d

dx
u d
dx
v( )+ = +  .

	 இதகன	 முடிவுறு	 எணணிககையிைபான	 வகைகமயபான	 u u un1 2, , ...,  ஆகிய	 சபாரபுைளுககும்	

விரிவு்டுத்தைபாம்.	 ( )u u u u u un n1 2 1 2+ + + ′ = ′ + ′ + + ′
   .

கதற்ைம் 10.3
 u மற்றும்	v என்்கவ	இரு	வகையிடத்தகை	சபாரபுைள்	எனில்	

d
dx
uv u dv

dx
v du
dx

( ) = +
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நிரூபணம்

 u மற்றும்	v என்்ன	்ைபாடுகைப்டட	இரு	வகைகமயபான	சபாரபுைள்	ஆதைபால்,

  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

u x x u x
x0

 = 
du
dx

 மற்றும்  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

v x x v x
x0

  = 
dv
dx

 .

     y = f(x) = u.v	என்ை.

  எனவவ,	f(x + Dx) = u(x + Dx) v(x + Dx), மற்றும்

  f(x + Dx) - f(x) = u(x + Dx) v(x + Dx) - u(x).v(x)

   = v(x + Dx) u x x u x u x v x x v x( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ ∆ −[ ]+ + ∆ −[ ] .

இதிலிருந்து	,   
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = u x

v x x v x
x

v x x
u x x u x

x
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )+ ∆ −[ ]
∆

+ + ∆
+ ∆ −[ ]
∆

 .

  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = u x
v x x v x

x
v x x u x x u x

x x x
( ) lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) (

∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

+ + ∆
+ ∆ −

0 0 0

))
∆x

 

   = u x v x v x u x( ) ( ) ( ) ( )′ + ′  (v ்தபாடரச்சியபானது, lim ( ) ( ))
∆ →

+ ∆ =
x
v x x v x

0

  அதபாவது,   ¢f x( )  = u x
dv
dx

v x du
dx

( ) ( )+  அல்ைது	

d
dx
uv u dv

dx
v du
dx

( ) = +

                      அல்ைது   ( )uv uv vu′= ′ + ′       

 இவதவ்பான்று													 ( )uvw uvw uv w u vw′ = ′ + ′ + ′  .

 வமலும்	இதகன	முடிவுறு	எணணிககையிைபான	வகைகமயபான	u1, u2 ¼ un சபாரபுைளுககு	
நீடடித்து,	ைணிதத்	்தபாகுத்தறிதல்	மூைம்	கீழவருமபாறு	்்்ைபாம்	:

 ( . ,..., ) ... ... ... ...u u u u u u u u u u u u un n n n n1 2 1 2 1 1 2 1 1 2′ = ′ + ′ + + ′− − uun .

கதற்ைம் 10.4 (வகுத்தல் விதி) (Quotient Rule) 
 u மற்றும்	v வகைகமயபான	இரு	சபாரபுைள்,	 v x( ) ¹ 0 	எனில்	

d
dx

u
v

v du
dx

u dv
dx

v






 =

−
2 .

நிரூபணம்

 y f x u
v

= =( )  என்ை.	வமலும்	 v x( ) ¹ 0 .

  இபவ்பாது    f x x( )+ ∆  = u x x
v x x
( )
( )
+ ∆
+ ∆

  இதிலிருந்து, f x x f x( ) ( )+ ∆ −   = u x x
v x x

u x
v x

( )
( )

( )
( )

+ ∆
+ ∆

−  
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   = v x u x x u x v x x
v x x v x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
+ ∆ − + ∆

+ ∆
 .

  இதிலிருந்து,   f x x f x
x

( ) ( )+ ∆ −
∆

 = 

v x u x x u x
x

u x v x x v x
x

v x x v x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )

( ) ( )

+ ∆ −[ ]
∆

−
+ ∆ −[ ]
∆

+ ∆
 

  இதிலிருந்து   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = 
v x u x x u x

x
u x v x x v x

x
v x

x x
( ) lim ( ) ( ) ( ) lim ( ) ( )

( ) lim
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

−
+ ∆ −
∆0 0

∆∆ →
+ ∆

x
v x x

0
( )

 

   = v x u x u x v x
v x v x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

′ − ′
        lim ( ) ( )

∆ →
+ ∆ =( )x

v x x v x
0

 

  இதிலிருந்து,       ¢f x( )  = v x u x u x v x
v x

( ) ( ) ( ) ( )
( )

′ − ′

[ ]2
 .

  அதபாவது,   d
dx

f( )  = vu uv
v
′ − ′

2

அல்ைது  d
dx

u
v

v du
dx

u dv
dx

v






 =

−
2

 .

கதற்ைம் 10.5 (இகணபபு விதி / சாரபுகளின் கசரபபின் விதி / சாரபின் சாரபு விதி)

                           (Chain Rule / Composite Function Rule or Function of a Function Rule) 
 y = f(u)	என்்து	 u-ன்	சபார்பாைவும்	வமலும்	 u = g(x)	என்்து	x-ன்	சபார்பாைவும்	இருபபின்	  

 y f g x fog x= ( ) =( ) ( )( )   .	இபவ்பாது	 d
dx

f g x f g x g x( ( ( )) ( ( )) ( ).= ′ ′

நிரூபணம்

 y f g x fog x= ( ) =( ) ( )( )  
 வமற்ைணட	சபாரபில்	u = g(x) என்்து	உடசபாரபு	எனவும்,	 f என்்து	்வளிபபு்ச்	சபாரபு	எனவும்	
அகழகைப்டுகி்து.

	 முத்தபாயப்பாை	y என்்து	x-ன்	சபார்பாகும்.

 இபவ்பாது		∆ = + ∆ −u g x x g x( ) ( )  

 எனவவ	
∆
∆

=
∆
∆

×
∆
∆

=
+ ∆ −
∆

×
+ ∆ −
∆

y
x

y
u

u
x

f u u f u
u

g x x g x
x

( ) ( ) ( ) ( )

 ∆x → 0எனில்	∆u → 0 	ஆகும்.

  எனவவ,			 lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 = lim
∆ →

∆
∆

×
∆
∆







x

y
u

y
x0

 

   = lim . lim
∆ → ∆ →

∆
∆








∆
∆







u x

y
u

y
x0 0
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   = lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

×
+ ∆ −
∆u x

f u u f u
u

g x x g x
x0 0

 

   = ′ × ′f u u x( ) ( )

   = ′( ) ′f g x g x( ) ( )   அல்ைது  
d
dx

f g x f g x g x( ( ) ( ) ( )( ) = ′( ) ′

 எனவவ	 y f g x= ( )( ) 	எனும்	சபாரபிகன	வகையிட	 g(x) = u	என்்கதப	் ்பாறுத்து	் வளிபபு்ச்சபாரபு	
f-ன்	வகையிடகைச்	சபாரபா	மபாறி	x-ஐ	்்பாறுத்து	உடபு்ச்	சபாரபின்	வகையிடலுடன்	்்ருகை	வவணடும்.	
இஙகு	u என்்து	இகடப்டட	மபாறி	என	அகழகைப்டுகி்து.

கதற்ைம் 10.6

  f(x) என்்		சபாரபு	வகைகமயபானதபாைவும்,	 y kf x k= ≠( ), 0எனில்		
d
dx
kf x k d

dx
f x( ) ( )( ) =

நிரூபணம்

 f(x) என்்து	வகைகமயபான	சபாரபு	என்ை.	y = kf(x), k ¹ 0	என்ை.

 f 	என்்து	வகைகமயபானதபால்  lim ( ) ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆

= ′
x

f x x f x
x

f x
0

  y = h(x) = kf(x)	என்ை.

  h(x + Dx) = kf(x + Dx)

  h(x + Dx) - h(x) = kf(x + Dx) - kf(x)

   = k f x x f x( ) ( )+ ∆ −[ ]  

  
h x x h x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = k

f x x f x
x

( ) ( )+ ∆ −[ ]
∆

 

இதிலிருந்து,    lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

h x x h x
x0

 = lim
( ) ( )

∆ →

+ ∆ −[ ]
∆x

k
f x x f x

x0

   = k lim
( ) ( )

∆ →

+ ∆ −[ ]
∆x

f x x f x
x0

 

   = kf x k d
dx
f x′ =( ) ( )   

    
d
dx
h x( )( )  = k

d
dx
f x( )

அதபாவது,   
d
dx
kf x k d

dx
f x( ) ( )( ) =

10.4.1 அடிபபகடச் சாரபுகளின் வகககதகழு 

           (Derivatives of basic elementary functions)
	 அகனத்து	 அடிப்கடச்	 சபாரபுைளின்	 வகையிடல்	 முக்கய	 ைபாணவ்பாம்.	 முதலில்	 மபாறிலிச்	
சபாரபிகன	எடுத்துக	்ைபாள்வவபாம்.
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(1) ைாறிலிச் சாரபின் வககயிடல் பூஜ்ஜியைாகும்

   y = f(x) = k	என்ை, k ஒரு	மபாறிலி

   எனவவ		f(x +Dx) = k மற்றும்

   f(x + Dx) - f(x) = k - k = 0

   இதிலிருந்து,   
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 0

   எனவவ,   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = 0

   That is,  ¢f x( )  = 0

   or   d
dx
k( ) = 0

(2) y = xn  எனும் அடுககுச் சாரபு,  n > 0 என்பது ஒரு முழு எண

   f(x) = xn	என்ை.

   எனவவ,  f(x+ Dx) = (x + Dx)n மற்றும்

   f(x + Dx) - f(x) = (x + Dx)n - xn

 இதிலிருந்து,    
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 

( )
( )
x x x
x x x

n n+ ∆ −
+ ∆ −

	 ஆகையபால்	 	 lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

	=	 lim ( )
( )∆ →

+ ∆ −
+ ∆ −x

n nx x x
x x x0

	

 = lim
y x

n ny x
y x→

−
−

= nxn-1இஙகு	y = x + Dx என்ை மற்றும்	 

  Dx ® 0  எனில்	y ® x 

   அதபாவது   
d
dx
f x( )  = nxn-1    அல்ைது	 d

dx
x nxn n( ) = −1  

கிக்ளத்கதற்ைம் 10.1

 n p
q

p q= =, ( , ) 1  எனில்,	
d
dx

x p
q
x

p
q

p
q









 =

−1
 

கிக்ளத்கதற்ைம் 10.2
 α  என்்து	ஏவதனும்	ஒரு	்மய்யண		எனில்,		

d
dx

x x( )α αα= −1  

சி்ல உதாரணஙகள்

 (1)  
d
dx

( )5  = 0 ஏ்னனில்	5 ஒரு	மபாறிலியபாகும்

 (2)  
d
dx

x( )3  = 3 2x ,   அடுககுச்	சபாரபு	விதியின்்டி
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 (3)  
d
dx

x
3
2









  = 

3
2

3
2

3
2

1 1
2x x

−
= ,    அடுககுச்	சபாரபு	விதியின்்டி

 (4)  
d
dx

x 2( )  = 2 2 1x - ,  அடுககுச்	சபாரபு	விதியின்்டி

 (5)  
d
dx

x
2
3









  = 

2
3

2
3

0
2
3

1 1
3x x x

−
−

= ≠, ( ),  அடுககுச்	சபாரபு	விதியின்்டி

 (6)  
d
dx

x( )100 9  = 100 100 9 9009 9 1 8d
dx

x x x( ) = × =−  வதற்்ம்	10.6-ன்	்டி

(3) ைடகககச் சாரபின் வகககதகழு  
x-ன் இயற்கக ைடககககய  loge x  அல்்லது logx அல்்லது ln x என எழுத்லாம்

   y = f x( ) = log x	என்ை.

 இபவ்பாது   f x x( )+ ∆  = log (x + Dx) மற்றும்

 f(x + Dx) - f(x) = log (x + Dx) - log x

  = log 
x x

x
+ ∆






  

  = log 1+ ∆







x
x

 

 
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 

log 1+ ∆







∆

x
x

x
 

    lim log( )
α

α
α→

+
0

1 k
 = k lim log( )

α

α
α→

+
=

0

1 k
k

k 	என	ேபாம்	அறிவவபாம்

  எனவவ,	 lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 = lim
log

∆ →

+
∆








∆x

x
x

x0

1
 =

1

x  

   அதபாவது,  d
dx

x
x

(log ) = 1

கிக்ளத்கதற்ைம் 10.3

  y = f x xa( ) log=   எனில்,	 ′ =f x
a x

( )
(log )

1
 ஆகும்.

  f(x) = log log log (log ) loga a e ax e x e x= × =    

  எனவவ,	
d
dx

f x( )( )  = 
d
dx

e xa(log log )´  
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   = (log ) (log )a e
d
dx

x   (மபாறிலிப	்்ருகைல்	விதிப்டி)

   = log .a e x
1

  (அல்ைது)  
1

(log )a x
 

(4) படிககுறிச் சாரபு (அடுககுச் சாரபின் வகககதகழு)

  y = ax
.	என்ை.

  எனவவ,	 f x x( )+ ∆  - f x a ax x x( ) = −+∆

   = a ax x( )∆ −1  மற்றும்

  
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = a

a
x

x
x∆ −
∆











1

  lim
∆ →

∆ −
∆x

xa
x0

1
  = log a 	என	அறிவவபாம்

  எனவவ,			 lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0   = a

a
x

x

x

x

lim
∆ →

∆ −
∆









0

1
 

   = a ax ´ log  

                 அல்ைது	  
d
dx

a a ax x( ) log�

  குறிப்பாை,		 
d
dx
ex( )  = e ex log  

    

d
dx
e ex x( ) .=

(5) முகககாணவியல் சாரபுகளின் வகககதகழு

 (i) sine சாரபு sin x

  y = f x x( ) sin=  என்ை.

  எனவவ	 f x x( )+ ∆  = sin( )x x+ ∆  மற்றும்

  f x x f x( ) ( )+ ∆ −  = sin( ) sin sin cosx x x x x x
2

2 2

	 எனவவ  
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 = 

sin
cos

∆







∆







+
∆








x

x
x x2

2
2

 

 இதனபால்,   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 =  lim
sin

. lim cos
∆ → ∆ →

∆







∆







+
∆






x x

x

x
x x

0 0

2

2
2
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  = 1 ´ cosx   
cos
lim cos( ) cos

x
x x x

x

 bjhlu;r;rpahdJ vd;gjhy;

∆ →
+ ∆ =





 0  
  = cos x

 
அதபாவது,

 

d
dx

x x(sin ) cos�

(ii) cosine சாரபு, cos x
    y = cosx = sin x +








π
2

என்ை.

  எனவவ,  
dy
dx

 = 
d
dx

xsin +







π
2

 

  u = x + π
2

 என்ை.

  
du
dx

 = 1 + 0 = 1

  எனவவ,  
dy
dx  = 

d
dx

u d
dx

u du
dx

(sin ) (sin )=  (இகணபபு	விதிப்டி)

   = cosu´1= cosu   = cos x +







π
2

 = -sin x  

   அதபாவது,  d
dx

x x(cos ) sin

 
(iii) tangent சாரபு, tan x
  y = f x x( ) tan=  என்ை.

   = 
sin
cos

x
x

 

  எனவவ	
d
dx

x(tan )  = 
d
dx

x
x

sin
cos








   = 
cos (sin ) sin (cos )

cos

x d
dx

x x d
dx

x

x

-
2      (வகுத்தல்	விதிப்டி)

   = 
cos (cos ) sin ( sin )

cos
x x x x

x
- -

2

   = 
cos sin

cos

2 2

2

x x
x

+
 

   = 
1

2cos x
 

 அதபாவது,   
d
dx

x x(tan ) sec .= 2

(iv) Secant சாரபு, sec x

   y = sec
cos

(cos )x
x

x= = −1 1  என்ை.

04_10 Differential Calculus 2.indd   166 30-05-2022   15:15:01



167 வகைகை ைற்றும் வகையிடல் முகைைள்

  
dy
dx

  = ( )(cos ) ( sin )- --1 2x x     (இகணபபு	விதிப்டி)

   =  
sin

cos cos
. sin
cos

sec . tanx
x x

x
x

x x2

1
= =  

அதபாவது,		 d
dx

x x x(sec ) sec tan .=

(v) Cosecant சாரபு, cosec x

    y = cos
sin

(sin )ecx
x

x= = −1 1  என்ை.

  
dy
dx

 = ( )(sin ) (cos )- -1 2x x      (இகணபபு	விதிப்டி)

  = -
cos
sin

x
x2  = -

1
sin

. cos
sinx

x
x

  = -cosec x xcot

   அதபாவது,   cosec cosecd
dx

x x x( ) cot .= −

(vi) Cotangent சாரபு, cot x
  y = cot cos

sin
x x

x
= 	என்ை.

  
dy
dx

 = 
d
dx

x
x

cos
sin







  

   = 
sin (cos ) cos (sin )

sin

x d
dx

x x d
dx

x

x

-
2  

   = 
sin ( sin ) cos (cos )

sin
x x x x

x
- -

2  

   = 
- -sin cos

sin

2 2

2

x x
x

  = − = −
1

2
2

sin x
xcosec  

   அதபாவது,  
d
dx

x x(cot ) .= −cosec2

(6) கேரைாறு முகககாணவியல் சாரபுகளின் தகழுககள்

     The derivatives of the inverse trigonometric functions 

(i) arc sin x  அ�ோவது sin-1 x   

  y = f x x( ) �sin= −1 	என்ை.

  எனவவ y y+ ∆  = f x x x x( ) sin ( )+ ∆ = + ∆−1  
  இதிலிருந்து,   x = sin y   மற்றும்

  x + Dx = sin (y + Dy).

  எனவவ,		
D
D
y
x

 = 
∆

+ ∆ −
= + ∆ −

∆
y

y y y
y y y

ysin( ) sin
sin( ) sin

1
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 Dx ® 0	எனும்வ்பாது  Dy ® 0 ஆதைபால்

  
dy
dx

 = lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

   = lim sin( ) sin
∆ →

+ ∆ −
∆y

y y y
y0

1

 

   = 
1

cos y

   = 
1

1
1

12 2−
=

−sin y x
 

அதபாவது,   
d
dx

x
x

(sin )
1

2

1

1

(ii) arc cos x  அ�ோவது cos-1 x  

  sin-1 x  + cos-1 x  = 
p
2  என்்	முற்்்பாருகமகய	அறிவவபாம்

 இதிலிருந்து,  
d
dx

x x(sin cos )− −+1 1  = 
d
dx

π
2

0





 =  

 இதனபால்,  
d
dx

x d
dx

x(sin ) (cos )− −+1 1  = 0

  எனவவ,		
1

1 2

1

−
+ −

x
d
dx

x(cos )  = 0

  அல்ைது    
d
dx

x
x

(cos ) .− = −
−

1

2

1
1

(iii) arc tan x  அ�ோவது tan-1 x

  y = f x x( ) tan= −1  என்ை. ¼ (1)

  இதிலிருந்து,  y + Dy = f(x + Dx) = tan-1  (x + Dx) ¼ (2)

  x = tan y மற்றும்

  x + Dx = tan (y + Dy)

  இதிலிருந்து,   Dx = tan (y + Dy) - tan y

  
D
D
y
x  = 

∆
+ ∆ −

y
y y ytan( ) tan

   
=

+ ∆ −
∆

1
tan( ) tany y y

y
 

 Dx ® 0 எனும்வ்பாது	   Dy ® 0  ஆதைபால்
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  lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 = 

1

10
lim tan( ) tan

(tan )

∆ →
+ ∆ −

∆
=y

y y y

y d
dy

y
 

   = 
1

2sec y
 

   = 
1

1
1

12 2+
=

+tan y x

அதபாவது,		
d
dx

x
x

(tan ) .
1

2

1

1

(iv) arc cot x  அ�ோவது cot-1 x  

  tan-1 x  + cot-1 x   = 
p
2  என்்	முற்்்பாருகமகய	அறிவவபாம்

 இதிலிருந்து,  
d
dx

x x(tan cot )− −+1 1  = 
d
dx

π
2

0





 =  

 இதிலிருந்து,   
d
dx

x d
dx

x(tan ) (cot )− −+1 1  = 0

  அதபாவது,   
d
dx

x(cot )-1  = − =−d
dx

x(tan )1 −
+
1

1 2x
 

  அதபாவது,  d
dx

x
x

(cot ) .− = −
+

1
2

1
1

(v) arc sec x  அ�ோவது sec-1 x -ன் வ்ககதகழு 
1

12x x -
 ஆகும்

(vi) arc cosec x  அ�ோவது cosec-1x -ன் வ்ககதகழு 
-

-

1
12x x

  ஆகும்

 (v) மற்றும்	(vi) நிரூ்ணஙைள்	்யிற்சிகைபாை	ஒதுகைப்டடுள்ைன.

எடுத்துககாட்டு 10.7

 x-ஐ	்்பாறுத்து	வகைக்ைழுகவக	ைபாணை. :
 (i) y x x x= + + +3 25 3 7   (ii) y e xx= + +sin 2  

 (iii) y x x ex= − −4 2cosec log   (iv) y x
x

= −







1 2

 (v) y xe xx= log

  (vi) y
x

x
=

cos
3    (vii) y

x
ex

=
log

  

 (viii) f x x f f( ) | - | '( ) '( )= 4 3 5vdpy;  kw;Wk; ஐ	ைபாணை.
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தீர்வு

 (i) 
dy
dx

x x= + +3 10 32   (ii) 
dy
dx

e xx= + cos  

 (iii) 
dy
dx

x x
x

ex= − − −4 1 2cosec .cot  

 (iv) y x
x

x x= + − = + −−2
2

2 21 2 2  

  
dy
dx

x x x
x

= − = −− −2 2 2 22 1
3  

 (v) 
dy
dx

xe
x

e x x x ex x x= 





 + +

1 1.log ( ) log ( )  

  = + + = + +e e x xe x e x x xx x x xlog log ( log log )1  

 (vi) y
x

x
=

cos
3  

  
dy
dx

x x x x
x

x x x x
x

=
− −

=
− +3 2

6

2

6

3 3( sin ) cos ( ) ( sin cos )
 

         = −
+( sin cos )x x x
x

3
4  

 (vii) y
x

e
e xx
x= = −log .log  

  
dy
dx

e
x

x ex x= 





 + −− −1 1log ( )( )  

        = −





−e
x

xx 1 log  

 (viii) f x x
x x
x x

( ) | |
( ) ;

( ) ;
= − =

− − <
−



 ≥

4
4 4

4 4  

   ′ =
− <
+ ≥




f x
x
x

( )
,1 4

1 4,

        எனவவ,	 ′ = −f ( )3 1

                     ′ =f ( )5 1 

பயிற்சி 10.2
பின்வரும்	சபாரபுைகைத்	்தபாடரபுகடய	சபாரபாமபாறிைகைப	்்பாறுத்து	வகையிடுை.

 (1) f(x) = x - 3 sinx (2) y = sin x + cos x
 (3) f(x) = x sin x (4) y = cos x - 2 tan x
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 (5) g(t) = t3cos t (6) g(t) = 4 sec t + tan t
 (7) y = ex sin x

 (8) y x
x

=
tan

  (9) y x
x

=
+
sin

cos1
 

 (10) y
x
x x

=
+sin cos

 (11) y
x
x

=
−tan

sec
1

 

 (12) y
x

x
=

sin
2   (13) y = tan q(sin q + cos q)

 (14) y = cosec x . cot x (15) y = x sin x cos x

 (16) y = e-x. log x (17) y x x e x= + + −( ) ln( )2 35 1  

 (18) y x= °sin   (19) y x= log10  

 (20)  f x x x( ) = − +2 5 32  எனில்	 f x'( ) 	என்்	சபாரபின்	வகர்டம்	வகரை.

10.4.2 சாரபின் சாரபினது வகககதகழு (இகணபபு விதி) எடுத்துககாட்டுகள்

எடுத்துககாட்டு 10.8

 F x x F x( ) ( )= + ′2 1 vdpy; fhz;f .
தீர்வு

   u  = g x x f u u( ) ( )= + =2 1 kw;Wk; 

   F x( )  = ( )( ) ( ( ))fog x f g x=

   ¢f u( )  = 
1
2

1
2

1
2u

u
−
=  மற்றும்

   ¢g x( )  = 2x,  என்்தனபால்

   ¢F x( )  = ¢ ¢f g x g x( ( )) ( )

    = 
1

2 1
2

12 2x
x x

x+
=

+
.  .

எடுத்துககாட்டு 10.9
  வகையிடுை	: (i) y = sin(x2) (ii) y = sin2x

தீர்வு

  (i) இஙகு	sine சபாரபு	்வளிபபு்ச்	சபார்பாைவும்	வரகை	சபாரபு	உடசபார்பாைவும்	உள்ைது.

   u = x2		என்ை.

   அதபாவது,  y = sin u.

   எனவவ,   
dy
dx

 = 
dy
du

du
dx

´  

    = cos u ´ (2x)
    = cos(x2).2x
    = 2x cos(x2).
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  (ii) u = sin x 
   எனவவ,    y = u2

   மற்றும்  
dy
dx

 = 
dy
du

du
dx

´  

    = 2u ´ cos x
    = 2 sin x . cos x
    = sin 2x.

எடுத்துககாட்டு 10.10
 வகையிடுை : y x= −( )3 1001  

தீர்வு
   u = x3-1 	என்ை.
   y = u100

   மற்றும்	 
dy
dx

 = 
dy
du

du
dx

´  

    = 100 3 0100 1 2u x− × −( )

    = 100 1 33 99 2( )x x− ×

    = 300 12 3 99x x( )- .

எடுத்துககாட்டு 10.11

  f x
x x

( ) =
+ +

1
123
	எனில்,	 ¢f x( )-ஐ	ைபாணை.

தீர்வு
   முதலில்	f(x) = ( )x x2

1
31+ +
−

என	எழுதுவவபாம்.

   எனவவ,  ¢f x( )  = − + + + +
−
−1

3
1 12

1
3

1 2( ) ( )x x d
dx

x x

    = − + + × +
−1

3
1 2 12

4
3( ) ( )x x x  

    = − + + +
−1

3
2 1 12

4
3( )( )x x x  .

எடுத்துககாட்டு 10.12

      g t
t
t

( ) = −
+









2
2 1

9

 என்்	சபாரபின்	வகைக்ைழுகவக	ைபாணை.

தீர்வு

   ¢g t( )  = 9 2
2 1

2
2 1

9 1t
t

d
dt

t
t

−
+









−
+









−
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    = 9 2
2 1

2 1 2 2 2 1

2 1

8

2

t
t

t d
dt
t t d

dt
t

t
−
+









+ − − − +

+













( ) ( ) ( ) ( )

( )




 

    = 9 2
2 1

2 1 1 2 2
2 1

8

2

t
t

t t
t

−
+









+ × − − ×
+











( ) ( )
( )

 

    = 9 2
2 1

2 1 2 4
2 1

8

2

t
t

t t
t

−
+









+ − +
+









( )

 

    = 
45 2

2 1

8

10

( )
( )

t
t
−
+

எடுத்துககாட்டு 10.13
 (2x + 1)5  (x3 - x + 1)4.-ஐ	வகையிடுை.

தீர்வு

   y = (2x + 1)5  (x3 - x + 1)4	என்ை.

   u = 2x + 1 ; v = x3 - x + 1   என	எடுத்துக்ைபாணடபால்

   y = u5 . v4

   dy
dx

 = u d
dx
v v d

dx
u5 4 4 5. ( ) ( )+       (்்ருகைல்	விதிப்டி)

    = u v dv
dx

v u du
dx

5 4 1 4 5 14 5. .− −+   (இகணபபு	விதிப்டி)

    = 4 3 1 5 25 3 2 4 4u v x v u. ( )× − + ×

    = 4 2 1 1 3 1 10 1 2 15 3 3 2 3 4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x+ − + − + − + +  

    = ( ) ( ) ( )( ) ( )2 1 1 4 2 1 3 1 10 14 3 3 2 3x x x x x x x+ − + + − + − + 

    = 2 2 1 1 17 6 9 34 3 3 3 2( ) ( ) ( )x x x x x x+ − + + − + .

எடுத்துககாட்டு 10.14
 வகையிடுை : y = esin x

.

தீர்வு

   u = sin x என	எடுத்துக்ைபாணடபால்

   y = eu

   
dy
dx

 = 
d e
du

du
dx

u( )
´  = eu ´ cos x = cos x esin x

.
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எடுத்துககாட்டு 10.15
 வகையிடுை	:	 2x

 .

தீர்வு

   y = 2 2x xe= log என்ை

   u = x (log 2)     என	எடுத்துக்ைபாணடபால்

   y = eu	ஆகும்.

   
dy
dx

 = 
dy
du

du
dx

´  = e eu x× =log log log2 2 2

    =  (log2)2x
.

 ax -ன்	வகைக்ைழுகவச்	சூத்திரத்கதப	்யன்்டுத்தி	வேரடியபாைவும்	எழுதைபாம்

எடுத்துககாட்டு 10.16

 y = tan-1 
1
1
+
−









x
x

 எனில்	 ¢y ைபாணை.

தீர்வு

   y = tan-1 
1
1
+
−









x
x

   
1
1
+
−

x
x

 = t	என்ை.

   எனவவ,   y = tan-1t

   
dy
dx

 = 
d
dt

t dt
dx

(tan ).-1

    = 
1

1
1 1 1 1

12 2+
− − + −

−t
x x

x
. ( ). ( )( )

( )
 

    = 
1

1 1
1

1 1
1

1
12 2 2

+
+
−









− + +
−

=
+x

x

x x
x x

. ( ) ( )
( )

 .

பயிற்சி 10.3
கீழகைபாணும்	சபாரபுைளுககு	வகைக்ைழுகைகைக	ைபாணை :

 (1) y x x= + +( )2 54 6   (2) y = tan3x (3) y = cos (tanx)

 (4) y = 1 33 + x   (5) y e x=   (6) y ex= sin( )

 (7) F x x x( ) ( )= +3 74   (8)  h t t
t

( ) = −







1
3
2

  (9) f t t( ) tan= +13  

 (10) y a x= +cos( )3 3   (11) y e mx= −  (12) y = 4 sec 5x
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 (13)  y x x= − − −( ) ( )2 5 8 54 2 3  (14)  y x x= + +( )2 231 2  (15)  y xe x= − 2

 (16) s t
t
t

( ) = +
−

3

3
4

1
1

 (17) f x
x
x

( ) =
−7 3

  (18) y x= tan(cos )

  (19) y
x
x

=
sin
cos

2

  (20) y x=
−

5
1

  (21) y x= +1 2 tan

  (22) y x x= +sin cos3 3   (23) y kx= sin (cos )2   (24) y x= +( cos )1 2 6

  (25) y
e
e

x

x=
+

3

1
  (26) y x x= +   (27) y ex x= cos  

 (28) y x x x= + +   (29) y x= ( )( )sin tan sin   (30) sin− −
+











1
2

2

1
1

x
x

 

10.4.3 உட்படு சாரபுகக்ள வககயிடல் (Implicit Differentiation)

	 ஒரு	சபாரபின்	சபாரந்த	மபாறியின்	மூைம்	்வளிப்கடயபாைத்	தரப்டடு	  y = f (x)	என்்	வடிவில்	

இருந்தபால்		அதகன	தவளிப்டு	சோர்பு	(explicit function)	எனக	கூ்ைபாம்.	எடுத்துகைபாடடபாை	 y x= −
1
2

13 	

என்்து	 ஒரு	 ்வளிப்டு	 சபார்பாகும்.	 அவத	 சமயம்	 அதற்குச்	 சமபானமபான	 சமன்்பாடபாை	

2 2 03y x− + = 	என்று	x, y ஆகிய	மபாறிைகை	உட்டுத்தி	வகரயக்	்சயதபால்	அதகன	உட்்டு	சோர்பு	

எனைபாம்	அல்ைது	y ஆனது	x-ஆல்	ஆன	உட்டு	சபாரபு	எனைபாம்.

   x y2 2+  = 4  ¼ (1)

 என்்	 சமன்்பாடு	 ஆதிபபுள்ளிகய	 கமயமபாைவும்	 ஆரம்	 2 ஆைவும்	 உகடய	 ஒரு	 வடடத்கதக	
குறிககி்து	 என்்கத	 அறிவவபாம்.	 சமன்்பாடு	 	 (1) சபாரபு	 அல்ை.	 ஏ்னனில்	 - 2 < x < 2 	 என்்	
இகட்வளியில்	உள்ை	ஒவ்வபாரு	x	மதிபபிற்கும்	y-ககு	இருமதிபபுைள்	இருககும்.	அகவ	

   f x( )  = 4 2 22− −x x, ≤ ≤   ¼ (2)

   g x( )  =  − − −4 2 22x x, ≤ ≤  ¼ (3)

 இரு	மதிபபுைள்	இருககும்.	(1)-ல்	குறிபபிடடுள்ை	வடடத்தின்	வமல்	்பாதிகய	  (2)-ம்,	கீழப்பாதிகய 
(3)-ம்	குறிககின்்து.	வடடத்தின்	வமல்்பாதிகய	அல்ைது	கீழப்பாதிகயச்	சபார்பாைக	ைருதைபாம்.	எனவவ,	  
- 2 £ x £ 2	என்்	இகட்வளியில்	சமன்்பாடு	(1)-ஆனது	குக்ந்தது	இரு	உட்டு	சபாரபுைகை	் ைபாடுககி்து.

 x f x2 2 4+[ ] =( )  மற்றும் x g x2 2 4+[ ] =( )  ஆகிய	இரு	சமன்்பாடுைளும்	

 −2 2≤ ≤x 	இகட்வளியில்	முற்்்பாருகமயபாகி்து	என்்து	குறிபபிடத்தகைது.

x

y

x

y

–1–2 1 2

–1–2 1 2

2 2
4, 0x y y+ = ≥

2 2
4, 0x y y+ = ≤

 ்டம்	10.25 ்டம்	10.26
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 ்்பாதுவபாை,	ஏவதபா	ஒரு	இகட்வளியில்	 F x y( , ) = 0  என்்	சமன்்பாடு	f சபாரபிகன	ஒரு	உட்டு	

சபார்பாை	 வகரயக்	 ்சயதபால்	 F x f x( , ( )) = 0  ஆனது	 அந்த	 இகட்வளியில்	 முற்்்பாருகமயபாை		

அகமயும்.	 f என்்	 சபாரபின்	 வகர்டம்	 F x y( , ) = 0  சமன்்பாடடின்	 வகர்டத்தின்	 ஒரு	 ்குதிகய	

அல்ைது	அகனத்கதயும்	குறிககின்்து.

 x x y y x4 2 3 5 2 1+ − = +  வ்பான்்	மிைச்	சிகைைபான	சமன்்பாடு	x-அச்சில்	குறிபபிடட	இகட்வளியில்	

உட்டு	 சபாரபுைகைத்	 தீரமபானிககும்.	 வமலும்	 y-ஐ	  x-ஆல்	 ஆன	 வைபாகவயில்	 எழுத	 இயைபாமல்	

இருகைைபாம்.	 எனினும்,	 சிை	 சமயஙைளில்	
dy
dx

 -ஐ	 ைபாண	 	 ்யன்்டுத்தும்	 முக்யிகன	 உட்டு	

வகையிடல்	 எனைபாம்.	 இம்முக்யின்்டி	 சமன்்பாடடின்	 இருபு்மும்	 வகையிடல்	 விதிைகைப	

்யன்்டுத்தி	 x-ஐ	 ்்பாறுத்து	வகைக்ைழு	 ைணடு	
dy
dx

	 ்்்ைபாம்.	 சமன்்பாடடில்	 தீரமபானிகைப்டும்	 

y 	 ஒரு	 வகைகமச்	 சபார்பாை	 அகமயும்வ்பாது	 சபாரபின்	 சபாரபுைளுகைபான	 இகணபபு	 விதியிகனப	
்யன்்டுத்திக	கீழகைபாணுமபாறு	ைபாணைபாம்.

   
d
dx
yn  = ny

dy
dx

n-1   

 இஙகு	n ஒரு	முழு	எணணபாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.17

 x y2 2 1+ = 	எனில்,	
dy
dx

 ைபாணை. 

தீர்வு

 சமன்்பாடடின்	இருமருஙகும்	வகையிடுை.

   
d
dx
x d

dx
y2 2+  = 

d
dx

( )1

   2 2x y dy
dx

+  = 0

   
dy
dx

 = -
x
y
	ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.18
 x = 1 என்்	மதிபபில்	அகமயும்	புள்ளிைளில்,	வகைவகர	 x y2 2 4+ = -ககு	வகரயப்டும்	

்தபாடுவைபாடுைளின்	சபாயவுைகைக	ைபாணை.
தீர்வு

 ்ைபாடுகைப்டட	 சமன்்பாடடில்	 x = 1 எனப	 பிரதியிட	 y2 3=  அல்ைது y = ± 3   எனப	

்்்ைபாம்.	எனவவ,	 1 3,( )  மற்றும் 1 3,−( ) -ல்	்தபாடுவைபாடுைள்	அகமயும்.	இரணடு	்வவவவறு	

உட்டு	 சபாரபுைளுகைபான	 வகர்டஙைளில்	 உள்ை	 புள்ளிைைபாை	 1 3,( )  மற்றும்	 1 3,−( )  

04_10 Differential Calculus 2.indd   176 30-05-2022   15:16:23



177 வகைகை ைற்றும் வகையிடல் முகைைள்

அகமந்தபாலும்	ஒவ்வபாரு	புள்ளியிலும்	சரியபான		சபாயவு	கிகடககும்.	எனவவ,	

   1 3,( )y;
dy
dx  = − −( ) =

−
−

=
1
3

1 3 1
3

1
3

kw;Wk; y;, dy
dx

எடுத்துககாட்டு 10.19
 x x y y x4 2 3 5 2 1+ − = + எனில்,	

dy
dx

	ைபாணை.
தீர்வு
	 உட்டு	வகையிடலின்்டி

   
d
dx

x d
dx

x y d
dx

y( ) ( ) ( )4 2 3 5+ −  = 
d
dx

x( )2 1+  

 இதிலிருந்து,   4 3 2 53 2 2 3 4x x y dy
dx

x y y dy
dx

+ 





 + −( )  = 2 + 0

  அதபாவது,    4 3 2 53 2 2 3 4x x y dy
dx

xy y dy
dx

+ + −  = 2 

  எனவவ,    3 52 2 4x y y dy
dx

−( )  = 2 4 23 3- x xy-  

   அல்ைது    
dy
dx

 = 
2 4 2
3 5

3 3

2 2 4

- -
-

x xy
x y y

 

எடுத்துககாட்டு 10.20

  sin cosy y x= 2 எனில்	
dy
dx

 ைபாணை.

தீர்வு
 sin cosy y x= 2 .

   வகையீடு	்சயய, 
d
dx

ysin  = 
d
dx

y x( cos )2

   அதபாவது, cos y dy
dx

 = y x x dy
dx

( sin ) cos− +2 2 2  

   இதிலிருந்து,   (cos cos )y x dy
dx

- 2  = -2 2y xsin

   அல்ைது   
dy
dx

 = 
-

-
2 2

2
y x
y x

sin
cos cos

 

10.4.4 ைடககக வககயிடல் (Logarithmic Differentiation)
 y = xx  வ்பான்்		சபாரபிகனத்	தவிர,	வகையிடல்	விதிைகையும்,	அடிப்கடச்	சபாரபுைளின்	வகையிடல்	
அடடவகணகயயும்	 ்யன்்டுத்துவதன்	 மூைம்	 ்தபாடகைத்தில்	 ்யன்்டுத்தப்டும்	 எந்த்வபாரு	
சபாரபிற்கும்	எளிதபாை	வகையிடல்	ைபாண	இயலும்.	இத்தகைய	சபாரபுைள்	அடுககு/்டிககுறி	சபாரபுைைபாை	
குறிபபிடப்டுகின்்ன.	இவற்றில்	்்பாதுவபாை	அந்த	சபாரபின்	அடிமபானமும்,	்டியும்	சபாரபா	மபாறிகயப	
்்பாறுத்ததபாை	அகமயும்.	
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	 அடுககுப	 ்டிககுறிச்	 சபார்பான	 y = xx -ககு	வகையிடல்	 ைபாண	இரு	 ்கைமும்	மடககையிகன	
்யன்்டுத்த	வவணடும்.

 log y = x log x, x > 0	எனக	கிகடககும்.

 இது	ஒரு	முற்்்பாருகமயபாதைபால்	இடப்கை	வகைக்ைழுவும்	வைப்கை	வகைக்ைழுவும்	சமமபாை	
இருத்தல்	வவணடும்.	 x-ஐப	்்பாறுத்து	வகையிடலின்வ்பாது	 (இடப்கைத்தில்	உள்ை	சபாரபு,	 சபாரபின்	
சபாரபு	என்்கத	நிகனவில்	்ைபாள்ை)	

  
1
y
dy
dx

 = log x +1

  எனவவ,      
dy
dx

 = y x x xx(log ) (log )+ = +1 1  

 f(x) என்்	சபாரபினுககு	மடககை	ைணடு	 (e	அடிமபானம்) பின்னர	வகையிடகைப	்யன்்டுத்தும்	
முக்	மடககை	வகையிடல்	என்று	அகழகைப்டுகி்து.

d
dx

f x f x
f x

(log ( )) ( )
( )

=
′

 இம்முக்யின்	மூைம்	் ்ருகைல்,	வகுத்தல்	அல்ைது	அடுககுைள்	் ைபாணட	ைடினமபான	சபாரபுைளின்	
வகையீடுைகை	மடககை	வகையிடகைப	்யன்்டுத்தி	எளிதபாைக	ைபாணைபாம்.

எடுத்துககாட்டு 10.21

 y x x x= +2 24 2. sin .  எனில்,	y-ன்	வகைக்ைழுகவக	ைபாணை.

தீர்வு

 இரு்கைமும்	மடககைகய	எடுகை,

 log log( ) log(sin ) log( )y x x x= + + +
1
2

4 2 22  எனக	கிகடககி்து.

  இதிலிருந்து   
¢y

y
 = 

1
2

2
4

2 22

x
x

x
x+

+ +. cos
sin

log  

   = 
x

x
x2 4

2 2
+

+ +cot log  

  எனவவ,		 ¢y  = 
dy
dx

y x
x

x=
+

+ +





2 4

2 2cot log  .

எடுத்துககாட்டு 10.22

 வகையிடுை	: y
x x
x

=
+

+

3
4 2

5

1
3 2( )

 .

தீர்வு

 இரு்கைமும்	மடககைகய	எடுகை,	

 log log log( ) log ( )y x x x= + + − +
3
4

1
2

1 5 3 22  

உட்டு	வகையிடலின்்டி.
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¢y

y
 =  

3
4

1
2

2
1

5
3 2

32x
x

x x
+

+
−

+( )
( )

   = 
3

4 1
15

3 22x
x

x x
+

+
−

+( )

  எனவவ,  
dy
dx

 = ′ =
+

+
+

+
−

+






y x x
x x

x
x x

3
4 2

5 2

1
3 2

3
4 1

15
3 2( )

ைடககக வககயிடலில் படிநிக்லகள் (Steps in Logarithmic Differentiation) 
 (1) y = f(x) என்்	சமன்்பாடடின்	இருமருஙகும்	இயற்கை	மடககை	எடுத்து		மடககை	விதிைகைப	

்யன்்டுத்தி	எளிகமயபாககுதல்	வவணடும்.

 (2) x-ஐப	்்பாறுத்து	உட்டு	வகையிடல்	ைபாணவவணடும்.

 (3) y¢-கைபாைத்	தீரவு	ைபாணுதல்	வவணடும்.

 ்்பாதுவபாை,	்டிககுறி	மற்றும்	அடிமபானம்	்்பாறுத்து	ேபான்கு	வகைைள்	உள்ைன.

 (1) 
d
dx
ab( ) = 0  (a, b ஆகியகவ	மபாறிலிைள்).

 (2) 
d
dx

f x b f x f xb b( ) ( ) ( )[ ] = [ ] ′−1
 

 (3) 
d
dx
a a a g xg x g x[ ] (log ) ( )( ) ( )= ′  

 (4) 
d
dx

f x g x( ) ( )[ ] =  [ ( )] ( ) ( )
( )

log ( ). ( )( )f x g x f x
f x

f x g xg x ′
+ ′









எடுத்துககாட்டு 10.23

 வகையிடுை	:	 y x x=  

தீர்வு

 இருபு்மும்	மடககை	எடுகை :

   log y  = x xlog  
 உட்டு	வகையிடலின்்டி,

   
¢y

y
 = x

x x
x. .log1 1

2
+  

    = 
log x

x
+ 2

2
 

   எனவவ,			
d
dx

x x( )  = ′ =
+







y x x

x
x log 2

2
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10.4.5. பிரதியிடல் முகை (Substitution method)
	 பிரதியிடல்	 முக்யபானது,	 சிை	 விதமபான	 வகையிடலின்	 வ்பாது	 குறிப்பாை	 வேரமபாறு	
முகவைபாணவியல்	சபாரபுைளின்	வகையிடலின்வ்பாது	மிைவும்	்யனுள்ைதபாை	அகமயும்.

 f(x) = tan-1  
2

1 2

x
x−







என்்	சபாரபிகனக	ைருதுை.

	 இந்தச்	சபாரபிற்கு,	சபாரபின்	சபாரபு	விதிகயப	்யன்்டுத்தி	 ¢f x( )  ைபாணைபாம்.	ஆனபால்,	அது	சற்றுக 
ைடினமபானது.	அதற்குப	 ்திைபாைப	பிரதியிடல்	முக்யிகனப	 ்யன்்டுத்தினபால்	எளிதபாை	அகமயும்.	
அதபாவது,	

  x = tan θ	என்ை.

  எனவவ,	
2

1 2

x
x-  = 

2
1

22

tan
tan

tanθ
θ

θ
−

=  மற்றும்

  f x( )   = tan (tan )− =1 2 2θ θ

   = 2 tan-1x

  ¢f x( )  = 
2

1 2+ x
 என	எளிதபாைக	ைபாணைபாம்.

எடுத்துககாட்டு 10.24

 y = tan-1 
1
1
+
−









x
x

 எனில்,	 ¢y ைபாணை.

தீர்வு

 x = tan q	என்ை.

   எனவவ,	 
1
1
+
−

x
x

  = 
1
1 4
+
−

= +







tan
tan

tanθ
θ

θ
π

 .

   tan-1 
1
1
+
−









x
x

 = tan tan tan− −+















 = + = +1 1

4 4 4
π π π

θ θ x  

   y = 
π
4

1+ −tan x

   ¢y  = 
1

1 2+ x
 .

எடுத்துககாட்டு 10.25
  f x x x( ) cos ( )= −−1 34 3 எனில்	 ¢f x( ) -ஐக	ைபாணை.

தீர்வு

  x = cos θ	என்ை.

  எனவவ,		 4 33x x-  = 4 3 33cos cos cosθ θ θ− =  மற்றும்

  f(x) = cos (cos ) cos− −= =1 13 3 3θ θ x  

  ஆகையபால்,  ¢f x( )  = 3 1
1

3
12 2

−

−









 =

−

−x x
 .
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10.4.6 துகணய்லகுச் சைன்பாடுக்ளால் வகரயறுககபபட்ட ைாறிகக்ள வககயிடல்

           ( Derivatives of variables defined by parametric equations )

 x = f(t), y = g(t) என்்	சமன்்பாடுைகைக	ைருதுவவபாம்.	

	 இச்சமன்்பாடுைள்	x மற்றும்	y 	மபாறிைளுககிகடவய	உள்ை	சபாரபு	உ்கவத்	தருகின்்ன.	 [a, b] 
எனும்	ஏவதனும்	ஒரு	சபார்ைத்தில்	உள்ை	‘t’ 	மதிபபிற்கு	x மற்றும்	y	ைணடறியைபாம்.

 x மற்றும்	 y என	 இரு	 சபாரபுைள்	 தனித்தனியபாை	 ‘t’ எனும்	 பிறி்தபாரு	 மபாறி	 மூைம்	
வகரயறுகைப்டடபால்	 x மற்றும்	 y-ககு	 உள்ை	 சபாரபுத்	 ்தபாடரபு	 து்ையலைகுத த�ோடர்பு	 என்றும்	
பிறி்தபாரு	மபாறி		து்ையலைகு		எனவும்	அகழகைப்டுகி்து.

 x மற்றும்	y ககு	உள்ை	வேரடித்	்தபாடரக்த்	துகணயைகு	 ‘t’ இன்றிக	ைபாண்து	து்ையலைகு 
நீககல என்்தபாகும்.

	 எடுத்துகைபாடடபாை,	 கமயம்	  (0, 0) எனவும்.	 ஆரம்	 r எனவும்	 உள்ை	 வடடத்தின்	 சமன்்பாடு	
x y r2 2 2+ =   ஆகும்.	இந்தச்	சமன்்பாடு	x மற்றும்	y இரணடிற்குமிகடவய	உள்ை	் தபாடரக்	விவரிககி்து.	
மற்றும்	இதன்	துகணயைகுச்	சமன்்பாடுைள்	x = r cos t  ;  y = r sin t   எனக	கிகடககும்.		மறுதகையபாை	

t-ஐ	நீககும்வ்பாது x y r2 2 2+ = 	எனப்்்ைபாம்.

 y -ஐ	 x -இன்	சபார்பாைக	ைருதினபால்,	 
dy
dx

dy
dt
dx
dt

g t
f t

= =
′
′
( )
( )

. 

 x-ஐ	 y-இன்	சபார்பாைக	்ைபாணடபால்	y-ஐ	்்பாறுத்து	 x-இன்	வகையிடல்	

   dx
dy

dx
dt
dy
dt

f t
g t

= =
′
′
( )
( )

 	ஆகும்.

 வடடத்கதப	்்பாறுத்தவகர	
dy
dx

 என்்து	வடடத்தின்	்தபாடுவைபாடடின்	சபாயவபாை,

   
dy
dx

dy
dt
dx
dt

r t
r t

t= =
−

= −
cos
sin

cot  ஆை	அகமயும்.

எடுத்துககாட்டு 10.26

 x at= 2  ;  y = 2at,    t ¹ 0 எனில்,	
dy
dx

 ைபாணை.

தீர்வு

   x = at 2    ;  y = 2at 	என்்தபால்

   
dy
dx

  = 
′
′

= =
y t
x t

a
at t

( )
( )

.2
2

1

எடுத்துககாட்டு 10.27

 x = a(t - sin t), y = a(1 - cos t) எனில்,	
dy
dx

 ைபாணை.
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தீர்வு

   x = a(t - sin t), y = a(1 - cos t).

   இபவ்பாது  
dx
dt

 = a(1 - cos t) ; 
dy
dt

 = a sin t

   எனவவ,  
dy
dx

 = 

dy
dt
dx
dt

a t
a t

t
t

=
−

=
−

sin
( cos )

sin
( cos )1 1

 

10.4.7 ஒரு சாரபிகனப தபாறுத்து ைற்தைாரு சாரபிகன வககயிடல்

(Differentiation of one function with respect of another function)
 y f x= ( )  என்்	சபாரபு	வகைகமயபானபால்,	x-ஐப	்்பாறுத்து	y-ன்	வகைக்ைழு

   
dy
dx

f x h f x
hh

=
+ −

→
lim ( ) ( )

0
 .

 f 	மற்றும்	g ஆகியகவ	x-ன்	வகைகமயபான	சபாரபுைள்	மற்றும்	 dg
dx

g x= ≠'( ) 0 எனில்

   
df
dg

df
dx
dg
dx

f x
g x

= =
'( )
'( )

எடுத்துககாட்டு 10.28
 x xlog -ஐ	்்பாறுத்து	 xx -ன்	வகையீடு	ைபாணை. 

தீர்வு

   u = x v x xx , log=

   logu  = x xlog  

   
1
u
du
dx

  = x
x

x x. .log log1 1 1+ = +  

   
du
dx

 = u x x xx( log ) ( log )1 1+ = +  

   
dv
dx

  = 1+ log x  

   
d x

d x x

x( )
( log )

 = 
du
dv

du
dx
dv
dx

xx= =  

 இஙகு	ஒரு	சமனிச்	சபார்பாை	இருந்தபால்	 g x x( ) =  எனவவ	
df
dg

 என்்து	
df
dx

f x= ′( )  என	மபாறும்.

எடுத்துககாட்டு 10.29
 x x2 1+ + -ஐப	்்பாறுத்து	 tan ( )− +1 21 x -ஐ	வகையிடுை.
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தீர்வு

   f x( )   = tan ( )− +1 21 x  என்ை

   g x( )   = x x2 1+ +  

   
df
dg

 = 
f x
g x

'( )
'( )

 

   f x'( )   = 
2
2 24 2

x
x x( )+ +  

   g x'( )   = 2 1x +  

   
df
dg

  = 

2
1
2 1

2
2 1 2 2

2

4 2

x
x

x
x

x x x
+
+

=
+ + +( )( )

 

எடுத்துககாட்டு 10.30
  cos( )lx mx n2 + + -ஐ	்்பாறுத்து		 sin( )ax bx c2 + +  வகையிடுை. 

தீர்வு

       u = sin( )ax bx c2 + +  மற்றும்

   v = cos( )lx mx n2 + +  என்ை.

   
du
dv

 = 
u x
v x

'( )
'( )

 

   u x'( )   = cos( )( )ax bx c ax b2 2+ + +  

   v x'( )   = − + + +sin( )( )lx mx n lx m2 2  

   
du
dv

  = 
u x
v x

ax b ax bx c
lx m lx mx n

'( )
'( )

( ) cos( )
( ) sin( )

=
+ + +

− + + +
2
2

2

2  

10.4.8 உயர வரிகச வகககதகழுககள் (Higher order Derivatives)
	 ஒரு	வேரகவைபாடடில்	ேைரும்	்்பாருளின்	நிகைச்சபாரபு	 (இடப்்யரச்சி)	 s = s(t) என்ை.	 	அதன்	
முதல்	வகைக்ைழு,	்்பாருளின்	திகசவவைம்	வேரத்தின்	சபார்பாை	v(t) அகமயும்	என்்து	இயற்பியலில்	
எளிகமயபாை	அறிந்துள்வைபாம்.

 v t s t f t t f t
t

ds
dtt

( ) = ′ =
+ ∆ −
∆

=
∆ →

( ) lim ( ) ( )
0

 .

	 வமலும்,	 வேரத்திகனப	 ்்பாறுத்துத்	 திகசவவைத்தின்	 ைணவேர	 வீத	 மபாற்்ம்	 அப்்பாருளின்	
முடுகைம்	 a(t) ஆகும்.	 எனவவ	முடுகைச்	 சபாரபு	ஆனது	திகசவவைத்தின்	முதல்	வகைக்ைழுவபாகும்	
என்்தனபால்	முடுகைச்	சபாரபு,	நிகைச்சபாரபின்	இரணடபாவது	வகைக்ைழுவபாகும்.

   a t v t( ) ( )= ′  = lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆t

v t t v t
t0

    = 
d
dt
v t( ( ))  

    = 
d
dt

ds
dt

d s
dt

s t





 = = ′′

2

2 ( )  
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 இவவபா்பாை,	  f என்்து	 x-ன்	 வகைகமயபான	 சபாரபு	 எனில்,	 அதன்	 முதல்	 வகையிடல்	

′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0

 என்்து	y = f(x)	என்்	சபாரபின்	வகர்டத்தின்	்தபாடுவைபாடடின்	சபாயவு 

என	 மிை	 எளிய	 வடிவியல்	 விைகைமபாை	 அகமகி்து.	 ¢f  என்்து	 x-ன்	 சபார்பாைவும்	 இருப்தபால்,	

¢f -ககும்	வகைகம	இருகை	முடியும்.	அவவபாறு	இருந்தபால்,	 ( )′ ′ = ′′f f  எனக	குறிபபிடப்டடு

   ¢¢f x( )  = lim ( ) ( )
∆ →

′ + ∆ − ′
∆x

f x x f x
x0

 

    = 
d
dx

f x d
dx

d
dx
f x′( ) = 






( ) ( )  

    = 
d f
dx

d y
dx

2

2

2

2=  	என	அகமகின்்து

     இதகன	மற்்்பாரு	குறியீடபாைD f x D y y y2 2
2( ) = = = ′′  என	எழுதைபாம்.

	 இரணடபாம்	 வகைக்ைழு	 என்்து	 மபாறு	 வீதத்தின்	 மபாறு	 வீதமபாைக	 ைருதினபாலும்	 வடிவியல்	
விைகைம்	எளிதபாை	இல்கை.	இருபபினும்	 y f x= ( )  என்்	சபாரபின்	வகர்டத்தின்	வகை	ஆரத்திற்கும்.	
இரணடபாம்	 வகையிடலுககும்	 ்ேருஙகியத்	 ்தபாடரபு	 உள்ைது	 என்்தகன	 உயர	 வகுபபுைளில்	
ைபாணைபாம்.

	 அவத	வ்பான்று	 ¢¢f x( )  கிகடகைப	் ்றினும்,	அது	வகைகமயபாைவவபா	அல்ைது	வகைகமயின்றிவயபா	

அகமயைபாம்.	வகைகமயபாை	அகமந்தபால்	 ¢¢¢f மூன்்றோம் வ்கயிடல என்றும்

   ¢¢¢f x( )  = d y
dx

y y
3

3 3= ′′′ =  எனவும்	குறிபபிடப்டுகி்து

	 மூன்்பாம்	 வகையீடடிகன	 இயற்பியல்	 ரீதியபாை,	 ஒரு	 வேரகவைபாடடில்	 ேைரும்	 ்்பாருளின்	
நிகைச்சபாரபின்	 மூைம்	 விைகைைபாம்.	 	 ′′′ = ′′ ′ = ′s s a t( ) ( )என்்தபால்,	 நிகைச்சபாரபின்	 மூன்்பாம்	
வகையிடல்	என்்து	முடுகைச்	சபாரபின்	வகைக்ைழு	ஆகும்.	மற்றும்	அதகன		‘குலுகைம்’ (jerk)	என்றும்

   j = 
da
dt

d s
dt

=
3

3  எனவும்	எழுதைபாம்.

	 எனவவ,	 	 ‘குலுகைம்’	 என்்து	 	 முடுகைத்தில்	 திடீ்ரன	 ஏற்்டும்	 மபாற்்ம்	 என்்தபால்	 மிைச்	
சரியபாைவவ	முடுகைத்தின்	மபாறு	வீதத்திற்கு	குலுகைம்	எனப	்்யரிடப்டடுள்ைது.	்்ரிய	குலுகைம்	
ஏற்்டடபால்	வபாைனத்தின்	ேைரவில்	அதிரவு	ஏற்்டும்.

எடுத்துககாட்டு 10.31
 y  = x x x3 26 5 3− − + எனில்,	 ¢ ¢¢y y, மற்றும்	 ¢¢¢y ஆகியவற்க்க	ைபாணை.

தீர்வு

     y  = x x x3 26 5 3− − +  மற்றும்

   ¢y  = 3 12 52x x- -  
   ¢¢y  = 6x - 12
   ¢¢¢y  = 6
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எடுத்துககாட்டு 10.32

  y = 
1
x

 எனில்,	 ¢¢¢y  ைபாணை.

தீர்வு

     y  = 
1 1

x
x= −   

   ¢y  = − = −−1 12
2x

x
  

   ¢¢y  = ( )( ) ( ) !
− − =

−−
31 2 1 23
2

x
x

 

   மற்றும்  ¢¢¢y  = ( )( )( ) ( ) !
− − − =

−−1 2 3 1 34
3

4x
x

எடுத்துககாட்டு 10.33
  f(x) = x cos x	எனில்,	 ¢¢f  ைபாணை.

தீர்வு

     f(x) = x cos x.
   இபவ்பாது	 ¢f x( )  = - x sin x + cos x, மற்றும்

   ¢¢f x( )  = - (x cos x + sin x) - sin x
    = - x cos x - 2 sin x

எடுத்துககாட்டு 10.34
  x y4 4 16+ =  எனில்,		 ¢¢y  ைபாணை.

தீர்வு
       x y4 4 16+ =  

 உட்டு	வகைக்ைழுவின்்டி   4 43 3x y y+ ′  = 0

   ¢y  = −
3x
y3  

 ¢¢y ைணடறிய	 ¢y மீது	வகுத்தல்	விதியிகனப	் யன்்டுத்த	வவணடும்.	x-ன்	சபார்பாை		y உள்ைது	

என்்து	ைவனத்தில்	்ைபாள்ைத்தகைது.

   ′′ =
−







y d

dx
x
y

3

3  = 
− −





y d
dx

x x d
dx

y

y

3 3 3 3

3 2

( ) ( )

( )

    = −
− ′ y x x y y
y

3 2 3 2

6

3 3. ( )
 = −

− −








3 32 3 3 2

3

3

6

x y x y x
y

y
 

    = −
+3 2 4 6

7

( )x y x
y

 = 
− +3 2 4 4

7

x x y
y

[ ]
 

    = 
−

=
−3 16 482

7

2

7

x
y

x
y

( )
 

04_10 Differential Calculus 2.indd   185 30-05-2022   15:17:32



186XI - கணிதவியல்

எடுத்துககாட்டு 10.35
   x = a cos t
   y = a sin t	எனில்	இரணடபாம்	வகையீடகடக	ைபாணை.

தீர்வு
 x-ஐப	்்பாறுத்து	உட்டு	வகைக்ைழுவின்்டி, 

   
dy
dx

 = 

dy
dt
dx
dt

a t
a t

t
t

=
−

= −
cos
sin

cos
sin

   
d y
dx

2

2   = 
d
dx

dy
dx







  

    = 
d
dx

t
t

−







cos
sin

 

    = 
d
dt

t
t

dt
dx

−







cos
sin

 = − − ×
′

[ ]
( )

cosec2 1t
x t

 

    = cosec2 1t
a t

×
− sin

    = -
cosec t
a

3

எடுத்துககாட்டு 10.36

 x y2 2 4+ =  எனில்,	
d y
dx

2

2  ைபாணை.

தீர்வு

      x y2 2+  = 4

       
dy
dx

 = -
x
y

 

   
d y
dx

2

2  = −










d
dx

x
y

    = - 
y x dy

dx
y

. .1
2

-
 (வகுத்தல்	விதிப்டி)

    = −
− −









y x x
y

y2  

    = −
+

= −
x y
y y

2 2

3 3

4
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பயிற்சி 10.4
கீழகைபாண்வற்க்	வகையிடுை	(1 - 18) :

 (1) y = xcos x (2) y = xlogx + (log x)x

 (3) xy  = e(x - y) (4) xy = yx

 (5) (cos )logx x   (6)  
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =  

 (7) x y y
x

2 2 1+ = 







−tan    (8) tan (x + y) + tan (x - y) = x

 (9) cos (xy) = x எனில்,	 
dy
dx

y xy
x xy

=
− +( )1 sin( )

sin
 எனகைபாடடுை.

  (10) tan-1 
1
1
−
+

cos
cos

x
x

  (11) tan-1 
6

1 9 2

x
x−







   

  (12) cos 2 1
1

1tan− −
+











x
x

  (13) x = a cos3t  ;  y = a sin3t

 (14) x = a (cos t + t sin t) ; y = a (sin t - t cos t)

 (15) x = 
1
1

2
1

2

2 2

−
+

=
+

t
t
y t

t
,   (16) cos− 2

−
+











1
21

1
x
x

 

 (17) sin ( )- -1 33 4x x   (18) tan cos sin
cos sin

− +
−









1 x x
x x

 

 (19) x2 -ஐ	்்பாறுத்து	 sin x2 -ன்	வகைக்ைழுகவக	ைபாணை.

 (20) tan-1 x -ஐ	்்பாறுத்து	 sin-1 2
1 2

x
x+







-ன்	வகைக்ைழுகவக	ைபாணை.

 (21) u x
x

v x= + − =− −tan , tan1
2

11 1 எனில்	
du
dv

ைபாணை.

 (22) tan cos
sin

−

+








1

1
x

x
-ஐ	்்பாறுத்து	 tan sin

cos
−

+








1

1
x

x
-ன்	வகைக்ைழுகவக	ைபாணை.

 (23) y = sin-1x எனில்,	 ¢¢y ைபாணை.

 (24) y e x=
−tan 1

 எனில்,	 ( ) ( )1 2 1 02+ ′′ + − ′ =x y x y 	எனகைபாடடுை.

 (25)  y
x
x

=
−

−sin 1

21
	எனில்,	 ( )1 3 02

2 1− − − =x y xy y  எனகைபாடடுை. 

 (26) x = a (θ + sin θ), y = a (1 - cos θ) எனில்,	 θ = π
2
	எனும்வ்பாது	 ′′ =y

a
1 	என	நிரூபிகை.
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 (27) sin sin( )y x a y= + எனில்,	
dy
dx

a y
a

=
+sin ( )

sin

2

என	நிரூபிகை.	இஙகு	 a n≠ π .

 (28) y = (cos )-1 2x எனில்,	 ( )1 2 02
2

2− − − =x d y
dx

x dy
dx

	என	நிரூபிகை.	வமலும்,	  x = 0 -ன்வ்பாது y2  

மதிபக்க	ைபாணை.

பயிற்சி 10.5
சரியபான	அல்ைது	மிைவும்	ஏற்புகடய	விகடயிகனக	்ைபாடுகைப்டட	ேபான்கு	மபாற்று	விகடைளிலிருந்து	
வதரந்்தடுகைவும்.

 (1) 
d
dx

x2
π

sin °







  (1) 
π

180
cos x°   (2) 

1

90
cos x   (3) 

π
90

cos x°   (4) 
2
π

cos x°  

 (2) y f x= +( )2 2 மற்றும்	 f '( )3 5= எனில்,	 x =1-ல்	 dy
dx

என்்து

  (1) 5 (2) 25 (3) 15 (4) 10

 (3) y u=
1
4

4 , u x= +
2
3

53 எனில்,	
dy
dx

என்்து

  (1) 
1
27

2 152 3 3x x( )+    (2) 
2

27
2 53 3x x( )+  

  (3) 
2

27
2 152 3 3x x( )+    (4) − +

2
27

2 53 3x x( )

 (4) f x x x( ) = −2 3 எனில்,	 f x f x( ) '( )=  என	அகமயும்	புள்ளிைள்

  (1) இரணடும்	மிகை	முழு	எணைைபாகும்

  (2) இரணடும்	குக்	முழு	எணைைபாகும்

  (3) இரணடுவம	விகிதமு்பா	எணைைபாகும்

  (4) ஒன்று	விகிதமுறு	எணணபாைவும்	மற்்்பான்று	விகிதமு்பா	எணணபாைவும்	இருககும்

 (5) y
a z

=
−
1

	எனில்,	
dz
dy

-ன்	மதிபபு

  (1) ( )a z- 2   (2) - -( )z a 2   (3) ( )z a+ 2  ` (4) − +( )z a 2  

 (6) y x= cos(sin )2 எனில்,	 x = π
2
	-ல்	 dy

dx
	-ன்	மதிபபு

  (1) - 2 (2) 2 (3) −2
2
π

  (4) 0

 (7) y mx c= +  மற்றும்	 f f( ) '( )0 0 1= = எனில்,	 f ( )2 	என்்து
  (1) 1 (2) 2 (3) 3 (4) - 3

 (8) f x x x( ) tan= −1  எனில்,	 f '( )1 	என்்து

  (1) 1
4

+
π

  (2) 
1
2 4
+
π

  (3) 
1
2 4
−
π

  (4) 2
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 (9) 
d
dx
ex x( )log+5  என்்து

  (1) e x xx . ( )4 5+   (2) e x xx . ( )+ 5   (3) e
x

x +
5

  (4) e
x

x -
5

 (10) x = 0 -ல்,	 ( )ax e x-5 3 -ன்	வகைக்ைழு	- 13	எனில்,	‘a’-ன்	மதிபபு 

  (1) 8 (2) - 2 (3) 5 (4) 2

 (11) x
t
t
y t

t
=

−
+

=
+

1
1

2
1

2

2 2, எனில்,	
dy
dx

என்்து

  (1) -
y
x

  (2) 
y
x

  (3) -
x
y

  (4) 
x
y

 

 (12) x a= sinθ 	மற்றும்	 y b= cosθ எனில்,	
d y
dx

2

2 என்்து

  (1) 
a
b2

2sec q   (2) −
b
a

sec2θ   (3) −
b
a2

3sec θ   (4) −
b
a

2

2
3sec θ  

 (13) log x 10-ஐ	்்பாறுத்து  log10 x -ன்	வகைக்ைழு

  (1) 1 (2) -(log )10
2x   (3) (log )x 10 2  ` (4) 

x2

100
 

 (14) f x x( ) = + 2 எனில்,	 x = 4 -ல்	 ¢f f x( ( )) -ன்	மதிபபு

  (1) 8 (2) 1 (3) 4` (4) 5

 (15) y
x
x

=
−( )1 2

2 	எனில்,	
dy
dx

-ன்	மதிபபு

  (1) 
2 2

2 3x x
+   (2) − +

2 2
2 3x x

  (3) - -
2 2

2 3x x
 (4) − +

2 2
3 2x x

 

 (16) pv = 81எனில்,	 v = 9 -ல்	
dp
dv

-ன்	மதிபபு

  (1) 1 (2) - 1 (3) 2 (4) -2

 (17) f x
x x
x x
x x

( ) =
− ≤

− < <
+ ≥









5 1
4 9 1 2
3 4 2

2

,  
,  
,  

	எனில்,	x = 2-ல்	f(x)-ன் வைப்கை	வகைக்ைழு

  (1) 0 (2) 2 (3) 3 (4) 4

 (18) f a'( ) 	உள்ைது	எனில்,	 lim
( ) ( )

x a

xf a af x
x a→

−
−

 என்்து	

  (1) f a af a( ) '( )-   (2) f a'( )   (3) - f a'( )   (4) f a af a( ) '( )+  

 (19) f x
x x
x x

( )
2 1 2

1 2
vdpy;,			 f '( )2  என்்து

  (1) 0 (2) 1 (3) 2 (4) கிகடகைப்்்பாது
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 (20) g x x x f x( ) ( ) ( )= + +2 2 1 ,	 f ( )0 5= 	மற்றும்	 lim
( )

x

f x
x→

−
0

5 =4 	எனில்,	 g '( )0 என்்து

  (1) 20 (2) 14 (3) 18 (4) 12

 (21) f x
x x

x
x x

( )

,

,

2 1 3

5 3

8 3

,

,

  x = 3ல்	 f x'( ) என்்து

  (1) 1 (2) - 1 (3) 0 (4) கிகடகைப்்்பாது

 (22) x = −3-ல்	 f x x x( ) | |= -ன்	வகையிடலின்	மதிபபு

  (1) 6 (2) - 6 (3) கிகடகைப்்்பாது (4) 0

 (23) f x
a x a x a
x a x a

( )
, ,

=
− − < <
− ≥





2
3 2 ,

எனில்	கீழகைபாணும்	கூற்றுைளில்	எது	்மயயபானது?

  (1) x = a-ல்		f(x) வகைகம	இல்கை

  (2) x = a-ல்	f(x) ்தபாடரச்சியற்று	உள்ைது

  (3)  -ல்	உள்ை	அகனத்து		x-ககும்	f(x) ்தபாடரச்சியபானது

  (4) அகனத்து	 x a≥ -ககும் f(x) வகைகமயபாகி்து

 (24)  f x
ax b x

x
( )

,

| |
,

=
− − < <







2 1 1
1

gpw
 , x = 1-ல்	வகைகமயபானது	எனில்

  (1) a b= =
−1

2
3

2
,   (2) a b=

−
=

1
2

3
2

,   (3) a b= − = −
1
2

3
2

,   (4) a b= =
1
2

3
2

,  

 (25) f x x x x( ) | | | | sin= − + − +1 3  	எனும்	சபாரபு	 -ல்	வகைகமயபாைபாத	புள்ளிைளின்	எணணிககை
  (1) 3 (2) 2 (3) 1 (4) 4

பாடத் ததாகுபபு

	 	இப்பாடத்தில்	ேபாம்	ைற்றுத்	்தளிந்தகவ

 · வகையிடல்	என்்து	மபாறு	வீதம்	ஆகும்	எல்கை	கிகடகைப்்றின்,	 y f x= ( ) எனில்,	  x0 -ல்  

x-ஐ	 ்்பாறுத்து	  y-ன்	வகையிடல்	என்்து	 lim
∆ →x 0

f x x f x
x

( ) ( )0 0+ ∆ −
∆

.	 இஙகு	எல்கை	இருகை	

வவணடும்	என்்பால்,	  f x f x x f x
x

f x x f x
xx x

'( ) lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
0

0

0 0

0

0 0+

∆ → ∆ →
=

+ ∆ −
∆

=
+ ∆ −
∆

=
+ −

ff x'( )0
−  

என்்து	ஒரு	தனித்த	்மய்யணணபாை	இருகை	வவணடும். 

 · x x= 0என்்	புள்ளியில்	 y f x= ( ) என்்	சபாரபின்	வகைக்ைழு	

  

dy
dx

f x f x f x
x xx x

x x







 = =

−
−=

→
0

0
0

0

0

'( ) lim ( ) ( )
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 · ( , ( ))x f x என்்	 புள்ளியில்	 y f x= ( ) -ன்	 வகைக்ைழு	 y f x= ( ) என்்	 வகைவகரயில்	
்தபாடுவைபாடடின்	சபாயவு	என்்தன்	வடிவியல்	விைகைமபாகும்.

 · s f t= ( ) -ன்	 முதல்	 வகைக்ைழு	 t-ஐ	 ்்பாறுத்து	 இடமபாற்்த்தின்	 மபாறு	 வீதமபாகும்.	 அது	

திகசவவைம்	 ஆகும்.	 இரணடபாம்	 வகைக்ைழு	 முடுகைமபாகும்.	 மூன்்பாவது	 வகைக்ைழு	
குலுகைமபாகும்.

 · x x= 0  -ல்	 y f x= ( ) ்தபாடரச்சியற்று	இருந்தபால்	 x x= 0 -ல்	 f x( ) வகைகமயற்்து.

 · x x= 0 -ல் y f x= ( ) வகைகம	இல்கை்யனில்	( , ( ))x f x0 0 -ல்	y f x= ( ) என்்	வகைவகரககுத்	

்தபாடுவைபாடு	இல்கை	என்்தபாை	்்பாருள். 

 · y f x= ( )  என்்	 வகைவகரககு	 x x= 0 -ல்	 வகைவகர	 வடிவம்	 (Ú) அல்ைது	 (Ù) வடிவில்	

இருந்தபால்	 x x= 0 -ல்	வகைகம	இல்கை.

 · வகையிடல்	என்்து	ஒரு	்சயவை	அன்றி	விதிைளின்	்தபாகுபபு	எனப	புரிந்து	்ைபாள்ைல்.

 · வகைகமத்	 தன்கமயபானது	 ்தபாடரச்சித்	 தன்கமகயக	 ்ைபாடுககும்.	 ஆனபால்	
்தபாடரச்சித்தன்கமயபானது	வகைகமத்தன்கமகயக	்ைபாடுகை	வவணடிய	அவசியமில்கை.

 · வகைகமத்தன்கம	வபாயந்த	சபாரபுைளின்	வவறு்பாடு,	்்ருகைல்,	வகுத்தல்	

  (i) 
d
dx

f x g x d
dx
f x d

dx
g x( ( ) ( )) ( ) ( )± = ±  

  (ii) 
d
dx

f x g x f x dg
dx

g x df
dx

( ( ) ( )) ( ) ( )= +  

  (iii) 
d
dx

fog x f g x g x(( )( )) ( ( )) ( )= ′ ′  

  (iv) d
dx

f x
g x

g x f x f x g x
g x

( )
( )

( ) ( ) ( ) '( )
( )









 =

′ −
2 	இஙகு	 g x( ) ¹ 0 ஆகும்.
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இகணயச் தசயல்பாடு 10 (a)

்டி - 1 
்டி - 2 

்சயல்்பாடடின்	இறுதியில்

கிகடகைப	்்றுவது

ைவ� நுண்�ணிேம்-ைவ�வை  
ைற்றும் ைவ�யிைல முவை�ள்

்டி - 1 
கீழகைபாணும்	 உரலி	 /	 விகரவுக	 குறியீடகடப	 ்யன்்டுத்தி	 GeoGebra	 -வின்	 “Derivatives”	
்கைத்திற்குச்	 	 ்சல்ை.	 உஙைள்	 ்பாடம்	 	 சபாரந்த	 	 ்ை	 	 ்யற்சித்தபாள்ைள்	 இப்கைத்தில்	
்ைபாடுகைப்டடிருககும்.

்டி - 2
“Tracing	the	derivative	of	a	function”	என்்	் யிற்சித்	தபாகைத்	வதரவு	் சயை.	நீஙைள்	ஏவதனும்	சபாரபு	
மதிபபிகன	f(x) ் ்டடியில்	் தியவும்.	சபாரபு	நீை	நி்த்திலும்,		வகை்ைழு	ஆரஞ்சு	நி்த்திலும்	
நீஙைள்	 ைபாணைபாம்.	 Play	 trace	 button-ஐச்	 ்சபாடுககி	 வகைக்ைழுவின்	 நியம்பாகதயின்	
அகசவூடடத்கதப	்்்ைபாம்	(x,	x-ல்	சபாயவு).	 f(x)-ன்	ஒவ்வபாரு	புள்ளியிலும்	வகை்ைழு		
சறிவின்	்பாகத	என்்கத	ைபாணைபாம்.

உரலி :
https://ggbm.at/fk3w5g8y
*்டஙைள்	அகடயபாைத்திற்கு	மடடும்.
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்சயல்்பாடடின்	இறுதியில்

கிகடகைப	்்றுவது

்டி - 1 
கீழகைபாணும்	உரலி	/	விகரவுக	குறியீடகடப	்யன்்டுத்தி	GeoGebra	-வின்	“Derivatives”		
்கைத்திற்குச்	 ்சல்ை.	 	 உஙைள்	 ்பாடம்	 சபாரந்த	 ்ை	 ்ணித்தபாள்ைள்	 இப்கைத்தில்	
்ைபாடுகைப்டடிருககும்.

்டி - 2 
“Derivatives	 in	 graph”	 என்்கதத்	 வதரவு	 ்சயை.	 சிை	 அடிப்கட	 ்சயல்்பாடுைளும்	
்ஙகுைளும்	 ்ைபாடுகைப்டடிருககும்.	 ேழுவகை	 ேைரத்தி	 “a”-ன்	 மதிபபுைகை	 மபாற்்	
முடியும்.வமலும்	ஒவ்வபாரு	்சயல்்பாடு	மற்றும்	்ஙகுைளில்	ஏற்்டும்	மபாற்்ஙைகை	
உற்றுவேபாககுை.	

உரலி :
https://ggbm.at/fk3w5g8y
*்டஙைள்	அகடயபாைத்திற்கு	மடடும்.

்டி - 1 ்டி - 2

  

 

இகணயச் தசயல்பாடு 10 (b)

ைவ� நுண்�ணிேம்-ைவ�வை  
ைற்றும் ைவ�யிைல முவை�ள்
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