
அளவுகளின்     இணைப்பே     கணிதமாகும்.
எதணையும்     சமமாக்�ா     சமமற்றதாக்�ா     ஒபபிடு�து     அள�ாகும்.

�லியுறுத்தும்     எககருத்ணதயும்     மற்்றாரு     கருத்தாக     மாற்ற   இயலு்மனில்     
அண�     சமம்.   

-    ்ெரமன்     குன்தர   கிராஸமன்

6.1  அறிமுகம் (Introduction)
	 வெக்டர்கள்	 மற்றும்	 வெக்டர்களின்	 மீதான	 வெயல்ாடு்கள்	 ்ற்றிய	
்கருததாக்கத்த	 முந்தய	 ெகுப்பு்களில	 ்கற்றுள்்ளாம்.	 வெக்டர்கள்	 ்ற்றிய	
நவீன	 ்கருததாக்கம்	 வெஸல	 (1745-1818)	 மற்றும்	 ஆர்கண்ட்	 (1768-1822) 
ஆகி்யாரால	 ெடிெக்கணித	மு்ையில	 ்கலப்வ்ண்்க்ள	ஆய	அச்சு	 தளததில	
தி்ெயிட்்ட	 ்நரக்்காட்டுத	 துண்்டா்க	 விெரிக்க	முற்்டும்	 ்்ாது	 ்தான்றியது	
எனலாம்.	 எண்்ணளவு	 மற்றும்	 தி்ெ்யப்	 வ்ற்றுள்ள	 ்கணியம்	 வெக்டர	
எனவும்,	 வதா்டக்கப்புள்ளி்களின்	 நி்ல்க்ள	 ்கருததில	 வ்காள்ளாமல,	 சம 
எணைளண�யும் ஒ்ர திணசணயயும் ்காணடுளள இரு ்�க்டரகள 
எப்போழுதும் சமமாைண� எைவும் கறறுள்ளாம்.  
 ்மலும்,	 a  அலலது	 1 2 3

ˆˆ ˆa i a j a k+ + 	 என	 எடுததுகவ்காண்டு	 இரு	
வெக்டர்களின்	கூடுதல,	வெக்டர்களின்	தி்ெயிலி	வ்ருக்கல,	புள்ளிப்	வ்ருக்கல	
மற்றும்	 வெக்டர	 வ்ருக்கல	 ஆகியெற்்ை	 ்கற்ைறிநதுள்்ளாம்.	 ்நரக்்காடு்களின்	 ெமன்்ாடு்கள்	
மற்றும்	தளங்கள்	்ற்றி	விொதிக்கவும்	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ஒரு	வெக்டரின்	எண்்ணளவு,	தி்ெ	மற்றும்	
வெக்டர	 ்ற்றிய	 ்கருததாக்கங்க்ள	 ்மலும்	 	 வதளிொ்க	 அறிநதுவ்காள்ளவும்,	 வெக்டர்களின்	
ெடிெக்கணித	 அறிமு்கத்த	 நி்னவு	 கூர்ொம்.	 பு்கழ்	 வ்ற்ை	 ்கணிதவியலாளர்கள்	 கிராஸமன்,	
ஹாமில்டன்,	 கிளிிஃ்ரட்	 மற்றும்	 கிப்ஸ	 ஆகி்யார	 புள்ளிப்	 வ்ருக்கல	 மற்றும்	 வெக்டர	 வ்ருக்கல	
ஆகியெற்்ை	அறிமு்கப்்டுததிய	முன்்னாடி்கள்	ஆெர.	

	 இயற்பியலில	 ்நரி்்டயா்கவும்,	 வ்ாறியியல	 மற்றும்	 மருததுெம்	 ொரநத	 ்டிப்பு்களில	
நுண்்கணிததது்டனும்	அதி்க	அளவில	வெக்டர	இயற்்கணிதம்	் யன்்டுகிைது.	அெற்றில	ஒரு	சிலெற்்ை		
்காண்்்ாம்.

 • இ்்ண்கரததிண்மததின்	 ்கன	 அளவு,	 தி்ெயிலி	 முப்வ்ருக்கல	 ஆகியெற்்ைக	 ்க்ணககி்டப்	
வெக்டர	இயற்்கணிதம்	்யன்்டுகிைது.

 • இயநதிரவியலில,	வி்ெ	மற்றும்	திருப்புததிைன்	்கா்ண	தி்ெயிலி	வ்ருக்கல	மற்றும்	வெக்டர	
வ்ருக்கல	ஆகிய்ெ	்யன்்டுகின்ைன.

 • வெக்டர்களின்	 சுழல	 மற்றும்	 ்ாய்வு	 ஆகியெற்்ை	 அறிமு்கப்்டுதத	 நுண்்கணிததது்டன்	
வெக்டர	 இயற்்கணிதம்	 ்யன்்டுததப்்டுகிைது.	 மின்்காநதவியல,	 நீரியக்கவியல,	 இரதத	
ஓட்்டம்,	ராகவ்கட்	ஏவுதல	மற்றும்	வெயற்்்கக்்காளின்	்ா்த		ஆகியெற்்ை	்கற்ைறிய	சுழல	
மற்றும்	்ாய்வு	மி்கவும்	்யன்்டுகிைது.

 • விண்வெளியில	 இரண்டு	 விமானங்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 வதா்லவு	 ்கா்ணவும்	 அெற்றின்	
்ா்த்களுககு	 இ்்ட்யயுள்ள	 ்்கா்ணம்	 ்கா்ணவும்	 புள்ளிப்	 வ்ருக்கல	 மற்றும்	 வெக்டர	
வ்ருக்கல	்யன்்டுகிைது.

்�ாணசயா 
வில்லியரடு கிபஸ 

(1839 – 1903)
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242XII - கணிதவியல்

 • சூரிய	ெகதி்ய	கூடுதலா்க	வ்றுெதற்கு	் ொலார	் ்னல்களின்	ொய்்ெ	சூரியனின்	தி்ெயில	
வ்ாருததமா்க	நிறுெ,	வெக்டர்களின்	புள்ளிப்வ்ருக்கலின்		எளிய	்யன்்ாடு	்யன்்டுகிைது.

 • வெயற்்்கக்்காள்்களில	 ்்னல்களுககு	 இ்்டயில	 உள்ள	 ்்கா்ணங்கள்	 மற்றும்	
வதா்லவு்க்ள	 அளக்க,	 ்ல்ெறு	 து்ை்களில	 குழாய்்க்ள	 ்கட்்ட்மக்க,	 ்கட்டுமான	
து்ையில	்கட்்ட்மப்பு்களுககு	இ்்ட்யயான	தூரம்	மற்றும்	் ்கா்ணங்க்ள	்க்ணககி்ட	வெக்டர	
இயற்்கணிதம்	்யன்்டுகிைது.

கற்றலின் ந�ோககஙகள்

இப்்ா்டப்்குதி	நி்ைவுறும்	்்ாது	மா்ணெர்கள்	அறிநதிருக்க	்ெண்டிய்ெ	:	
	 ●	 இரண்டு	 மற்றும்	 மூன்று	 வெக்டர்களின்	 தி்ெயிலி	 மற்றும்	 வெக்டர	 வ்ருக்கல்க்ள	

்யன்்டுததுதல

	 ●	 ெடிவியல,	முக்்கா்ணவியல	மற்றும்	இயற்பியல	்க்ணககு்களின்	தீரவு	்கா்ணல	

	 ●	 ்்காட்டின்	து்்ணயலகு,	து்்ணயலகு	அலலாத	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெடிெ	ெமன்்ாடு்க்ளக	
்கா்ணல

	 ●	 தளததின்	து்்ணயலகு,	து்்ணயலகு	அலலாத	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெடிெ	ெமன்்ாடு்க்ளக	
்கா்ணல

	 ●	 ்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	் ்கா்ணம்	மற்றும்	ஒரு	தள	அ்மயாக	் ்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	
தூரம்	்கா்ணல

	 ●	 ஒரு	புள்ளியின்	பிம்்ப்	புள்ளியின்	அச்சுததூரங்க்ளக	்கா்ணல

6.2 வெக்டரகளின் ெடிெககணித அறிமுகம் (Geometric introduction to vectors)
 முப்்ரிமா்ண	வெளி	 3

 -ல		v  என்ை	வெக்டர,	 A =  ( ) 3
1 2 3, ,a a a ∈

என்ை	 புள்ளி்ய	 ஒரு	 வதா்டக்கப்	 புள்ளியா்கவும்	 B = ( ) 3
1 2 3, ,b b b ∈  

என்ை	 முடிவுப்	 புள்ளியா்கவும்	 வ்காண்்ட	 ஒரு	 தி்ெயி்டப்்ட்்ட	

்்காட்டுததுண்்டால	குறிப்பி்டப்்டுகிைது.	இத்ன AB


எனக	குறிககி்ைாம்.	

AB  என்ை	் ்காட்டுததுண்டின்	நீளம்	v  என்ை	வெக்டரின்	எண்்ணளொகும்,	

மற்றும்	 A -இல	 இருநது	  B -ன்	 தி்ெயானது	 v 	 என்ை	 வெக்டரின்	

தி்ெயாகும்.	 என்ெ,	 ஒரு	 வெக்ட்ர	 v 	 அலலது	 AB


எனக	

குறிப்பி்டலாம்.	 3
 -ல	 AB



-ன்	 நீளம்	 CD


 -ன்	 நீளததிற்குச்	 ெமமா்கவும்,	 A -இல	 இருநது	  B -ன்	

தி்ெயும்	 	 C -இல	இருநது	 D -இன்	தி்ெயும்	ஒ்ர	தி்ெயா்கவும்	இருநதால,	இருநதால	மட்டு்ம		

AB


மற்றும்	 CD


 என்ை	 இரு	 வெக்டர்கள்	 சம்�க்டரகள	 எனப்்டும்.	 இத்ன	 AB CD=
 

	 என	

எழுது்ொம்.	இஙகு	 CD


 என்்து	 AB


-ன்	நகரவு	எனப்்டும்.		

 3
 	 -ல	உள்ள	எநதவொரு	வெக்டர	 	 AB



 -்யயும்	 3
 -ல	 	எஙகு	்ெண்டுமானாலும்	ந்கரததி,		

3U ∈   என்ை	புள்ளி்ய	வதா்டக்கப்புள்ளியா்கவும்		 3V ∈   என்ை	புள்ளி்ய	முடிவுப்	புள்ளியா்கவும்	

வ்காண்்ட	 ஒரு	 வெக்டருககுச்	 ெமமா்க	 AB


= UV


  எனுமாறு	 எழுத	முடியும்	 எனக	 ்காண்கி்ைாம்.	

குறிப்்ா்க,	 3
 -ன்	ஆதிப்புள்ளி	 O  எனில,	 3P ∈ 	என்ை	புள்ளி்ய	 AB



= OP


எனுமாறு	்கா்ணலாம்.	

OP


 என்ை	 வெக்டர	 P என்ை	 புள்ளியின்	 நி்ல	 வெக்டர	 எனப்்டும்.	 ்மலும்,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	

்்டம்	6.1 

U
V

A
B

P
O

C
D

z

y

x
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வெக்டர் இயற்கணிதத்தின் பயன்பபாடு்கள்243

ஏ்தனுவமாரு	வெக்டர	v -ககு,	 3P ∈  என்ை	தனிதத	புள்ளி்ய	OP


 = v  எனுமாறு	்கா்ணலாம்.		 AB


 

என்ை		வெக்டரின்	வதா்டக்கப்புள்ளி	 A -யும்	முடிவுப்புள்ளி	 B -யும்	ஒன்ைா்க	அ்மநதால,	அவவெக்டர	

பூச்சிய	 வெக்டர	 எனப்்டும்.	 	 (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),  மற்றும்	 (0,0,0)  என்ை	 புள்ளி்களின்	 நி்ல	

வெக்டர்க்ள	 மு்ை்ய	 ˆˆ ˆ, ,i j k  மற்றும்	


0  ஆகிய	 ெழக்கமான	 குறியீடு்களால	 குறிப்பிடுகி்ைாம்.	 

வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ஒரு	 புள்ளி	 3
1, 2 3( , )a a a ∈ -ன்	 நி்லவெக்டர	 	 1 2 3

ˆˆ ˆa i a j a k+ +  எனப்்டும்.	 இது			

(0,0,0)  என்ை	புள்ளி்ய	வதா்டக்கப்புள்ளியா்கவும்,	 1 2 3( , , )a a a 	என்ை	புள்ளி்ய	முடிவுப்புள்ளியா்கவும்	

வ்காண்்ட	்்காட்டுததுண்்டாகும்.	அ்னதது	வமய்வயண்்களும்	தி்ெயிலி்கள்	எனப்்டும்.

 A  என்்து	 1 2 3( , , )a a a  மற்றும்	 B  என்்து	 1 2 3( , , )b b b 	 எனில	 AB


வெக்டரின்	 நீளம்	 

| |AB
� ���

=
2 2 2

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )b a b a b a− + − + − 	ஆகும்.	குறிப்்ா்க		 1 2 3( , , )b b b -ன்	நி்லவெக்டர	 b


 எனில,	

இதன்	நீளம்	 2 2 2
1 2 3b b b+ + 	ஆகும்.	நீளம்	 1 உ்்டய	வெக்ட்ர	அலகு ்�க்டர 	என்கி்ைாம்.	அலகு	

வெக்ட்ரக	குறிப்பிட்்ட	 û 	என்ை	குறியீட்்்டப்	்யன்்டுததுகி்ைாம்.	 ˆ ˆ,i j , மற்றும்	 k̂  ஆகிய்ெ	அலகு	

வெக்டர்கள்	என்்்தயும்,	நீளம்	0 	வ்காண்்ட	ஒ்ரவயாரு	வெக்டர		0


 என்்்தயும்	நி்னவில	வ்காள்்க.	

  a  =  3
1 2 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,a i a j a k b b i b j b k+ + = + + ∈


  மற்றும் α ∈ 	 எனில,	 முப்்ரிமா்ண	 வெளியில	

வெக்டர்களின்	கூட்்டல	மற்றும்	தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கல	ஆகியெற்்ை	பின்ெருமாறு	ெ்ரயறுககி்ைாம்.

   a b+


  =  1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i a b j a b k+ + + + + .

   aα   =  1 2 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a i a j a kα α α+ + ;

 a b+




-ன்	ெடிெக்கணித	விளக்கம்	்கா்ண,	 1 2 3( , , )A a a a=  மற்றும்	 1 2 3( , , )B b b b=  என்ை	புள்ளி்களின்	

நி்லவெக்டர்கள்	மு்ை்ய	a , b


என்்க.  A 	என்ை	புள்ளி்ய	வதா்டக்கப்	புள்ளியா்கவும்,	வ்ாருததமான	

ஒரு	 புள்ளி	 3
1 2 3( , , )c c c ∈ ்ய	 முடிவுப்புள்ளியா்கவும்	 வ்காண்்ட	 வெக்டருககு	 நி்லவெக்டர b



்ய	

ந்கரததினால	 ்்டம்	(6.2),  ( , , )c c c1 2 3 புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	c  ஆனது	a b+




்யக	குறிககும்.

 aα   எனும்	வெக்டர	a  எனும்	வெக்டருககு	இ்்ணயா்க	உள்ள	வெக்டராகும்.		a>1 	எனில	a -ன்	

நீளம்	 α ம்டஙகு	 வ்ரிதாக்கப்்டுகிைது.	 0 1< <α 	 எனில	
a -ன்	 நீளம்	 	 α ம்டஙகு	குறுக்கப்்டுகிைது.	

0α < 	 எனில	 aα  -ன்	 எண்்ணளவு	 a -ன்	 எண்்ணள்ெப்	 ்்ால	 | |α  ம்டங்கா்கவும்	 aα  -ன்	 தி்ெ		 

a -ன்	தி்ெககு	 எதிரததி்ெயிலும்	இருககும்.	 குறிப்்ா்க	 1α = − எனில	 a aα = − 

	 என்ை	 வெக்டரின்	

நீளமானது	a -ன்	நீளததிற்குச்	ெமமா்கவும்	 a -ன்	தி்ெககு	எதிரதி்ெயிலும்	அ்மயும்.		்்டம். 6.3

	 ்்டம் 6.2 ்்டம்  6.3

z
C



b

O

B

A

a


b
y

c

x

−
a

O y

x

z
2a

a

−2a
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6.3  திசையிலிப் வெருககல் மறறும் வெக்டர வெருககல்
       (Scalar Product and Vector Product)
 முன்	ெகுப்பில	்கற்ை	தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கல	மற்றும்	வெக்டர	வ்ருக்கல	ஆகியெற்்ை	நி்னவு	
கூர்ொம்.

ெசையச்ற 6.1 
 1 2 3

ˆˆ ˆa a i a j a k= + + , 1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +



 என்ை	 இரு	 வெக்டர்களின்	 தி்ெயிலிப்	 வ்ருக்கல	

(அலலது	புள்ளிப்	வ்ருக்கல)		a b⋅


 =  1 1 2 2 3 3a b a b a b+ +  என	ெ்ரயறுக்கப்்டுகிைது.	

	 ்மலும்,		 1 2 3
ˆˆ ˆa a i a j a k= + + , 1 2 3

ˆˆ ˆb b i b j b k= + +


 என்ை	இரு	வெக்டர்களின்	வெக்டர	வ்ருக்கல	

அலலது	குறுககுப்	வ்ருக்கல	 a b×


  =  1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
a a a
b b b

 என	ெ்ரயறுக்கப்்டுகிைது.

குறிப்பு 

 



a b⋅ ஒரு	தி்ெயிலியாகும்,	மற்றும்	




a b×  ஒரு	வெக்டராகும். 

6.3.1 ெடிெககணித விளககம் (Geometrical interpretation)

 a  என்்து	ஏ்தனுவமாரு	வெக்டர	மற்றும்	 n̂  ஒரு	அலகு	வெக்டர	எனில	 n̂ -ன்	மீதான	 a -ன்	
வீழல		 ˆa n⋅ 	ஆகும்.	 a  மற்றும்	 n̂ 	ஆகியெற்றுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்	குறுங்்கா்ணம்	(்்டம் 6.4). 
எனில,	 ˆa n⋅ -ன்	 மதிப்பு	 மி்்க	 மதிப்்ாகும்.	 a  மற்றும்	 n̂  ஆகியெற்றுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம்	
விரி்்கா்ணம்	எனில,	 ˆa n⋅ -ன்	மதிப்பு	கு்ை	மதிப்்ாகும். (்்டம் 6.5).

 ்்டம் 6.4 ்்டம் 6.5

  a , b


,		என்்ன	ஏ்தனுமிரு	பூச்சியமற்ை	வெக்டர்கள்	எனில,	| | | |
| |

| |
| |



 















a b b a b
b

a b a
a

⋅ = ⋅ = ⋅ என	

எழுதலாம்.	என்ெ,			 | |a b⋅


 என்்து		b


–	ன்	தி்ெயில		 | |b a




–ன்	வீழ்லக	்காணும்	்்ாது	கி்்டககும்	
்்காட்டுததுண்டின்	நீளம்	அலலது		 a –	ன்	தி்ெயில		 | |a b





–ன்	வீழ்லக	்காணும்	்்ாது	கி்்டககும்	
்்காட்டுததுண்டின்	 நீளம்	 ஆகும்.	 ்மலும்,	 	 | | | | cosa b a b θ⋅ =

 

  , இஙகு	 θ 	 என்்து	 a , b


எனும்			
வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்	ஆகும்.

 a b×


  என்்து,		0


 ஆ்க்ொ	அலலது		a , b


,		என்ை	வெக்டர்களுககு	இ்்ணயா்க	உள்ள	தளததிற்குச்	

வெஙகுததா்கவும்,		 a , b


,	என்ைவெக்டர்க்ள	ஒரு	புள்ளியில	ெநதிககும்	அடுததடுதத	்க்கங்களா்கக	

வ்காண்்ட	இ்்ண்கரததின்	்ரப்்ளவி்ன	எண்்ணளொ்கவும்	வ்காண்்ட	வெக்டராகும்.	 	 a , b


,	எனும்	

பூச்சியமற்ை	 வெக்டர்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம்	 	 θ 	 எனில,	 	 a b×




-ன்	 எண்்ணளவி்ன	

| | | | | | | sin |







a b a b× = θ எனும்	சூததிரத்தப்	்யன்்டுததிக	்கா்ணலாம்.	
	 ஒ்ர	வதா்டக்கப்புள்ளி்யப்	வ்ற்றுள்ள	இரண்டு	வெக்டர்கள்	ஒ்ர	வதா்டக்கப்புள்ளி	வெக்டர்கள்	
அலலது	ஒரு	மு்னயில	ெநதிககும்	வெக்டர்கள்	எனப்்டும்.	

�a

n̂ˆa n⋅�
மி்்க	புள்ளிப்	வ்ருக்கல

கு்ை	புள்ளிப்	வ்ருக்கல

a�
θ

ˆa n⋅�
n̂
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குறிப்புசை

 (1)   a ,  b


	எனும்	இரண்டு	பூச்சியமற்ை	வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	் ்கா்ணம் 1cos
| | | |

a b
a b

θ −  ⋅=  
 









.

 (2) a , b


 எனும்	 இரண்டு	 வெக்டர்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம் 0  அலலது	 π எனில,	

அவவெக்டர்கள்	இ்்ணயான்ெ.
 (3) a , b



 எனும்	 இரண்டு	 வெக்டர்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம் 
2
π  அலலது 3

2
p
எனில,	

அவவெக்டர்கள்	வெஙகுததான்ெ.
ெண்பு 

 (1) a , b


 என்்ன	ஏ்தனுமிரு	வெக்டர்கள்	என்்க.	பின்னர,

    0a b⋅ =


  என	 இருநதால,	 இருநதால	 மட்டு்ம	 a , b


,	 என்்்ெ	 ஒன்றுகவ்கான்று	

வெஙகுததான்ெ	ஆகும்.
    0a b× =

 

  என	 இருநதால,	 இருநதால	 மட்டு்ம	 a , b


 என்்்ெ	 ஒன்றுகவ்கான்று	

இ்்ணயான்ெ	ஆகும்.
 (2) 



a b c, ,  என்்ன	ஏ்தனும்	மூன்று	வெக்டர்கள்	மற்றும்	α  ஒரு	தி்ெயிலி	எனில,	

   a b⋅


  =  


 



 

 

 











b a a b c a b b c a b a b a b⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅, ( ) , ( ) ( ) ( );α α α

   a b×


  =  − × + × = × + × × = × = ×( ), ( ) , ( ) ( ) ( )


 



  



 











b a a b c a c b c a b a b a bα α α .

6.3.2 முகநகோணவியலில் புள்ளி மறறும் குறுககுப் வெருககல்களின் ெயன்ெோடு

           (Application of dot and cross products in plane Trigonometry)

எடுத்துககோட்டு  6.1 (்காணசன் சூத்திரம்) (Cosine formulae)
 ெழக்கமான	 குறியீடு்களு்டன்,	 முக்்கா்ணம்	 ABC-ல,	 வெக்டர்க்ளப்	 ்யன்்டுததி	
பின்ெருெனெற்்ை	நிறுவு்க.	 
  (i) 2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  (ii) 2 2 2 2 cosb c a ca B= + −

  (iii) 2 2 2 2 cosc a b ab C= + −
தீரவு

 ெழக்கமான	குறியீடு்களு்டன்	முக்்கா்ணம்	ABC-ல	ABC, ,BC a CA b= =
  

  மற்றும்	AB c=




என்்க.

 என்ெ,	 | | , | |BC a CA b
� ��� � ���

= = , | |AB c=


 மற்றும் BC CA AB+ +
  

 =  0


.

    என்ெ,  BC


  CA AB= − −
 

. 

  BC BC⋅
 

 =  ( ) ( )CA AB CA AB− − ⋅ − −
   

      ⇒    2| |BC


 =  2 2| | | | 2CA AB CA AB+ + ⋅
   

  ⇒  2a  =  2 2 2 cos( )b c bc Aπ+ + −  

  ⇒  2a  =  2 2 2 cosb c bc A+ − .

 முடிவு்கள்	(ii) மற்றும்	(iii) ஆகியெற்்ை	இ்த்்ால	நிறுெலாம்.
எடுத்துககோட்டு 6.2
 ெழக்கமான	 குறியீடு்களு்டன்,	 முக்்கா்ணம்	 ABC-ல,	 வெக்டர்க்ளப்	 ்யன்்டுததி	
பின்ெருெனெற்்ை	நிறுவு்க.  
  (i) a b C c B= +cos cos  (ii) b c A a C= +cos cos
  (iii)  c a B b A= +cos cos

்்டம்  6.6

π–A

π–C
π–B

A

C
B

a�

c� b
�
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தீரவு

 ெழக்கமான	குறியீடு்களு்டன்	முக்்கா்ணம்	ABC-ல,	 BC a CA b
� ��� � � ��� �

= =, ,  
மற்றும்	 AB c

� ��� �
=  என்்க.

	 என்ெ,  | | , | |BC a CA b
� ��� � ���

= = ,  | |AB c
� ���

=  மற்றும் BC CA AB
� ��� � ��� � ��� �

+ + = 0  

  என்ெ,  BC CA AB
� ��� � ��� � ���

= − −
 BC

� ���
-ஆல	இருபுைமும்	புள்ளிப்வ்ருக்கல	்கா்ண.	நாம்	வ்றுெது

   BC BC
� ��� � ���

⋅  =  − ⋅ − ⋅BC CA BC AB
� ��� � ��� � ��� � ���

  ⇒   | |BC
� ���

2  =  − − − −| | | | cos( ) | | | | cos( )BC CA C BC AB B
� ��� � ��� � ��� � ���

p p

  ⇒  a2  =  ab C ac Bcos cos+
 என்ெ	 a b C c B= +cos cos . முடிவு்கள்	(ii) மற்றும்	(iii) ஆகியெற்்ை	இ்த்்ால	நிறுெலாம்.
எடுத்துககோட்டு  6.3
 வெக்டர	மு்ையில,	 cos( ) cos cos sin sinα β α β α β+ = − என	நிறுவு்க.
தீரவு

 â OA=


 மற்றும்	 b̂ OB=


 என்ை	அலகு	வெக்டர்கள்	 x -அச்சின்	மி்்க	தி்ெயு்டன்	மு்ை்ய		α , β
என்ை	்்கா்ணங்க்ள	ஏற்்டுததுகிைது	என்்க.	இஙகு	 A , B  என்்ன	்்டம்		6.8-ல	்காட்்டப்்ட்டுள்ளன.		

AL  மற்றும்	BM  என்்ெற்்ை	 x -அச்சுககு	வெஙகுததா்க	ெ்ர்க.

ஆ்க்ெ,						 | | | | cos cos , | | | | sin sinOL OA LA OA
� ��� � ��� � �� � ����

= = = =α α α α .

  ˆ| |OL OL i=
 

 =  ˆ ˆcos , sin ( )i LA jα α= −


.

 என்ெ, â  =  ˆ ˆcos sinOA OL LA i jα α= + = −
  

. ... (1)

 இ்த்்ால, b̂  =  ˆ ˆcos sini jβ β+  ... (2) 
	 â , b̂  வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்டக	்்கா்ணம்	α β+   என்்தால,

  ˆâ b⋅  =  ˆˆ| | | | cos( ) cos( )a b α β α β+ = +  ... (3) 
 மாைா்க,	ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)-லிருநது

  ˆâ b⋅  = ˆ ˆ ˆ ˆ(cos sin ) (cos sin ) cos cos sin sini j i jα α β β α β α β− ⋅ + = − . ... (4)
 ெமன்்ாடு்கள்	(3) மற்றும்	(4)லிருநது, cos( ) cos cos sin sinα β α β α β+ = − .

எடுத்துககோட்டு  6.4

 ெழக்கமான	குறியீடு்களு்டன்,		முக்்கா்ணம்	ABC-ல	வெக்டர்க்ளப்	்யன்்டுததி
a
A

b
B

c
Csin sin sin

= = 	என	நிறுவு்க.

தீரவு

 ெழக்கமான	குறியீடு்களு்டன்,	முக்்கா்ணம்	 ABC -ல,	 ,BC a CA b= =
  

 , மற்றும்	 AB c=




	என்்க.

 | | , | | ,BC a CA b= =
 

 மற்றும்	 | |AB c=


என்்க.

 என்ெ,	 ABC∆ -ல, 0BC CA AB+ + =
  

	என்்தால	 ( ) 0BC BC CA AB× + + =
   



.

  BC CA×
 

 =  AB BC×
 

. ... (1)

	 இ்த்்ால	 0BC CA AB+ + =
  



	என்்தால,

  ( )CA BC CA AB× + +
   

 =  0


.

்்டம் 6.7

்்டம் 6.8

்்டம் 6.9

π–A

π–C
π–B

A

C
B

a�

c� b
�

B

A

O M
L

x

y

â

b̂

M
Lβ

α

π–A

π–C
π–B

A

C
B

a�

c� b
�
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   BC CA×
 

 = CA AB×
 

 ... (2)
 ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)-லிருநது

  AB BC×
 

 =  CA AB BC CA× = ×
   

.

  ஆ்க்ெ,  | |AB BC×
 

 =  | | | |CA AB BC CA× = ×
   

. 

  sin( )ca Bπ −  =  sin( ) sin( )bc A ab Cπ π− = − .
  அதாெது, sinca B  =  sin sinbc A ab C= . இத்ன	 abc -ஆல	ெகுததால,

  sin A
a

 =  sin sinB C
b c

=   or  
a
A

b
B

c
Csin sin sin

= = 	எனக	கி்்டககிைது.

எடுத்துககோட்டு 6.5
 வெக்டர	மு்ையில	 sin( ) sin cos cos sinα β α β α β− = − 	என	நிறுவு்க.

தீரவு
 x -அச்சின்	மி்்க	தி்ெயு்டன்	 â OA=



, b OB=


 என்ை	

அலகு	வெக்டர்கள்	மு்ை்ய	 α , β  என்ை	 ்்கா்ணங்க்ள	

ஏற்்டுததுகிைது	என்்க.	இஙகு	 A , B  என்்ன	்்டம்	6.10-ல	

்காட்்டப்்ட்டுள்ளன.	 ஆ்க்ெ	  ˆ ˆˆ cos sina i jα α= +  மற்றும்	
ˆ ˆ ˆcos sinb i jβ β= + .

 â , b̂  வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்டக	்்கா்ணம்	 α β−  

மற்றும்	 ˆ ˆˆ, ,b a k  என்ை	 வெக்டர்கள்	 ெலக்்க	 மு்ையில	

அ்மநதுள்ளதால,	

  ˆ ˆb a×  =  ˆ ˆ ˆˆ| | | | sin( ) sin( )b a k kα β α β− = − . ... (1)
 மாைா்க,

  ˆ ˆb a×  =  

ˆˆ ˆ
ˆcos sin 0 (sin cos cos sin )

cos sin 0

i j k
kβ β α β α β

α α
= −  ... (2)

 ஆ்க்ெ,	ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)-லிருநது
  sin( )α β−  =  sin cos cos sinα β α β− .

6.3.3 ெடிெக கணிதத்தில் புள்ளி மறறும் குறுககுப் வெருககல்களின் ெயன்ெோடு
         (Application of dot and cross products in Geometry)
எடுத்துககோட்டு 6.6 (அநெோந�ோனியஸ் நதற்றம்) (Apollonius's theorem)
 முக்்கா்ணம்	ABC-ல,		BC என்ை	்க்கததின்	நடுப்புள்ளி	D  எனில,		

2 2 2 2| | | | 2(| | | | )AB AC AD BD+ = +
   

	என	வெக்டர	மு்ையில	நிரூபிக்க.

தீரவு

 ஆதிப்புள்ளி	 A  என்்க.	 B -யின்	 நி்லவெக்டர	 b


 மற்றும்	 	 C -ன்	

நி்லவெக்டர	 cஎன்்க.	 	 BC -ன்	 நடுப்புள்ளி	 	 D 	 என்்தால	 D -ன்	 நி்ல	

வெக்டர	
2

b c+




 ஆகும்.	என்ெ,	 AD b c� ��� � �
=

+
2

	ஆகும்.

்்டம் 6.10

்்டம் 6.11

B

A

L MO

y

x
α β

α
β−

â
b̂



b c

A

CDB
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இப்வ்ாழுது,		 2| |AD AD AD= ⋅
  

 =  2 21 (| | | | 2 )
2 2 4

b c b c b c b c
   + +⋅ = + + ⋅   
   

 

 

 

 

. ... (1)

  ்மலும்,  BD


 =  
2 2

b c c bAD AB b+ −− = − =
 

 

  

.

  என்ெ,	 2| |BD BD BD= ⋅
  

 =  2 21 (| | | | 2 )
2 2 4

c b c b b c b c
   − −⋅ = + − ⋅   
   

 

 

 

    ... (2)

 ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)	ஆகியெற்றின்	கூடுதல	்கா்ண,	நாம்	வ்றுெது,

  2 2| | | |AD BD+
 

 =  2 2 2 2 2 21 1 1(| | | | 2 ) (| | | | 2 ) (| | | | )
4 4 2

b c b c b c b c b c+ + ⋅ + + − ⋅ = +
    

     

 ⇒  2 2| | | |AD BD+
 

 =  2 21 (| | | | )
2

AB AC+
 

.

 என்ெ, 2 2| | | |AB AC+
 

 =  2 22(| | | | )AD BD+
 

 

எடுத்துககோட்டு 6.7

 ஒரு	 முக்்கா்ணததின்	 உச்சி்களிலிருநது	 அெற்றிற்கு	 எதி்ரயுள்ள	 ்க்கங்களுககு	
ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததுக	்்காடு்கள்	ஒரு	புள்ளியில	ெநதிககும்	என	நிறுவு்க.
தீரவு

 முக்்கா்ணம்	ABC-ல,	 AD BE
� ��� � ���

,  என்ை	வெஙகுததுக	் ்காடு்கள்	வெட்டும்	

புள்ளி	O 	என்்க.	AB-ஐ	F-ல	ெநதிககுமாறு		CO்ெ	நீட்டு்க.	ஆதிப்புள்ளி	O  

என்்க.	 ,OA a OB b= =
  

  மற்றும்	OC c=


 	என்்க.

 AD


 என்்து	 BC


ககுச்	வெஙகுதது	என்்தால,	OA


 	என்்து	 BC


-ககுச்	

வெஙகுததாகும்.	என்ெ,	 0OA BC⋅ =
 

.  

	 																		அதாெது, ( ) 0a c b⋅ − =


  , 

  ⇒   a c a b⋅ − ⋅


  

 =  0 . ... (1)

 இ்த்்ான்று,	 BE


 என்்து	 CA


-ககுச்	 வெஙகுதது	 என்்தால,	 OB


	 என்்து	  CA


ககுச்	

வெஙகுததாகும்.	என்ெ,	 0OB CA⋅ =
 

.  

	 																		அதாெது,	 ( ) 0b a c⋅ − =


  , 

  ⇒   a b b c⋅ − ⋅
 

   =  0 . ... (2)

 ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)	ஆகியெற்றின்	கூடுதல	்கா்ண,		நாம்	வ்றுெது

0a c b c⋅ − ⋅ =


  

⇒  ( ) 0c a b⋅ − =


  .

 அதாெது,	 0OC BA⋅ =
 

. ஆ்க்ெ,	 OC


 என்்து	BA


-ககுச்	வெஙகுதது	என்்தால,	 CF


 என்்து	

AB


ககுச்	வெஙகுததாகும்.	அதாெது,	C -யிலிருநது	்க்கம்	 AB -ககு	ெ்ரயப்்ட்்ட	வெஙகுததுக	

்்காடு	 O 	ெழியா்கச்	வெலகிைது.	என்ெ,	ஒரு	முக்்கா்ணததின்	குததுக்்காடு்கள்	ஒரு	புள்ளி	

ெழிச்	வெலலும்	்்காடு்களாகும்.

்்டம் 6.12

A

E

CDB
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எடுத்துககோட்டு 6.8

 முக்்கா்ணம்	 ABC -ல,	 ,BC CA 	மற்றும்	  AB  என்ை	்க்கங்களின்	்மயப்புள்ளி்கள்		மு்ை்ய	

, ,D E F  	எனில,	 DEF∆ -ன்	்ரப்பு	= 1
4

 ( ABC∆ -ன்	்ரப்பு)	என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

தீரவு

 முக்்கா்ணம்	 ABC -ல	 ஆதிப்புள்ளி	 A  என்்க.	 என்ெ,	 , ,D E F  என்ை	

புள்ளி்களின்	நி்லவெக்டர்கள்	மு்ை்ய	 , ,
2 2 2

AB AC AC AB+
   

.	ஆகும்.  ,AB AC
 

  

என்ை	வெக்டர்க்ள	அடுததடுதத	்க்கங்களா்கக	வ்காண்்ட	இ்்ண்கரததின்	்ரப்பு		

| |AB AC×
 

 என்்தால,	 முக்்கா்ணம்	 ABC∆  -ன்	 ்ரப்பு	  1 | |
2

AB AC×
 

	 ஆகும்.  

இ்த்்ான்று,	 DEF∆ -ஐக	்கருது்க.

	 	 DEF∆ -ன்	்ரப்பு	= 	 1 | |
2

DE DF×
 

	

   =   
1 | ( ) ( ) |
2

AE AD AF AD− × −
   

   =  1
2 2 2

AB AC×
 

 

   =  1
4

 1 | |
2

AB AC ×  

 

 

   =  1
4

 ( ABC∆ -ன்	்ரப்பு).

6.3.4 இயறபியலில் புள்ளி மறறும் குறுககுப் வெருககல்களின் ெயன்ெோடு

         (Application of dot and cross product in Physics)

ெசையச்ற  6.2

 வி்ெ	


F -ன்	வெயல்ாட்டினால	ஒரு	து்களானது	ஒரு	புள்ளியிலிருநது	மற்வைாரு	புள்ளிககு	

ந்கரும்்்ாது	அதன்	இ்டப்வ்யரச்சி	வெக்டர	d


 எனில,	அவவி்ெ	வெய்த	்ெ்ல		w F d= ⋅



ஆகும்.

்்டம் 6.14

	 ஒரு	வி்ெ	ஏற்்டுததும்	்்கா்ணம்	குறுங்்கா்ணம்,	வெங்்கா்ணம்	மற்றும்	விரி்்கா்ணம்	எனில,	
அவவி்ெ	வெய்யும்	்ெ்ல	மு்ை்ய	மி்்க,	பூச்சியம்,	மற்றும்	கு்ை	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு  6.9
 ஒரு	து்கள்	 (4, 3, 2)− −  என்ை	 புள்ளியிலிருநது	 (6,1, 3)− 	 என்ை	 புள்ளிககு	 ˆˆ ˆ2 5 6i j k+ +  மற்றும்	

ˆˆ ˆ2i j k− − −  என்ை	 மாைாத	 வி்ெ்களின்	 வெயல்ாட்டினால	 ந்கரததப்்ட்்டால,	 அவவி்ெ்கள்	 வெய்த	

வமாதத	்ெ்ல்யக	்காண்்க.

்்டம் 6.13

A

F E
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தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	வி்ெ்களின்	வி்ளவு	வி்ெ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 5 6 ) ( 2 ) 3 5F i j k i j k i j k= + + + − − − = + +


.

 A , B  என்்்ெ	 குறிககும்	 புள்ளி்கள்	 மு்ை்ய	 (4, 3, 2)− − , (6,1, 3)−  என்்க. து்களின்	

இ்டப்வ்யரச்சி	வெக்டர	 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(6 3 ) (4 3 2 ) 2 4d AB OB OA i j k i j k i j k= = − = + − − − − = + −
  

.

 என்ெ,	வி்ெ்கள்	வெய்த	வமாதத	்ெ்ல	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 5 ) (2 4 ) 9w F d i j k i j k= ⋅ = + + ⋅ + − =




 அலகு்கள்.

எடுத்துககோட்டு 6.10
 ஒரு	 து்கள்	 (1,3, 1)−  என்ை	 புள்ளியிலிருநது	 (4, 1, )λ− என்ை	 புள்ளிககு	 ˆˆ ˆ3 2 2i j k− +  மற்றும்

ˆˆ ˆ2i j k+ −  	என்ை	வி்ெ்களின்	வெயல்ாட்டினால	ந்கரததப்்டுகிைது.	அவவி்ெ்கள்	வெய்த	்ெ்ல	16 

அலகு்கள்	எனில,	λ -ன்	மதிப்்்க	்காண்்க.

தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	வி்ெ்களின்	வி்ளவு	வி்ெ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(3 2 2 ) (2 ) 5F i j k i j k i j k= − + + + − = − +


.

 து்களின்	இ்டப்வ்யரச்சி	வெக்டர

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(4 ) ( 3 ) (3 4 ( 1) )d i j k i j k i j kλ λ= − + − + − = − + +


.

 அவவி்ெ்கள்	வெய்த	்ெ்ல  16 அலகு்கள்	என்்தால,	 16F d⋅ =




.

 அதாெது, ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(5 ) (3 4 ( 1) 16 20 16i j k i j kλ λ− + ⋅ − + + = ⇒ + = .

 என்ெ, 4λ = −  எனப்	வ்றுகி்ைாம்

ெசையச்ற 6.3

 


F  என்ை	 வி்ெ்ய,	 r -ஐ	 நி்லவெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	 புள்ளியில	 உள்ள	 து்களின்	 மீது	

வெயல்டுததுெதால,	 அதது்களின்	 மீதான	 முறுககுததிைன்	 அலலது	 திருப்புததிைன்	






t r F= ×
ஆகும்.	திருப்புவி்ெ	என்்து	சுழல	வி்ெ	எனவும்	அ்ழக்கப்்டும்.

கு்்ட	இராட்டினம்
்்டம் 6.15

எடுத்துககோட்டு 6.11
 ˆˆ ˆ2i j k+ −  என்னும்	 வி்ெ	 ஆதிப்புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெயல்டுகிைது	 எனில,	 (2,0, 1)−  என்ை	

புள்ளி்யப்	வ்ாறுதது	அவவி்ெயின்	திருப்புவி்ெயின்	எண்்ணளவு	மற்றும்	தி்ெக	வ்கா்ென்்க்ளக	
்காண்்க.
தீரவு
 (2,0, 1)−  என்ை	 புள்ளியின்	 நி்ல	 வெக்டர	 ˆˆ2OA i k= −



 எனில,	
ˆˆ2r AO i k= = − +



 .

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	வி்ெ	 ˆˆ ˆ2F i j k= + −


. என்ெ,	திருப்புவி்ெ

Merry-go-round

�r

�
t ��
�r ��
�
F

�
F

்்டம் 6.16
O
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F
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ˆˆ ˆ
ˆˆ2 0 1 2

2 1 1

i j k
t r F i k= × = − = − −

−





 .

 ஆ்க்ெ,	 திருப்புவி்ெயின்	 எண்்ணளவு	 ˆˆ| 2 | 5i k= - - =  	 மற்றும்	 தி்ெகவ்கா்ென்்கள்	

1 2,0,
5 5

− −  ஆகும்.

ெயிறசி  6.1
 1. ஒரு	 ெட்்டததின்	 ்மயததிலிருநது	 அவெட்்டததின்	 ஒரு	 நாணின்	 ்மயப்புள்ளிககு	

ெ்ரயப்்டும்	்்காடு	அநநாணிற்கு	வெஙகுததாகும்	என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

 2. ஓர	இருெமப்்க்கமுக்்கா்ணததின்	அடிப்்க்கததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	நடுக்்காடு,	
அப்்க்கததிற்கு	வெஙகுததாகும்	என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

 3. வெக்டர	மு்ையில,	ஓர	அ்ரெட்்டததில	அ்மயும்	் ்கா்ணம்	ஒரு	வெங்்கா்ணம்	என	நிறுவு்க.

 4. ஒரு	 ொய்ெதுரததின்	 மூ்ல	 விட்்டங்கள்	 ஒன்்ைவயான்று	 வெஙகுததா்க	 இருெமககூறிடும்	
என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

 5. ஓர	இ்்ண்கரததின்	மூ்ல	விட்்டங்கள்	ெமம்	எனில,	அநத	இ்்ண்கரம்	ஒரு	வெவெ்கமாகும்	
என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

 6. வெக்டர	மு்ையில,	 AC மற்றும்	BD   ஆகியெற்்ை	மூ்லவிட்்டங்களா்கக	வ்காண்்ட	நாற்்கரம்	

ABCD-ன்	்ரப்பு	
1 | |
2

AC BD×
 

	என	நிறுவு்க.

 7. ஒ்ர	அடிப்்க்கததின்	மீத்மநத	இரு	இ்்ண்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	இ்்ண்கரங்களின்	
்ரப்்ளவு்கள்	ெமமான்ெ	என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

 8. ABC∆ -ன்	நடுக்்காட்டு	்மயம்	G எனில,	வெக்டர	மு்ையில,	

  ( GAB∆ -ன்	்ரப்பு) = ( GBC∆ -ன்	்ரப்பு) = ( GCA∆ -ன்	்ரப்பு) 1
3

=  ( ABCD -ன்	்ரப்பு)	என	

நிறுவு்க.

 9. வெக்டர	மு்ையில	 cos( ) cos cos sin sinα β α β α β− = + 	என	நிறுவு்க.

 10. sin( ) sin cos cos sinα β α β α β+ = + 	என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

 11. ஒரு	து்கள்	 (1, 2,3) 	எனும்	புள்ளியிலிருநது	  (5, 4,1) எனும்	புள்ளிககு	 ˆˆ ˆ8 2 6i j k+ −  மற்றும்
ˆˆ ˆ6 2 2i j k+ −  என்ை	மாைாத	வி்ெ்களின்	வெயல்ாட்டினால	ந்கரததப்்ட்்டால,	அவவி்ெ்கள்	

வெய்த	வமாதத	்ெ்ல்யக	்காண்்க.

 12. மு்ை்ய	 5 2  மற்றும்	 10 2  அலகு்கள்	 எண்்ணளவு	 வ்காண்்ட	 ˆˆ ˆ3 4 5i j k+ +  மற்றும்	
ˆˆ ˆ10 6 8i j k+ − 	என்ை	வெக்டர்களின்	தி்ெ்களில	அ்மநத	வி்ெ்கள்,	ஒரு	து்க்ள	 ˆˆ ˆ4 3 2i j k− −   

என்ை	வெக்ட்ர	நி்லவெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	புள்ளியிலிருநது	 ˆˆ ˆ6 3i j k+ − 	என்ை	வெக்ட்ர	

நி்லவெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	 புள்ளிககு	 ந்கரததுகிைது	 எனில,	 அவவி்ெ்கள்	 வெய்த	
்ெ்ல்யக	்காண்்க.
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 13. ˆˆ ˆ3 4 5i j k+ − 	 என்னும்	வி்ெ	 	 ˆˆ ˆ4 2 3i j k+ − 	 என்ை	 வெக்ட்ர	 நி்லவெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	
புள்ளி	ெழியா்கச்	வெயல்டுகிைது	எனில,		 ˆˆ ˆ2 3 4i j k− + 	என்ை	வெக்ட்ர	நி்லவெக்டரா்கக	
வ்காண்்ட	 புள்ளி்யப்	 வ்ாறுதது	 அவவி்ெயின்	 திருப்புவி்ெயின்	 எண்்ணளவு	 மற்றும்	
தி்ெகவ்கா்ென்்க்ளக	்காண்்க.

 14. ˆˆ ˆ8 6 4i j k− − 	 என்ை	 வெக்ட்ர	 நி்ல	 வெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	 புள்ளியில	 வெயல்டும்		
ˆˆ ˆ3 6 3i j k− + − , ˆˆ ˆ4 10 12i j k− + 	 மற்றும்	 ˆ ˆ4 7i j+ வி்ெ்களின்	திருப்புததிை்ன	 ˆˆ ˆ18 3 9i j k+ −  

என்ை	வெக்ட்ர	நி்ல	வெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	புள்ளி்யப்	வ்ாறுததுக	்காண்்க.

6.4 திசையிலி முப்வெருககல் (Scalar triple product)

ெசையச்ற 6.4

 



a b c, ,   என்்ன	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில,	 ( )a b c× ⋅


   என்்து	அவவெக்டர்களின்	

திணசயிலி முப்பேருககல் எனப்்டும்.	




a b c×( ) ⋅ 	ஒரு	தி்ெயிலியாகும்.

குறிப்புசை

 (1) a b⋅


  என்்து	ஒரு	தி்ெயிலியாதலால	 ( )a b c⋅ ×


   ஆனது	வ்ாருளற்ைது.

 (2) 




a b c, , 	என்்ன		வ்காடுக்கப்்ட்்ட	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில,	பின்ெருென	அெற்றின்	தி்ெயிலி	
முப்வ்ருக்கல்கள்	ஆகும்:

  ( ) , ( ) , ( ) , ( ), ( ), ( ),a b c b c a c a b a b c b c a c a b× ⋅ × ⋅ × ⋅ ⋅ × ⋅ × ⋅ ×
     

           

  ( ) , ( ) , ( ) , ( ), ( ), ( )b a c c b a a c b a c b b a c c b a× ⋅ × ⋅ × ⋅ ⋅ × ⋅ × ⋅ ×
     

             

திசையிலி முப்வெருககலின் ெடிெககணித விளககம்

(Geometrical interpretation of scalar triple product)
     ( )a b c× ⋅



   என்ை	தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலானது,	




a b, ,  மற்றும்	
c  எனும்	 மூன்று	 வெக்டர்க்ள	

ஒ்ர	 புள்ளியில	 ெநதிககும்	 விளிம்பு்களா்கக	
வ்காண்டு	 உருொக்கப்்டும்	 இ்்ண்கரத	
திண்மததின்	 ்கன	 அளவின்	 	 எண்்ணளொகும்.	
( )a b×



  என்்து	 a , b


	 என்ை	 வெக்டர்களால	

உருொக்கப்்டும்	 இ்்ண்கரததின்	 ்ரப்்ளவின்	
எண்்ணளொகும்.	 ்மலும்,	 ( )a b×



  என்ை	

வெக்டரின்	 தி்ெயானது	 a  மற்றும்	 b


என்ை	

வெக்டர்களுககு	இ்்ணயா்க	அ்மநதுள்ள	தளததிற்குச்	வெஙகுததானதாகும்.

										என்ெ,	| ( ) |a b c× ⋅


   = | | | | | cos |a b c θ×


 

	ஆகும்.		இஙகு,	 θ  என்்து	a b×


  மற்றும்	c 	ஆகியெற்றுககு	

இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்	ஆகும்.	்்டம்	 6.17-ல	இருநது	, a , b


	மற்றும்	 c 	எனும்	மூன்று	வெக்டர்க்ள	

ஒ்ர	 புள்ளியில	 ெநதிககும்	 விளிம்பு்களா்கக	 வ்காண்டு	 அ்மக்கப்்டும்	 இ்்ண்கரததிண்மததின்	
உயரம்	 | | | cos |c θ  எனக்காண்கி்ைாம்.	ஆ்க்ெ,	 | ( ) |a b c× ⋅



   	என்்து	இ்்ண்கரததிண்மததின்	்கன	

அளொகும்.

்்டம் 6.17

| | cosrc θ θ

r r
a b×

ra

r
b

rc
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வெக்டர் இயற்கணிதத்தின் பயன்பபாடு்கள்253

	 தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கல்க்ளக	்காண்்தற்கு	பின்ெரும்	்தற்ைம்	்யன்்டுகிைது.

நதற்றம் 6.1
  a  =  1 2 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,a i a j a k b b i b j b k


+ + = + +  	மற்றும்	 1 2 3
ˆˆ ˆc c i c j c k= + + , எனில

  ( )a b c× ⋅


   =  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

.

நிரூெணம்

 தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலின்	ெ்ரய்ைப்்டி

  ( )a b c× ⋅


   =  1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
a a a c
b b b

⋅   

   =  2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )a b a b i a b a b j a b a b k c i c j c k − − − + − ⋅ + +   

   =  2 3 3 2 1 3 1 1 3 2 1 2 2 1 3( ) ( ) ( )a b a b c a b a b c a b a b c− + − + −  

   =  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

 என்ெ,	்தற்ைம்	நிரூபிக்கப்்ட்்டது.

6.4.1 திசையிலி முப்வெருககலின் ெண்புகள் (Properties of the scalar triple product)

நதற்றம் 6.2
 , ,a b



  மற்றும்	
c 	என்்ன	ஏ்தனும்	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில,	 ( ) ( )



 



a b c a b c× ⋅ = ⋅ ×

நிரூெணம்
  a  =  1 2 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,a i a j a k b b i b j b k+ + = + +


 மற்றும்	 1 2 3
ˆˆ ˆc c i c j c k= + +

	என்்க.

  என்ெ,  ( )a b c⋅ ×


   =  
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

( )
b b b a a a

b c a c c c c c c
a a a b b b

× ⋅ = = −


  , 1 3R R↔

   =  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

,
a a a
b b b
c c c

 2 3R R↔

   =  ( )a b c× ⋅


 

 என்ெ,	்தற்ைம்	நிரூபிக்கப்்ட்்டது.
குறிப்பு

 ்தற்ைம்	6.2-ல	இருநது,	தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கலில	வெக்டர	மற்றும்	புள்ளிப்	வ்ருக்கல	குறி்க்ள	
அ்்டப்புக	குறி்களுககுள்	உள்ள	வெக்டர்களுககு	இ்்டயில	வெக்டர	வ்ருக்கல	குறியும்	அ்்டப்புக	
குறிககு	வெளி்ய	புள்ளிப்	வ்ருக்கல	குறியும்	இருககுமாறு	வெக்டர்கள்	அ்மநதுள்ள	ெரி்ெ்ய	
மாற்ைாமல	இ்டமாற்ைம்	வெய்யலாம்.	எடுததுக்காட்்டா்க,	
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  ( )



a b c× ⋅  =  




a b c⋅ ×( ) , ஏவனனில ‘.’	மற்றும்		´	குறி்க்ள	இ்டமாற்ைம்	வெய்யலாம்	

   =  ( )


 b c a× ⋅ , தி்ெயிலி	வ்ருக்கலின்	்ரிமாற்றுப்	்ண்பு

   =  


 b c a⋅ ×( ) , ஏவனனில ‘.’	மற்றும்		´	குறி்க்ள	இ்டமாற்ைம்	வெய்யலாம்	

   =  ( ) 



c a b× ⋅ , தி்ெயிலி	வ்ருக்கலின்	்ரிமாற்றுப்	்ண்பு

   =   



c a b⋅ ×( ) , ஏவனனில ‘.’	மற்றும்		´	குறி்க்ள	இ்டமாற்ைம்	வெய்யலாம்	

குறியீடு

 



a b c, , என்்ன	 ஏ்தனும்	 மூன்று	 வெக்டர்கள்	 எனில,	 தி்ெயிலி	 முப்வ்ருக்கல	 ( )



a b c× ⋅  
என்்்த	[ , , ]



a b c 	எனககுறிககி்ைாம்.

 [ , , ]a b c


   என்்்த	 ்பேட்டி , ,a b c


 

	 எனப்்டிககி்ைாம்.	 தி்ெயிலி	 முப்வ்ருக்கல	 மதிப்பின்	
எண்்ணளவு	 ஒரு	 வ்ட்டியின்	 (வெவெ்க	 ெடிெ	 இ்்ண்கரததிண்மம்)	 ்கன	 அள்ெக	 குறிப்்தால,	
இப்வ்ருக்கல	 ்பேட்டிப ்பேருககல்	எனவும்	அ்ழக்கப்்டுகிைது.

குறிப்பு

 (1)  [ , , ]a b c


   =  ( ) ( ) ( ) ( ) [ , , ]a b c a b c b c a b c a b c a× ⋅ = ⋅ × = × ⋅ = ⋅ × =
    

           

   [ , , ]b c a


   =  ( ) ( ) ( ) ( ) [ , , ].b c a b c a c a b c a b c a b× ⋅ = ⋅ × = × ⋅ = ⋅ × =
    

           

  அதாெது,	தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலில	உள்ள	வெக்டர்க்ள	அ்த	ெரி்ெயில	ெட்்டச்	சுழற்சி	
மு்ையில	மாற்ைம்	வெய்ெதால,	தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலின்	மதிப்பு	மாைாது.	

	 	ஆ்க்ெ	[ , , ] [ , , ] [ , , ]a b c b c a c a b= =
  

       ; 

 (2) தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலில	உள்ள	ஏ்தனும்	இரு	வெக்டர்க்ள	இ்டமாற்ைம்	வெய்ெதால,	
தி்ெயிலி	வ்ருக்கலின்	மதிப்்ானது	 ( 1)− -ஆல	வ்ருக்கப்்டும்.	அதாெது,

   [ , , ]a b c


   =  [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ]b c a c a b a c b c b a b a c= = − = − = −
    

          .

 (3) (i) ஏ்தனும்	இரு	 வெக்டர்கள்	 ெமம்	 எனில,	 தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கம்	 பூச்சியம்	ஆகும்.	

அதாெது,	[ , , ] 



a a b = 0அலலது	
 



a a b⋅ × =( ) 0 	ஆகும்.

  (ii) ஏ்தனும்	இரு	வெக்டர்கள்	இ்்ண	எனில,	தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கம்	பூச்சியம்	ஆகும்.	

நதற்றம்  6.3
 தி்ெயிலி	 முப்வ்ருக்கல,	 வெக்டர	 கூட்்டல	 மற்றும்	 தி்ெயிலிப்	 வ்ருக்கல	 ஆகியெற்றின்	
்ண்பு்க்ள	நி்ைவு	வெய்கிைது.	அதாெது,	

  [( ), , ]a b c d+
 

   =  [ , , ] [ , , ]a c d b c d+
  

   ;
  [ , , ]a b cλ



    =  [ , , ],a b cλ λ∀ ∈


 



  [ , ( ), ]a b c d+
 

   =  [ , , ] [ , , ]a b d a c d+
  

   ;
  [ , , ]a b cλ



   =  [ , , ],a b cλ λ∀ ∈


 



12th_Maths_TM_Vol1_CH 6_Vector Algebra.indd   254 09-12-2021   13:40:16



வெக்டர் இயற்கணிதத்தின் பயன்பபாடு்கள்255

  [ , , ( )]a b c d+
 

   =  [ , , ] [ , , ]a b c a b d+
  

   ;

  [ , , ]a b cλ


   =  [ , , ],a b cλ λ∀ ∈


 

 .

நிரூெணம் 

 தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கல	மற்றும்	வெக்டர	வ்ருக்கல	்ண்பு்க்ளப்	்யன்்டுதத,

  [( ), , ]a b c d+
 

   =  (( ) )a b c d+ × ⋅
 

 

   =  ( )a c b c d× + × ⋅
 

  

   =  ( ) ( )a c d b c d× ⋅ + × ⋅
  

  

   =  [ , , ] [ , , ]a c d b c d+
  

  

  [ , , ]a b cλ


   =  (( ) ) ( ( )) (( ) ) [ , , ]a b c a b c a b c a b cλ λ λ λ× ⋅ = × ⋅ = × ⋅ =
   

        .

 இத்தற்ைததின்	முதல	முடிவி்னப்	்யன்்டுததி,	பின்ெரும்	முடிவு்க்ளப்	வ்றுகி்ைாம்

   [ , ( ), ]a b c d+
 

   =  [( ), , ] [ , , ] [ , , ]b c d a b d a c d a+ = +
    

    

    =  [ , , ] [ , , ]a b d a c d+
  

    

   [ , , ]a b cλ


   =  [ , , ] [ , , ] [ , , ]b c a b c a a b cλ λ λ= =
  

      .

இ்த்்ால,	மற்ை	ெமன்்ாடு்க்ளயும்	நிரூபிக்கலாம்.

 பூச்சியமற்ை	 மூன்று	 வெக்டர்கள்	 ஒரு	 தள	 வெக்டர்கள்	 எனில,	 அெற்றில	 ஏ்தனும்	 ஒரு	

வெக்ட்ர	மற்ை	இரண்டு	வெக்டர்களின்	் நரியல	் ெரொ்க	எழுத	முடியும்	என	் தி்னாராம்	ெகுப்பில	

்கற்றுள்்ளாம்.	 இப்வ்ாழுது,	 ஒரு	 தள	 வெக்டர்களின்	 ்ண்பு்க்ள	 தி்ெயிலி	 முப்வ்ருக்க்லப்	

்யன்்டுததிக	்கா்ணலாம்.

நதற்றம் 6.4 
 பூச்சியமற்ை	மூன்று		வெக்டர்களின்	தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கல	பூச்சியம்	என	இருநதால,	மற்றும்	

இருநதால	மட்டு்ம	அம்மூன்று	வெக்டர்களும்	ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்.	

நிரூெணம்

 , ,a b c
  

 என்்ன	பூச்சியமற்ை	மூன்று	வெக்டர்கள்	என்்க.

  ( )a b c× ⋅
  

= 0  ⇔  c


 ஆனது	 a b×
 

-ககு	வெஙகுததா்க	இருககும்

   ⇔  a


 மற்றும்	b


	ஆகிய	இரண்டு	வெக்டர்களுககும்	

	 	 	 	 இ்்ணயா்க	உள்ள	தளததில	 c


  இருககும்.

                  ⇔  , ,a b c
  

 ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்.
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நதற்றம் 6.5 

 , ,a b c
  

 என்ை	மூன்று	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்களா்க	இருக்கத	்த்ெயானதும்	மற்றும்	

்்ாதுமானதுமான	 நி்நத்ன	 கு்ைநத்ட்ெம்	 ஒன்ைாெது	 	 பூச்சியமற்ைதா்கவும்	 மற்றும்	

0ra sb tc+ + =
   

	என்றிருககுமாறும்	 , ,r s t ∈  	என்ை	தி்ெயிலி்க்ளக	்கா்ணமுடியும்	என்்தாகும்.

நிரூெணம்

      

1 2 3 1 2 3 1 2 3,  ,  a a i a j a k b b i b j b k c c i c j c k= + + = + + = + +
  

   	என்்க.

           , ,a b c
  

 என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்கள்	⇔  , ,a b c  
  

= 0 ⇔
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

= 0 

 ⇔  1 2 3a r a s a t+ + = 0,  1 2 3b r b s b t+ + = 0, 1 2 3c r c s c t+ + = 0	என்றிருககுமாறு	கு்ைநத்ட்ெம்	

	 	 ஒன்ைாெது	பூச்சியமற்ைதா்க	உள்ள	 , ,r s t ∈  என்ை	தி்ெயிலி்க்ளக	்கா்ண	முடியும்.

 ⇔  0ra sb tc+ + =
   

	என்றிருககுமாறு	கு்ைநத்ட்ெம்	ஒன்ைாெது

  பூச்சியமற்ைதா்க	உள்ள	 , ,r s t ∈  என்ை	தி்ெயிலி்க்ள	்கா்ணலாம்.

நதற்றம் 6.6

  , ,a b c
  

 மற்றும்	 , ,p q r
  

 	 என்்ன	 மூன்று	 வெக்டர்க்ளக	 வ்காண்்ட	 ஏ்தனும்	 இரண்டு	

வதாகுப்பு்கள்	மற்றும் p


= 1 1 1 ,x a y b z c+ +
  

  q


= 2 2 2 ,x a y b z c+ +
  

 r


= 3 3 3x a y b z c+ +
  

, எனில

                                         , ,p q r  
  

 =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

, ,
x y z
x y z a b c
x y z

  
  

 	ஆகும்.

குறிப்பு

 ்தற்ைம்	6.6ன்்டி, , ,a b c
  

  என்்ன	ஒரு	தளம்	அ்மயா	வெக்டர்கள்	மற்றும்

                                                                 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
x y z
x y z
x y z

≠ 	எனில,

 p


= 1 1 1 ,x a y b z c+ +
  

 q


= 2 2 2 ,x a y b z c+ +
  

 மற்றும்	 r


= 3 3 3x a y b z c+ +
  

 எனும்	 மூன்று	
வெக்டர்களும்	ஒரு	தளம்	அ்மயா	வெக்டர்களாகும்.

எடுத்துககோட்டு  6.12

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 5 , 2 , 4 5a i j k b i j k c j k= − − + = − + = −


  , 	எனில,	 ( )a b c⋅ ×


 

-ஐக	்காண்்க.
தீரவு

	 மூன்று	வெக்டர்களின்	தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலின்	ெ்ரய்ைப்்டி,

    ( )a b c⋅ ×


   =  
3 1 5

1 2 1 3
0 4 5

− −
− = −

−
.
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எடுத்துககோட்டு 6.13
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 , 2i j k i j k− + + −  மற்றும்	 ˆˆ ˆ3 2i j k− + 	 என்ை	 வெக்டர்க்ள	 ஒரு	 மு்னயில	 ெநதிககும்	

விளிம்பு்களா்கக	வ்காண்்ட	இ்்ண்கரத	திண்மததின்	்கனஅளவி்னக	்காண்்க.

தீரவு

 , ,a b c


   	என்ை	வெக்டர்க்ள	ஒரு	புள்ளியில	ெநதிககும்	விளிம்பு்களா்கக	வ்காண்்ட	இ்்ண்கரத	

திண்மததின்	்கன	அளவு	 | [ , , ] |a b c


 

	ஆகும்.		இஙகு, ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 , 2 , 3 2a i j k b i j k c i j k= − + = + − = − +


  .

 
2 3 4

[ , , ] 1 2 1 7
3 1 2

a b c
−

= − = −
−



 

	 	 என்்தால,	இ்்ண்கரத	திண்மததின்	்கன	அளவு	  | 7 | 7− =  	 ்கன	

அலகு்களாகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.14

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 2i j k i j k+ − − +  	மற்றும்	 ˆˆ ˆ3i j k+ −  	ஆகிய	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்	என	
நிரூபிக்க.
தீரவு

 	இஙகு	, ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 2 , 3a i j k b i j k c i j k= + − = − + = + −


 

 , ,a b c


   	என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்களா்கத	் த்ெயானதும்	மற்றும்	் ்ாதுமானதுமான	

நி்நத்ன	 [ , , ] 0a b c =


 

	ஆகும்.	இஙகு, 
1 2 3

[ , , ] 2 1 2 0
3 1 1

a b c
−

= − =
−



  . என்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	மூன்று	

வெக்டர்களும்	 	ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்.

எடுத்துககோட்டு  6.15

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 3 2 , 4i j k i j k i mj k− + + + + +  என்ை	 வெக்டர்கள்	 ஒரு	 தள	 வெக்டர்கள்	 எனில,	 m -ன்	

மதிப்புக	்காண்்க.
தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்கள்	என்்தால,	
2 1 3
3 2 1 0 3
1 4

m
m

−
= ⇒ = − .

எடுத்துககோட்டு  6.16
 (6, 7,0), (16, 19, 4), (0,3, 6), (2, 5,10)− − − − −  என்ை	நான்கு	புள்ளி்களும்	ஒ்ர	தளததில	அ்மயும்	

என	நிறுவு்க.
தீரவு

 (6, 7,0), (16, 19, 4), (0,3, 6), (2, 5,10)A B C D= − = − − = − = − 	 என்்க. , , ,A B C D  என்ை	 நான்கு	

புள்ளி்களும்	ஒ்ர	தளததில	அ்மயும்	என	நிரூபிக்க,	  , ,AB AC AD
  

 என்ை	மூன்று	வெக்டர்கள்	ஒரு	

தள	வெக்டர்களாகும்	என	நிரூபிக்க	்ெண்டும்.

  AB


 =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(16 19 4 ) (6 7 ) 10 12 4OB OA i j k i j i j k− = − − − − = − −
 

  AC


 =  ˆˆ ˆ6 10 6OC OA i j k− = − + −
 

 மற்றும்	 ˆˆ ˆ4 2 10AD OD OA i j k= − = − + +
  

.
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  [ , , ]AB AC AD
  

 =  
10 12 4

6 10 6 0
4 2 10

− −
− − =
−

.

 என்ெ,	 , ,AB AC AD
  

 	என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்.	ஆ்க்ெ,	 , , ,A B C  மற்றும்	D  

என்ை	நான்கு	புள்ளி்களும்	ஒ்ர	தளததில	அ்மகின்ைன.

எடுத்துககோட்டு 6.17

 , ,a b c


   என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்கள்	எனில,	 , ,a b b c c a+ + +
 

     என்ை	வெக்டர்களும்	

ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்	என	நிறுவு்க.

தீரவு

 , ,a b c


   	என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்கள்	Þ [ , , ] 0.a b c =


   தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலின்	

்ண்பு்க்ளப்	்யன்்டுதத,

 [ , , ]a b b c c a+ + +
 

     =  [ , , ] [ , , ]a b c c a b b c c a+ + + + +
  

      

  =  [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ]a b c a a c c a b b c a b c c a+ + + + + + +
   

           

  =  [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ]a b c a b a a c c a c a b b c b b a b c c b c a+ + + + + + +
       

                 

  =  [ , , ] [ , , ] [ , , ]



 



 



a b c a b c a b c+ = =2 0 .

 என்ெ,	 , ,a b b c c a+ + +
 

     என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்.

எடுத்துககோட்டு  6.18

 , ,a b c


   என்்ன	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில	[ , , ] [ , , ]a c a b a b c a b c
  

      + + + + = என	நிரூபிக்க.

தீரவு

 ்தற்ைம்	6.6-ஐ	்யன்்டுததி	இக்க்ணககி்ன	நிரூபிக்கலாம்.

 [ , , ]a c a b a b c+ + + +
 

      =  
1 0 1
1 1 0 [ , , ]
1 1 1

a b c


   

  =  [ , , ]a b c


  .

ெயிறசி 6.2
 1. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 2 , 3 2a i j k b i j k c i j k= − + = + − = + +



  ,  எனில	 ( )a b c⋅ ×


 

	்காண்்க.

 2. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ6 14 10 , 14 10 6i j k i j k− + + − − 	மற்றும்	 ˆˆ ˆ2 4 2i j k+ - 	என்ை	வெக்டர்களால	குறிப்பி்டப்்டும்	
ஒரு	புள்ளியில	ெநதிககும்	விளிம்பு்க்ளக	வ்காண்்ட	இ்்ண்கரத	திண்மததின்	்கனஅள்ெக	
்காண்்க.

 3. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ7 3 , 2i j k i j kλ+ − + − ,	 ˆˆ ˆ3 7 5i j k− + +  என்ை	 வெக்டர்க்ள	 ஒரு	 புள்ளியில	 ெநதிககும் 
விளிம்பு்களா்கக	 வ்காண்்ட	 இ்்ண்கரத	 திண்மததின்	 ்கன	 அளவு	 90 ்கன	 அலகு்கள்	 எனில,	 
λ -ன்	மதிப்்்க	்காண்்க.
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 4. , ,a b c


   என்ை	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயா	 மூன்று	 வெக்டர்க்ள	 ஒரு	 புள்ளியில	 ெநதிககும்	

விளிம்பு்களா்கக	 வ்காண்்ட	 இ்்ண்கரததிண்மததின்	 ்கன	 அளவு	 4 ்கன	 அலகு்கள்	 எனில	

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b b c b c c a c a a b+ ⋅ × + + ⋅ × + + ⋅ ×
   

       

-ன்	மதிப்்்க	்காண்்க.

 5. b


, c 	என்ை	வெக்டர்களால	உருொக்கப்்டும்	இ்்ண்கரத்த	அடிப்்க்கமா்க	எடுததுகவ்காண்டு	

ˆˆ ˆ2 5 3 ,a i j k= − + +  ˆˆ ˆ3 2b i j k= + −


	 மற்றும்	 3 4c i j k= − + +


 

  என்ை	 வெக்டர்களால	

உருொக்கப்்டும்	இ்்ண்கரத	திண்மததின்	உயரத்தக	்காண்்க.

 6. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 2i j k i j k+ + − +  மற்றும்	 ˆˆ ˆ3 3i j k+ +  என்ை	 	 மூன்று	 வெக்டர்கள்	 ஒரு	 தள	

வெக்டர்களாகுமா	எனக	்காண்்க.

 7. ˆˆ ˆ ˆ,a i j k b i= + + =


  மற்றும்	 1 2 3
ˆˆ ˆc c i c j c k= + +

	 என்்க.	 1 1c =  மற்றும்	 2 2c = 	 எனில,	 ,a b


 , c  

என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்களா்க	இருககுமாறு	 3c  -ன்	மதிப்பி்னக	்காண்்க.

 8. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, (1 ) , (1 ) ,a i k b xi j x k c yi xj x y k= − = + + − = + + + −


   எனில,	 [ , , ]a b c


   என்்து	 x -்யயும்	

y -்யயும்	வ்ாறுதது	அ்மயாது	என	நிரூபிக்க.

. 9. ˆ ˆˆ ˆ ˆ,ai aj ck i k+ + +  மற்றும்	 ˆˆ ˆci cj bk+ +  என்ை	 வெக்டர்கள்	 ஒரு	 தள	 வெக்டர்கள்	 எனில,	 a  

மற்றும்	b ஆகியெற்றின்	வ்ருககுச்	ெராெரி	 c  ஆகும்	என	நிரூபிக்க.

 10. , ,a b c


   என்ை	பூச்சியமற்ை	மூன்று	வெக்டர்களில	 a , b


	என்ை	வெக்டர்களுககு	வெஙகுததான	

அலகு	 வெக்டர	 	 c  என்்க.	 a , b


	 என்ை	 வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம்	  
6
π
	 எனில,	 

2 2 21[ , , ] | | | |
4

a b c a b=
 

  

	என	நிறுவு்க.

6.5 வெக்டர முப்வெருககல் (Vector triple product)

ெசையச்ற 6.5

 , ,a b c


 

	 என்்ன	 ஏ்தனும்	 மூன்று	 வெக்டர்கள்	 எனில,	  


a b c× ×( )  	 என்்து	 இம்மூன்று	

்�க்டரகளின் ்�க்டர முப்பேருககல்	என	அ்ழக்கப்்டுகிைது.

குறிப்பு

 




a b c, ,  	என்்ன	ஏ்தனும்	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில,	 
 ( ) , ( ) , ( ) , ( ), ( ),







   



 











a b c b c a c a b c a b a b c b× × × × × × × × × × × (( ) c a×  
	 என்்னவும்	வெக்டர	முப்வ்ருக்கல்கள்	ஆகும்.
	 	வெக்டர	 வ்ருக்கலில	 நன்்கறியப்்ட்்ட	 ்ண்பு்களின்	 வி்ளொ்க	 பின்ெரும்	 ்தற்ைத்தப்	
வ்றுகி்ைாம்.

நதற்றம் 6.7
 வெக்டர	முப்வ்ருக்கல	பின்ெரும்	்ண்பு்க்ள	நி்ைவு	வெய்கிைது.

 (1)  1 2( ) ( )a a b c+ × ×


    =  �
� � � � � � � � � � � �a b c a b c a b c a b c1 2× × + × × × × = × × ∈( ) ( ), ( ) ( ) ( ( )),λ λ λ

 (2)  1 2(( ) )a b b c× + ×
 

   =  �
� � � � � � � � � � � �a b c a b c a b c a b c× × + × × × × = × × ∈( ) ( ), (( ) ) ( ( )),1 2 λ λ λ

 (3)  1 2( ( ))a b c c× × +


    =  
� � � � � � � � � � � � �a b c a b c a b c a b c× × + × × × × = × × ∈( ) ( ), ( ( )) ( ( )),1 2 λ λ λ
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குறிப்புசை

 ்�க்டர ்பேருககல் ்சரபபுப பேணணபே நிண்றவு ்சயயாது.  அதாெது	 , ,a b c


 

	என்ை	வெக்டர்களுககு

( ) ( )a b c a b c× × ≠ × ×
 

    .

நியோயப்ெடுத்துதல்

 ˆ ˆ ˆ, ,a i b i c j= = =


 

	என்்க	.	 ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a b c i i j i k j× × = × × = × = −


  . ஆனால,	 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 0 0i i j j× × = × =
 

.

 என்ெ	, ( ) ( )a b c a b c× × ≠ × ×
 

    .

 வெக்டர	முப்வ்ருக்க்ல,	தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கல	ொயிலா்க	விளக்க	ஒரு	எளிய	சூததிரத்தப்	
பின்ெரும்	்தற்ைம்	ெழஙகுகிைது.

நதற்றம் 6.8  (வெக்டர முப்வெருககல் விரிெோககம்) (Vector Triple product expansion)

 , ,a b c


   என்்ன	ஏ்தனும்	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில,	 ( ) ( ) ( )a b c a c b a b c× × = ⋅ − ⋅
  

     

	ஆகும்.

நிரூெணம்

 ஆய	அச்சுக்க்ளப்	பின்ெருமாறு	்தரவு	வெய்்ொம்	:
 a  வெயல்டும்	்நரக்்காட்டுத	தி்ெயில x -அச்்ெயும்,	 a  ெழியா்க	வெலெதும்		b



வெக்டருககு	

இ்்ணயானதுமான	தளததில	உள்ளொறு	 y -அச்்ெயும்,	மற்றும்	 a , b


ஆகியெற்்ை	உள்ள்டககிய	

தளததிற்கு	வெஙகுததா்க		 z -அச்்ெயும்	்தரவு	வெய்்க.
   a  =  1

ˆa i

   b


 =  1 2
ˆ ˆb i b j+

   c  =  1 2 3
ˆˆ ˆc i c j c k+ +

 ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)	ஆகியெற்றில	இருநது

   ( )a b c× ×


   =  ( ) ( )a c b a b c⋅ − ⋅
 

  

	எனககி்்டககிைது.

குறிப்பு

 (1) 







a b c b c× × = +( ) α β , இஙகு	 α = ⋅
 a c  மற்றும்	 β = − ⋅( )



a b ஆகும்.	 ஆ்க்ெ,	




a b c× ×( )
என்்து	



b மற்றும்	
c என்ை	வெக்டர்களுககு	இ்்ணயான	தளததில	இருககும்.

 (2) ்மலும்,
   ( )



a b c× ×  =  − × ×
 



c a b( )
    =  − ⋅ − ⋅[( ) ( ) ]



  



c b a c a b

.. (1)

... (2)

( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 2

1 2 3

1 2 3 1 3 1 2 2 1

1 1 3 1 2 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2 3

1 2 1 1 2 1 1 3

ˆˆ ˆ
ˆ( ) 0

ˆˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ. .

ˆˆ

i j k
a b c a i b b

c c c

a i b c i b c j b c b c k

a b c k a b c b c j

a c b a b c a c b i b j a b c i c j c k

a b c b c j a b c k

´ ´ = ´

= ´ - + -

=- + -

- = ´ + - + +

= - -
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    =  ( ) ( ) 

 

 a c b b c a⋅ − ⋅
  என்ெ,  ( )



a b c× ×  என்்து	
aமற்றும்	



b என்ை	 வெக்டர்களுககு	 இ்்ணயா்க	 உள்ள	
தளததில	இருககும்.

 (3) ( )



a b c× × 	 என்ை	 வெக்டரில,	 அ்்டப்புக	 குறிககுள்	உள்ள	  


b  என்ை	 வெக்ட்ர	 நடுவில	
உள்ள	வெக்டர	எனவும்,	

a 	என்ை	வெக்ட்ர	நடுவில	இலலாத	வெக்டர	எனவும்	்கருது்க.	
இ்த்்ால,	





a b c× ×( )-ல	


b என்று	 வெக்ட்ர	 நடுவில	 உள்ள	 வெக்டரா்கவும்	
c  என்ை	

வெக்ட்ர	 நடுவில	 இலலாத	 வெக்டரா்கவும்	 ்கருது்க.	 இப்வ்ாழுது,	 இவவெக்டர்களின்	
வெக்டர	முப்வ்ருக்கல	

λ  (நடுவில	உள்ள	வெக்டர) −µ (நடுவில	இலலாத	வெக்டர)
  என்ை்மெ்தக	்கா்ணலாம்.	இஙகு	 λ  என்்து	நடுவில	இலலாத	வெக்டர்களின்	புள்ளிப்	

வ்ருக்கலாகும்	மற்றும்	μ 	என்்து	நடுவில	இலலாத	வெக்ட்ரத	தவிர	மற்ை	வெக்டர்களின்	
புள்ளிப்	வ்ருக்கலாகும்	என்்்த	அறி்க.

6.6 ஜகநகோபியின் முறவ்றோருசம மறறும் �ோகைோஞ்சியின் முறவ்றோருசம
       (Jacobi’s Identity and  Lagrange’s Identity)

நதற்றம் 6.9 (ஜகநகோபியின் முறவ்றோருசம) (Jacobi’s identity)

 , ,a b c


 

 என்்ன		ஏ்தனும்	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில,	 ( ) ( ) ( ) 0a b c b c a c a b× × + × × + × × =
   

     

 
ஆகும்.

நிரூெணம்

 வெக்டர	முப்வ்ருக்கலின்	விரிொக்கத்தப்	்யன்்டுததி	பின்ெருெனெற்்ைப்	வ்றுகி்ைாம்.

  ( )a b c× ×


   = ( ) ( )a c b a b c⋅ − ⋅
 

   

  ( )b c a× ×


   =  ( ) ( )b a c b c a⋅ − ⋅
 

   

  ( )c a b× ×


   =  ( ) ( )c b a c a b⋅ − ⋅
 

    .

 இச்ெமன்்ாடு்களின்	கூடுத்லக	்கண்டுபிடிதது	இரு	வெக்டர்களுக்கான	தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கலின்	
்ரிமாற்று	விதி்யப்	்யன்்டுததினால,	 ( ) ( ) ( ) 0a b c b c a c a b× × + × × + × × =

   

     

	எனப்	வ்றுகி்ைாம்.

நதற்றம் 6.10 (�ோகைோஞ்சியின் முறவ்றோருசம) (Lagrange's identity)

 , , ,a b c d
 

 

 என்்ன	ஏ்தனும்	நான்கு	வெக்டர்கள்	எனில,	 ( ) ( )
a c a d

a b c d
b c b d

⋅ ⋅
× ⋅ × =

⋅ ⋅



  

 

 

  



 .

நிரூெணம்

 தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலில	புள்ளி	மற்றும்	வெக்டர	குறி்க்ள	இ்டமாற்ைம்	வெய்யலாம்	என்்தால,

  ( ) ( )a b c d× ⋅ ×
 

   =  ( ( ))a b c d⋅ × ×
 

 

   =  (( ) ( ) )a b d c b c d⋅ ⋅ − ⋅
   

     (வெக்டர	முப்வ்ருக்கலின்	விரிொக்கம்)

   =  ( )( ) ( )( )a c b d a d b c⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
   

   

   =  
a c a d

b c b d

⋅ ⋅

⋅ ⋅
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எடுத்துககோட்டு  6.19

 2[ , , ] [ , , ]a b b c c a a b c× × × =
  

     

என	நிறுவு்க.

தீரவு

 தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலின்	ெ்ரய்ை்யப்	்யன்்டுததி	நாம்	வ்றுெது

 [ , , ]

  

  a b b c c a× × × = ( ) [( ) ( )]a b b c c a× ⋅ × × ×
 

    . ... (1)
 ( )b c×



 -ஐ	வெக்டர	முப்வ்ருக்கலின்	முதல	வெக்டரா்க	எடுததுகவ்காண்டு

  ( ) ( )b c c a× × ×


  

-ன்	விரிொக்கம்	்காண்்்ாம்.	என்ெ,

 ( ) ( )


  b c c a× × × = (( ) ) (( ) ) [ , , ]b c a c b c c a a b c c× ⋅ − × ⋅ =
  

        

இம்மதிப்பி்ன	(1)-ல	பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது,

  [ , , ]a b b c c a× × ×
 

     =  2( ) ([ , , ] ) [ , , ]( ) [ , , ]a b a b c c a b c a b c a b c× ⋅ = × ⋅ =
    

          .

எடுத்துககோட்டு 6.20
 ( ( )) ( ) ( )a b c a a b a c⋅ × = × × ×

 

       என	நிறுவு்க.
தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ெமன்்ாட்டின்	ெலதுபுைம்	உள்ள	வெக்டரில	( )a b×




-ஐ	வெக்டர	முப்வ்ருக்கலின்	
முதல	வெக்டரா்க	எடுததுகவ்காண்டு	 ( ) ( )a b a c× × ×



    -ன்	விரிொக்கம்	்காண்்்ாம்.	என்ெ,

 ( ) ( )



 a b a c× × × = (( ) ) (( ) ) ( ( ))a b c a a b a c a b c a× ⋅ − × ⋅ = ⋅ ×
  

        

எடுத்துககோட்டு  6.21

 , , ,a b c d
 

   என்்ன	ஏ்தனும்	நான்கு	வெக்டர்கள்	எனில,

  ( ) ( )a b c d× × ×
 

   =  [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ]a b d c a b c d a c d b b c d a− = −
       

        .

தீரவு

  



p a b= ×( )  என	எடுததுகவ்காண்டு	 ( ) ( )a b c d× × ×
 

 

-ன்	விரிொக்கம்	்காண்்்ாம்.

  ( ) ( )a b c d× × ×
 

   =    



p c d× ×( )

   =  ( ) ( )



  



p d c p c d⋅ − ⋅

   =  (( ) ) (( ) ) [ , , ] [ , , ]

 

 









 

 







a b d c a b c d a b d c a b c d× ⋅ − × ⋅ = −  

 இவொ்ை,	
 



q c d= × 	என	எடுததுகவ்காண்்டால,

  ( ) ( )







a b c d× × ×  =  ( )



a b q× ×

   =  ( ) ( ) 

 

 a q b b q a⋅ − ⋅

   =  [ , , ] [ , , ] 

  





a c d b b c d a−  

எடுத்துககோட்டு 6.22 
 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 , 3 3 , 2 5a i j k b i j k c i j k= − + − = − + = − +



 

	 எனில,	 ( )a b c× ×


   மற்றும்	 ( )a b c× ×


 

 

ஆகியெற்்ைக	்காண்்க.	்மலும்,	அ்ெ	ெமமாகுமா	எனக	்காண்்க.

தீரவு

  ெ்ரய்ைப்்டி, a b×


  =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ2 3 2 7 7

3 1 3

i j k
i k− − = −

−
 .
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  ( )a b c× ×


   =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ7 0 7 35 21 35

2 5 1

i j k
i j k− = − − −

−
. ... (1)

  b c×


  =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ3 1 3 14 3 13

2 5 1

i j k
i j k− = + −

−
.

    ( )a b c× ×


   =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 3 2 33 54 48

14 3 13

i j k
i j k− − = − − −

−
. ... (2)

 என்ெ,	 ெமன்்ாடு்கள்	 (1) மற்றும்	 (2) ஆகியெற்றிலிருநது	 ( ) ( )a b c a b c× × ≠ × ×
 

   

எனக	

்காண்கி்ைாம்.

எடுத்துககோட்டு 6.23
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 4 , 3a i j b i j k c j k= − = − − = −



   மற்றும்	 ˆˆ ˆ2 5d i j k= + +


	எனில

  (i) ( ) ( ) [ , , ] [ , , ]a b c d a b d c a b c d× × × = −
     

     

  (ii) ( ) ( ) [ , , ] [ , , ]a b c d a c d b b c d a× × × = −
     

     

தீரவு (i)
 ெ்ரய்ைப்்டி, 

  a b×


  =  

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
ˆˆ ˆ ˆ ˆ1 1 0 4 4 , 0 3 1 8 2 6

1 1 4 2 5 1

i j k i j k
i j c d i j k− = + × = − = − −

− −





 பின்னர,  ( ) ( )a b c d× × ×
 

   =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ4 4 0 24 24 40

8 2 6

i j k
i j k= − + −

− −
 ... (1)

					இப்வ்ாழுது,		 [ , , ] [ , , ]a b d c a b c d−
   

     =  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ28(3 ) 12(2 5 ) 24 24 40j k i j k i j k− − + + = − + −   ... (2)

 ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)	ஆகியெற்றிலிருநது,	முற்வைாரு்ம	(i) நிறுெப்்ட்்டது.
 முற்வைாரு்ம	(ii)-ன்	ெரி்ாரததல	மா்ணெர்களின்	்யிற்சிக்கா்க	வி்டப்்ட்டுள்ளது.

ெயிறசி 6.3
 1. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 2 , 3 2a i j k b i j k c i j k= − + = + − = + +



 

	 எனில	 (i) ( )a b c× ×


 

 (ii) ( )a b c× ×


 

 
ஆகியெற்்ைக	்காண்்க.

 2. ஏ்தனும்	ஒரு	வெக்டர	 a -ககு, ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) 2i a i j a j k a k a× × + × × + × × =   

	என	நிறுவு்க.

 3.  [ , , ] 0a b b c c a− − − =
 

   

	என	நிறுவு்க.
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 4. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 3 5 2 , 2 3a i j k b i j k c i j k= + − = + + = − − +


 

	எனில

   (i) ( ) ( ) ( )a b c a c b b c a× × = ⋅ − ⋅
  

       (ii) ( ) ( ) ( )a b c a c b a b c× × = ⋅ − ⋅
  

       

  என்்ெற்்ைச்	ெரி்ாரக்க.

 5. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 4 ,a i j k b i j k c i j k= + − = − + − = + +


   எனில	 ( ) ( )a b a c× ⋅ ×


  

-ன்	மதிப்புக	்காண்்க.

 6. , , ,a b c d
 

   என்்ன	ஒரு	தள	வெக்டர்கள்	எனில,	 ( ) ( ) 0a b c d× × × =
  

 

	என	நிரூபிக்க.

 7. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 , 3 2a i j k b i j k c i j k= + + = − + = + +


   மற்றும்	 ( )a b c la mb nc× × = + +
 

   

எனில,	 
, ,l m n -ன்	மதிப்பு்க்ளக	்காண்்க.

 8. ˆˆ ˆ, ,a b c  என்ை	மூன்று	அலகு	 வெக்டர்களில	 b̂ , ĉ  என்்ன	இ்்ண	அலலாத	 	 வெக்டர்கள்	

மற்றும்	
1ˆ ˆˆ ˆ( )
2

a b c b× × = 	எனில,	  â  மற்றும்	 ĉ  என்ை	வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்	

்காண்்க.

6.7 முப்ெரிமோண ெடிெக கணிதத்தில் வெக்டரகளின் ெயன்ெோடு
       (Application of Vectors to 3-Dimensional  Geometry)
 முப்்ரிமா்ண	வெளியில	்நரக்்காடு்கள்	மற்றும்	தளங்க்ளப்	்ற்றி	்கற்ைறிெதில	வெக்டர்கள்	
ஒரு	்நரததியான	அணுகுமு்ை்ய	ெழஙகுகின்ைன.	எலலா	்நரக்்காடு்களும்	தளங்களும்	 3ன்	
உட்்க்ணங்களாகும்.	ஒரு	்நரக்்காட்டி்ன	சுருக்கமா்கக	்்காடு	என்்ை	அ்ழககி்ைாம்.

 

3-ல	உள்ள	புள்ளி்களின்	வதாகுப்பு	  P -ல	உள்ள	ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	 	 A B, , C எனும்	
ஏ்தனும்	மூன்று	புள்ளி்களில,	எ்ெ்யனும்	இரு	புள்ளி்களின்	ெழியா்கச்	வெலலும்	்்காடு	 P-ன்	
உட்்க்ணமா்க	அ்மயுமாறு	உள்ள	புள்ளி்கள்	அ்மநதுள்ள	்ரப்பு	ஒரு	தளமாகும்.

	 கு்ைநதது	 ஒரு	 வ்ாதுப்புள்ளி்யயும்	 மற்றும்	 ஒரு	 தளததில	 உள்ள	 ஒரு	 புள்ளி	 மற்வைாரு	
தளததின்	 மீது	 அ்மயாது	 என்ைொறு	 கு்ைநத்ட்ெம்	 ஒரு	 புள்ளி்யயாெதுப்	 வ்ற்றுள்ள	 இரு	
தளங்கள்	வெட்டிக	வ்காள்ளும்	தளங்கள்	எனப்்டும்.	மி்கச்ெரியா்க	அ்த	புள்ளி்க்ளப்	வ்ற்றுள்ள	
இரு	 தளங்கள்	 ஒன்றி்்ணநத	 (ஒன்றிய)	 தளங்கள்	 எனப்்டும்.	 வ்ாதுொன	 புள்ளி்யப்	 வ்ைாத	
இரு	தளங்கள்	இ்்ணயான	தளங்களாகும்.	ஆனால,	அ்ெ	ஒன்றி்்ணநத	தளங்களா்க	இருக்காது.	
இ்த்்ால,	 வெட்டிகவ்காள்ளும்	 இரண்டு	 தளங்களின்	 வ்ாதுப்	 புள்ளி்களின்	 வதாகுப்பு	 ஒரு	
்நரக்்கா்டாகும்	என	அறியப்்டுகிைது.	இப்்ா்டப்்குதியில.	வெக்டர்க்ளப்	்யன்்டுததி	்நரக்்காடு	
மற்றும்	தளங்களின்	வெக்டர	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்கா்ணலாம்.

	 ஒரு	ெடிவியல	உருவின்	ெமன்்ாட்்்ட	 	அவவுருவின்	மீதுள்ள	ஒவவொரு	புள்ளியின்	நி்ல	
வெக்டரும்	 நி்ைவு	 வெய்யுமானால,	 அச்ெமன்்ாடு	 அவெடிவியல	 உருவின்	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு	
எனப்்டும்.	 ஒரு	 ெமன்்ாடு	 வெக்டர	 ெமன்்ா்டா்க்ொ	 அலலது	 ்காரடீசியன்	 ெமன்்ா்டா்க்ொ	
இருக்கலாம்.

6.7.1 ஒரு ந�ரகநகோட்டின் ெல்நெறு ெடிெச் ைமன்ெோடுகள்

         (Different forms of equation of a straight line)
 ஒரு	்நரக்்காட்டின்	ெமன்்ாட்்்டத	தனிதததா்க	பின்ெரும்	இரு	மு்ை்களில	்கா்ணலாம்.
 • ்்காட்டின்	மீதுள்ள	ஒரு	புள்ளியும்,	்நரக்்காட்டின்	தி்ெயும்	வ்காடுக்கப்்டும்்்ாது
 • ்்காட்டின்	மீதுள்ள	இரு	புள்ளி்கள்	வ்காடுக்கப்்டும்்்ாது
 ஒரு	 ்்காட்டின்	 ெமன்்ாட்்்ட	 வெக்டர	 மற்றும்	 ்காரடீசியன்	 ெடிெங்களில	 ்கா்ணலாம்.	 ஒரு	
்்காட்டின்	 மீது	 r 	 என்ை	 நி்லவெக்ட்ரக	 வ்காண்்ட	 ஏ்தனும்	 ஒரு	 புள்ளி	 P  ஆனது	 எடுததுக	
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வ்காள்ளப்்ட்டு,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 நி்நத்ன்க்ள	 r  என்ை	 வெக்டர	 நி்ைவு	 வெய்யுமாறு	 ஒரு	
வதா்டர்ானது	வ்ைப்்டுகிைது.	இதத்்கய	வதா்டர்ானது	் ்காட்டின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு	எனப்்டுகிைது.	
ஒரு	 ்நரக்்காட்டின்	 வெக்டர	 ெமன்்ாட்டில	து்்ணயலகு்கள்	இருக்கலாம்	அலலது	இலலாமலும்	
இருக்கலாம்.	 ஒரு	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு,	 து்்ணயலகு்க்ளப்	 வ்ற்றிருநதால,	 	 துணையலகு �டி� 
அலலது	துணையலகு ்�க்டர சமன்போடு எனவும்	து்்ணயலகு்கள்	இல்லவயன்ைால	 துணையலகு 
அல்லாத �டி� அலலது	துணையலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு எனவும்	அ்ழக்கப்்டுகிைது.

6.7.2   ந�ரகநகோட்டின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளி மறறும் ந�ரகநகோட்டின் திசை 
வகோடுககப்ெடும்நெோது நகோட்டின் ைமன்ெோடு

           (A point on the straight line and the direction of the straight line are given)
(a) துணையலகு �டி� ்�க்டர சமன்போடு (Parametric form of vector equation)

நதற்றம் 6.11
 நி்ல	 வெக்டர	 a  எனகவ்காண்்ட	 நி்லதத	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலெதும்,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 

b


-ககு	இ்்ணயா்கவும்	உள்ள	்நரக்்காட்டின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 r a tb= +


  , இஙகு	 t ∈ .

நிரூெணம்

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 நி்லவெக்டர	 a  எனக	 வ்காண்்ட	 புள்ளி	 A  

மற்றும்	 rஎன்்து	 ்்காட்டின்	 மீதுள்ள	 ஏ்தனும்	 ஒரு	 புள்ளி	 

P -ன்	நி்லவெக்டர	எனில,	 AP r a= −


  .

 AP


 ஆனது	b


-ககு	இ்்ண	என்்தால,
  r a−   =  ,tb t ∈



   ... (1)

  அலலது  r  =  ,a tb t+ ∈




  ... (2)

இது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காட்டின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு	ஆகும்.

குறிப்புசை

 இக்்காட்டின்	மீதுள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	 a tb+


  ஆகும்.

(b) துணையலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு (Non-parametric form of vector equation)
 AP



 என்்து	b


-ககு	இ்்ண	என்்தால,	 0AP b× =
  

	ஆகும்.

 அதாெது, ( ) 0r a b− × =
 

  .

 இது	்காட்டின் துணையலகு அல்லாத �டி� ்�க்டர சமன்போடு எனப்்டும்.

(c) காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian equation)
 A		என்ை	புள்ளியின்	அச்சுததூரங்கள்	 ( , , )x y z1 1 1 , P என்ை	புள்ளியின்	அச்சுததூரங்கள்	 ( , , )x y z

மற்றும்	 1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +



	 என்்க.	 பின்னர,	  ˆˆ ˆr xi yj zk= + + , 1 1 1
ˆˆ ˆa x i y j z k= + +  மற்றும்	

1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +



எனச்	ெமன்்ாடு	(1)-ல	பிரதியிட்டு,	 ˆˆ ˆ, ,i j k 	ஆகியெற்றின்	வ்கழுக்க்ள	ஒப்பி்ட,	நாம்	

வ்றுெது
   1x x−  =  1 1 2 1 3, ,tb y y tb z z tb− = − =  ... (4)

 ெமன்்ாடு	(4)-ஐ,	ெழக்கமா்க

   1

1

x x
b
−  =  1 1

2 3

y y z z
b b
− −=   ... (5)

்்டம் 6.18

z

y

x

O

A

P

l

a



b

r
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 என	எழுது்ொம்.	

	 இச்ெமன்்ாடு்கள்	 1 1 1( , , )x y z  என்ை	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலெதும்	 	 1 2 3, ,b b b 	 என்ை	 தி்ெ	

விகிதங்க்ளக	 வ்காண்்ட	 வெக்டருககு	 இ்்ணயானதுமான	 ்்காட்டின்	 	 காரடீசியன் சமன்போடுகள 
அலலது சமச்சீர சமன்போடுகள என	அ்ழக்கப்்டுகின்ைன.

குறிப்புசை

 (i) ்நரக்்காடு	 (5)-ன்	 மீது	 உள்ள	 எநதவொரு	 புள்ளியும்	  1 1 1 2 1 3( , , )x tb y tb z tb+ + + , என்ை	

ெடிவில	இருககும்.	இஙகு	 t ∈  

 (ii) ஒரு	்்காட்டின்	தி்ெக	வ்கா்ென்்கள்	அக்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்களின்	விகிதச்	ெமமாகும்	
என்்தால,	 ்்காட்டின்	 தி்ெக	 வ்கா்ென்்கள்	 , ,l m n  எனில,	 ்நரக்்காட்டின்	 ்காரடீசியன்	
ெமன்்ாடு்கள்

   1x x
l
−  =  1 1y y z z

m n
− −= 	ஆகும்.

 (iii) ெமன்்ாடு	 (5)-ல, 1 2 3, ,b b b  இெற்றில	 ஒன்று	 அலலது	 இரண்டின்	 மதிப்பு்கள்	 பூச்சியமா்க	

இருநதால,	ெமன்்ாடு்க்ள	நாம்	பூச்சியததால	ெகுப்்தா்க	வ்ாருள்்்டாது	(அரததமா்காது).	
மாைா்க,	 ்குதியில	 பூச்சியத்தக	 வ்காண்டுள்ள	 ெமன்்ாட்டின்	 வதாகுதியின்	 மதிப்பு	
பூச்சியததிற்குச்	ெமமாகும்	எனப்	வ்ாருள்்டும்.	உதார்ணமா்க,		 1 20, 0b b≠ ≠  மற்றும்	 b3 0=  

எனில,	 1 1 1

1 2 0
x x y y z z

b b
− − −= =  என்்்த	 1 1

1
1 2

, 0x x y y z z
b b
− −= − = என	எழுதலாம்.

 (iv) x - அச்சின்	தி்ெக	வ்கா்ென்்கள்	1,0,0 	ஆகும்.	என்ெ,	 x -அச்சின்	ெமன்்ாடு்கள்

  0
1

x −  =  0 0
0 0

y z− −=  அலலது	 , 0, 0x t y z= = = , இஙகு	t ∈ 	ஆகும். இ்த்்ான்று,	 y -அச்சு	

மற்றும்	z -அச்சின்	ெமன்்ாடு்கள்	மு்ை்ய	
0 0 0

0 1 0
x y z− − −= =  மற்றும்	

0 0 0
0 0 1

x y z− − −= =  

ஆகும்.

6.7.3  வகோடுககப்ெட்்ட இைண்டு புள்ளிகள் ெழியோகச் வைல்லும் ந�ரகநகோட்டின் ைமன்ெோடு

          (Straight Line passing through two given points)

(a) துணையலகு ்�க்டர சமன்போடு (Parametric form of vector equation)

நதற்றம் 6.12
 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	நி்லவெக்டர்கள்	a  மற்றும்	b



 வ்காண்்ட	இரு	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	
்நரக்்காட்டின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ),r a t b a t= + − ∈



  

 .

(b) துணையலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு (Non-parametric form of  vector equation)

 ்மற்்கண்்ட	ெமன்்ாட்டி்ன	து்்ண	அலலாத	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ா்டா்க

( ) ( ) 0r a b a− × − =
 

    என	எழுதலாம்.

(c) காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian form of equation)
 A , B  என்ை	 புள்ளி்களின்	அச்சுததூரங்கள்	மு்ை்ய	 1 1 1( , , )x y z  மற்றும்	 	 2 2 2( , , )x y z 	 என்்க.	 

P -ன்	 அச்சுததூரங்கள் ( , , )x y z என்்க.	 பின்னர	 ˆˆ ˆr xi yj zk= + + , 1 1 1
ˆˆ ˆa x i y j z k= + +  மற்றும்	
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2 2 2
ˆˆ ˆb x i y j z k= + +



	 எனத	்தற்ைம்	  6.12-ல	உள்ள	

ெமன்்ாட்டில	 பிரதியிட்டு,	  ˆˆ ˆ, ,i j k 	 ஆகியெற்றின்	

வ்கழுக்க்ள	ஒப்பி்ட, 
1 2 1 1 2 1 1 2 1( ), ( ), ( )x x t x x y y t y y z z t z z− = − − = − − = −  

எனப்	 வ்றுகி்ைாம்.	 ஆ்க்ெ,	 1 1 1( , , )x y z  மற்றும்	

2 2 2( , , )x y z  என்ை	 இருபுள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	
வெலலும்	்நரக்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு

 1

2 1

x x
x x

−
−

 =  1 1

2 1 2 1

y y z z
y y z z

− −=
− −

	எனக	கி்்டககிைது.

 இச்ெமன்்ாட்டிலிருநது	 1 1 1)( , ,x y z  மற்றும்	

2 2 2( , , )x y z  என்ை	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 ்நரக்்காட்டின்	 தி்ெ	 விகிதங்கள்	

2 1 2 1 2 1, ,x x y y z z− − − 	 ஆகும்	 எனக	 ்காண்கி்ைாம்.	 ்மலும்	 இெற்றுககு	 விகிதச்	 ெமமமா்க	 உள்ள	

ஏ்தனும்	 மூன்று	 எண்்கள்,	 குறிப்்ா்க	  1 2 1 2 1 2, ,x x y y z z− − − 	 என்்்ெ	 இக்்காட்டின்	 தி்ெ	

விகிதங்களா்க	அ்மெ்தக	்கா்ணலாம்.

எடுத்துககோட்டு 6.24

 ஒரு	 ்நரக்்காடு	 (1, 2, 3)−  என்ை	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலகிைது	 மற்றும்	 ˆˆ ˆ4 5 7i j k+ − 	 என்ை	

வெக்டருககு	இ்்ணயா்க	உள்ளது	எனில,	அக்்காட்டின்	 (i) து்்ண	அலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 (ii) 
து்்ண	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 (iii) ்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

தீரவு

 ்த்ெயான	்்காடு	 (1, 2, 3)− 	என்ை	புள்ளி	ெழியா்கச்	வெலகிைது.	ஆ்க்ெ,	இப்புள்ளியின்	நி்ல	

வெக்டர	 ˆˆ ˆ2 3i j k+ − ஆகும்.

 ˆˆ ˆ2 3a i j k= + − , ˆˆ ˆ4 5 7b i j k= + −


	என்்க.	பின்னர

 (i) ்த்ெயான	்்காட்டின்	து்்ண	அலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு	
 



r a tb= + ,	இஙகு	 t∈ 	ஆகும்.

  என்ெ,	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 3 ) (4 5 7 ),r i j k t i j k t= + − + + − ∈

 .

 (ii) ்த்ெயான	்்காட்டின்	து்்ண	அலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ) 0r a b− × =
 

 

	ஆகும்.  

என்ெ, ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ( 2 3 )) (4 5 7 ) 0r i j k i j k− + − × + − =


 .

 (iii) ்த்ெயான	்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்கள்	 1 1 1

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= = .  

  இஙகு, 1 1 1( , , ) (1, 2, 3)x y z = −  மற்றும்	்த்ெயான	்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	 4,5, 7−

என்்ெற்றுககு	 விகிதச்	 ெமமான்ெயாகும்.	 என்ெ,	 ்த்ெயான	 ்நரக்்காட்டின்	

்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்கள் 
1 2 3

4 5 7
x y z− − += =

−
.

எடுத்துககோட்டு 6.25
 ஒரு	்நரக்்காட்டின்	து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(3 2 6 ) (2 3 )r i j k t i j k= − + + − +

 எனில,	

அக்்காட்டின்	 (i) தி்ெகவ்கா்ென்்கள்	 (ii) து்்ணயலகு	 அலலாத	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு	
(iii) ்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்கள்	ஆகியெற்்ைக	்காண்்க.

்்டம் 6.19

O

A
P

B

a
r



b

( , , )
x y z

1 1 1

( , , )x y z
( , , )
x y z

2
2 2

z

y

x
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தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்டயும்	 r a tb= +


 

	என்ை	்்காட்டின்	ெமன்்ாட்்்டயும்	ஒப்பி்ட	
நமககுக	கி்்டப்்து	 ˆˆ ˆ3 2 6a i j k= − +  மற்றும்	 ˆˆ ˆ2 3b i j k= − +



. என்ெ,

 (i) 1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +



	 எனில,	 ்்காட்டின்	 தி்ெவிகிதங்கள்	 1 2 3, ,b b b 	 ஆகும்.	 என்ெ,	

வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காட்டின்	 தி்ெ	 விகிதங்கள்	  2, 1,3− 	 என்்ெற்றுககு	 விகிதச்	

ெமமான்ெயாகும்.	 ஆ்க்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காட்டின்	 தி்ெக	 வ்கா்ென்்கள்	 

2 1 3, ,
14 14 14

−
	ஆகும்.

 (ii) ்்காட்டின்	து்்ண	அலகு	அலலாத	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ) 

 

r a b− × = 0 .

  என்ெ, ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( (3 2 6 )) (2 3 ) 0r i j k i j k− − + × − + =


 .

 (iii) இஙகு	 1 1 1( , , ) (3, 2,6)x y z = −  மற்றும்	்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	 2, 1,3− 	என்்ெற்றுககு	

விகிதச்	ெமமான்ெ.	

	 	 என்ெ,	்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்கள்	
3 2 6

2 1 3
x y z− + −= =

−
	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.26

 ( 4, 2, 3)− −  என்ை	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்	
2 3 2 6

4 2 3
x y z− − + −= =

−
	 என்ை	 ்்காட்டிற்கு	

இ்்ணயானதுமான	 ்்காட்டின்	 து்்ணயலகு	 ெடிெ	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு	 மற்றும்	 ்காரடீசியன்	
ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.
தீரவு

     வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ெமன்்ாடு்க்ள	
2 3 3

4 2 3 / 2
x y z+ + −= =
− −

 என	 எழுதி,	 1 1 1

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= = ,  

உ்டன்	 ஒப்பி்டக	 கி்்டப்்து,	 1 2 3
3 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 2 (8 4 3 )
2 2

b b i b j b k i j k i j k= + + = − − + = − + −


.	 இதிலிருநது	 b


 

ஆனது		 ˆˆ ˆ8 4 3i j k+ −  என்ை	வெக்டருககு	இ்்ணயானது	எனத	வதளிொ்கக	்கா்ணலாம்.

	 என்ெ,	்த்ெயான	்நரக்்காடு	  ( 4, 2, 3)− −   என்ை	புள்ளி	ெழிச்	வெலெது்டன்	 ˆˆ ˆ8 4 3i j k+ −  
என்ை	வெக்டருககு	இ்்ணயா்கவும்	உள்ளது.	ஆதலால,	்த்ெயான	்்காட்டின்	து்்ணயலகு	வெக்டர
ெமன்்ாடு	
  r  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 4 2 3 ) (8 4 3 ),i j k t i j k t− + − + + − ∈ .

 ்மலும்,	்த்ெயான	்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்கள்

  4
8

x +  =  2 3
4 3

y z− +=
−

	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.27

 ( 5,7, 4)− −   மற்றும்	(13, 5,2)− என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	் நரக்்காட்டின்	து்்ணயலகு	

வெக்டர	 ெமன்்ாடு	 மற்றும்	 ்காரடீசியன்	 ெமன்்ாடு்க்ளக	 ்காண்்க.	 ்மலும்,	 இநத	 ்நரக்்காடு	  
xy -தளத்த	வெட்டும்	புள்ளி்யக	்காண்்க.

தீரவு

 ்த்ெயான	்நரக்்காடு	 ( 5,7, 4)− −  மற்றும்	 (13, 5,2)− 	என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலகிைது.	
என்ெ,	இப்புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	் ்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	18, 12,6− 	ஆகும்.		அதாெது	3, 2,1−  

ஆகும்.	
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 ஆதலால,	 ்த்ெயான	 ்நரக்்காடு	  ˆˆ ˆ3 2i j k− + என்ை	 வெக்டருககு	 இ்்ணயா்க	 இருககும்.	
என்ெ,	 
 	் த்ெயான	்நரக்்காட்டின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு	

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 5 7 4 ) (3 2 )r i j k t i j k= − + − + − +  அலலது ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(13 5 2 ) (3 2 )r i j k s i j k= − + + − +  இஙகு ,s t ∈  

ஆகும்.

 	் த்ெயான	்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்கள்	
5 7 4

3 2 1
x y z+ − += =

−
  அலலது

 
13 5 2

3 2 1
x y z− + −= =

−
	ஆகும்.

 	இந்நரக்்காட்டில	உள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளியின்	அ்மப்பு

 (3 5, 2 7, 4)t t t− − + −  அலலது (3 13, 2 5, 2)s s s+ − − +

 ்நரக்்காடு	 xy -தளத்த	ெநதிப்்தால,	வெட்டும்	புள்ளியின்	 z -அச்சுத	வதா்லவு	பூச்சியமாகும்.

	 என்ெ,	 4 0t − = , அதாெது,	 4t = 	ஆகும்.	ஆ்்கயால,	் நரக்்காடு	 xy -தளத்த	வெட்டும்	புள்ளி	

(7, 1,0)− ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.28

 
x y z+

=
−

= −
3

2
1

2
 	என்ை	்நரக்்காடு	ஆய	அச்சு்களு்டன்	ஏற்்டுததும்	்்கா்ணங்க்ளக	்காண்்க.

தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்நரக்்காட்டுககு	 இ்்ணயா்க	 உள்ள	 ஓரலகு	 வெக்டர	 b̂  என்்க.	 பின்னர,	
ˆˆ ˆ2 2 1ˆ ˆˆ ˆ(2 2 )ˆˆ ˆ 3| 2 2 |

i j kb i j k
i j k

+ −= = + −
+ −

. ஆ்க்ெ,	 b̂ -ன்	 தி்ெக	 வ்கா்ென்்களின்	 ெ்ரய்ைப்்டி,	 	 நாம்	

வ்றுெது

   cosα  =  2 2 1, cos , cos
3 3 3

β γ= = − ,

இஙகு	 , ,α β γ  என்்ன	மு்ை்ய	மி்்க	 x -அச்சு,	மி்்க	 y -அச்சு	மற்றும்	மி்்க	 z -அச்சுக்களு்டன்	 b̂

ஏற்்டுததும்	 ்்கா்ணங்கள்	 ஆகும்.	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்நரக்்காடு	 ஆய	 அச்சு்களு்டன்	 ஏற்்டுததும்	
்்கா்ணங்களும்,	  b̂  மு்ை்ய	 ஆய	 அச்சு்களு்டன்	 ஏற்்டுததும்	 ்்கா்ணங்களும்	 ெமம்	 என்்தால	

α β γ= 





 = 






 =

−







− − −cos , cos , cos1 1 12
3

2
3

1
3

 எனப்	வ்றுகி்ைாம். 

6.7.4 இைண்டு ந�ரகநகோடுகளுககு இச்டப்ெட்்ட நகோணம்

          (Angle between two straight lines )
(a) ்�க்டர �டி�ம் (Vector form)

 r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   	 என்ை	இரு	்நரக்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணமும்	

b


 மற்றும்	 d


	 என்ை	 வெக்டர்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணமும்	 ஒன்்ையாகும்.	 ஆ்்கயால,	 

| |cos
| | | |

b d
b d

θ ⋅=
 

   அலலது 1 | |cos
| | | |

b d
b d

θ −  ⋅=  
 

 

  .
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குறிப்புசை 

 (i) r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   என்ை	இரு	்்காடு்களும்	இ்்ண

  Û 0θ = Û cos 1θ = Û | | | | | |b d b d⋅ =
   

.

 (ii) வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   என்ை	இரு	்்காடு்களும்	இ்்ணயா்க	இருக்கத	

்த்ெயானதும்,	 மற்றும்	 ்்ாதுமானதுமான	 நி்நத்ன	 b dλ=
 

, λ 	 ஒரு	 தி்ெயிலி	

என்்தாகும்.

 (iii) வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   என்ை	 இரு	 ்்காடு்களும்	 ஒன்றுகவ்கான்று	

வெஙகுததான்ெயா்க	 இருக்கத	 ்த்ெயானதும்,	 மற்றும்	 ்்ாதுமானதுமான	 நி்நத்ன	
0b d⋅ =

 

	என்்தாகும்.

(b) காரடீசியன் �டி�ம் (Cartesian form)

 இரு	 ்நரக்்காடு்களின்	 ்காரடீசியன்	 ெடிெச்	 ெமன்்ாடு்கள்	  1 1 1

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= =  மற்றும்	

2 2 2

1 2 3

x x y y z z
d d d
− − −= = 	எனில,	இவவிரு	்்காடு்களுககும்	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	 θ  என்்து

θ =
+ +

+ + + +













−cos | |1 1 1 2 2 3 3

1
2

2
2

3
2

1
2

2
2

3
2

b d b d b d
b b b d d d

ஆகும்.

குறிப்புசை

 (i) 1 2 3, ,b b b  மற்றும்	 1 2 3, ,d d d  என்ை	 தி்ெ	 விகிதங்க்ளக	 வ்காண்்ட	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரு	

்்காடு்கள்	இ்்ணயா்க	இருக்கத	 ்த்ெயானதும்,	 மற்றும்	 ்்ாதுமானதுமான	 நி்நத்ன	

31 2

1 2 3

bb b
d d d

= = 	என்்தாகும்.

 (ii) 1 2 3, ,b b b  மற்றும்	 1 2 3, ,d d d  என்ை	 தி்ெ	 விகிதங்க்ளக	 வ்காண்்ட	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரு	

்நரக்்காடு்கள்	 ஒன்றுகவ்கான்று	 வெஙகுததா்க	 இருக்கத	 ்த்ெயானதும்	 மற்றும்,	
்்ாதுமானதுமான	நி்நத்ன	 1 1 2 2 3 3 0b d b d b d+ + = என்்தாகும்.

 (iii) வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரு	 ்நரக்்காடு்களின்	 தி்ெகவ்கா்ென்்கள்	 1 1 1, ,l m n  மற்றும்	 2 2 2, ,l m n

எனில,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடு்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம்	  1 2 1 2 1 2cos | |l l m m n nθ = + +  

ஆகும்.
எடுத்துககோட்டு 6.29
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 4 ) (2 2 )r i j k t i j k= + + + + +  என்ை	் ்காட்டிற்கும்	(5,1, 4)  மற்றும்	(9, 2,12)என்ை	புள்ளி்க்ள	

இ்்ணககும்	்்காட்டிற்கும்	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்	்காண்்க.

தீரவு

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 4 ) (2 2 )r i j k t i j k= + + + + +  என்ை	 ்்காடு	 ˆˆ ˆ2 2i j k+ + என்ை	 வெக்டருககு	 இ்்ணயா்க	

இருககும்.
 (5,1, 4)  மற்றும்	 (9, 2,12)  என்ை	 புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	்நரக்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்		

4,1,8  என்்தால,	இக்்காடு	 ˆˆ ˆ4 8i j k+ + 	என்ை	வெக்டருககு	இ்்ணயா்க	இருககும்.

 என்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இவவிரு	்்காடு்களுககும்	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்
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  θ  =  1 | |cos
| | | |

b d
b d

−  ⋅
 
 

 

  , இஙகு ˆˆ ˆ2 2b i j k= + +


 மற்றும் ˆˆ ˆ4 8d i j k= + +


.

  என்ெ,  θ  =  1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ| (2 2 ) (4 8 ) | 2cos cosˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 3| 2 2 | | 4 8 |

i j k i j k
i j k i j k

− − + + ⋅ + +  =    + + + +   
.

எடுத்துககோட்டு 6.30

 4 1
2 1 2

x y z− += =
−

 மற்றும்	
1 1 2

4 4 2
x y z− + −= =

−
 	 என்ை	 இரு	 ்நரக்்காடு்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	

குறுங்்கா்ணம்	 ்காண்்க.	 இவவிரு	 ்்காடு்களும்	 இ்்ணயான்ெயா	 அலலது	 வெஙகுததான்ெயா	
எனக்காண்்க.

தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்நரக்்காடு்களின்	ெமன்்ாடு்க்ள

 1

1

x x
b
−  =  1 1

2 3

y y z z
b b
− −=  மற்றும்	 2 2 2

1 2 3

x x y y z z
d d d
− − −= = 	ஆகியெற்று்டன்	ஒப்பி்ட,		நாம்	வ்றுெது

 1 2 3( , , ) (2,1, 2)b b b = −  மற்றும்	 1 2 3( , , ) (4, 4, 2)d d d = − . என்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரு	

்்காடு்களுககும்	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்

  θ  =  cos | ( )( ) ( )( ) ( )( ) |
( ) ( )

− + − + −

+ + − + − +










1

2 2 2 2 2 2

2 4 1 4 2 2
2 1 2 4 4 2 

= =−cos ( )1 0
2
π

 ஆ்க்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரு	்நரக்்காடு்களும்	வெஙகுததான்ெ.

எடுத்துககோட்டு 6.31
 (6,7,5)A  மற்றும் (8,10,6)B  என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	் நரக்்கா்டானது	 (10,2, 5)C −  

மற்றும்	 (8,3, 4)D − என்ை	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 ்நரக்்காட்டிற்குச்	 வெஙகுததானது	 என	
நிறுவு்க.
தீரவு

 (6,7,5)A  மற்றும்	 (8,10,6)B  என்ை	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 ்நரக்்காடு	

ˆˆ ˆ2 3b AB OB OA i j k= = − = + +
  

 என்ை	 வெக்டருககு	 இ்்ணயா்க	 அ்மயும்.	 ்மலும்	 (10,2, 5)C −  

மற்றும்	 (8,3, 4)D −  என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	்நரக்்காடு	 ˆˆ ˆ2d CD i j k= = − + +


 என்ை	

வெக்டருககு	இ்்ணயா்க	இருககும்.	என்ெ,	இவவிரு	்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணமானது	 b


 

மற்றும்	 d


	ஆகியெற்றுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணததிற்குச்	ெமமாகும்.

  b d⋅
 

=  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 ) ( 2 ) 0i j k i j k+ + ⋅ − + + = 	என்்தால,	b


, d


	என்ை	வெக்டர்கள்	

	 வெஙகுததான்ெயாகும்.	என்ெ,	இரு	்நரக்்காடு்களும்	வெஙகுததான்ெயாகும்.

மாறறு முண்ற
 (6,7,5)A  மற்றும்	 (8,10,6)B  என்ை	புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	்நரக்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	

1 2 3( , , ) (2,3,1)b b b =  ஆகும்.	்மலும்,	 (10,2, 5)C −  மற்றும்	 (8,3, 4)D −  என்ை	புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	

்நரக்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	 1 2 3( , , ) ( 2,1,1)d d d = − 	ஆகும்.

  1 1 2 2 3 3 (2)( 2) (3)(1) (1)(1) 0b d b d b d+ + = − + + = 	 என்்தால,	 இவவிரு	 ்்காடு்களும்	

வெஙகுததான்ெயாகும்.
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எடுத்துககோட்டு 6.32

 1 2 4
4 6 12

x y z− − −= =  மற்றும்	
3 3 5

2 3 6
x y z− − −= =
−

 என்ை	 ்்காடு்கள்	 இ்்ணயான்ெ	 என	

நிறுவு்க.
தீரவு 

 1 2 4
4 6 12

x y z− − −= =  	 என்ை	 ்்காடு	 ˆˆ ˆ4 6 12i j k− +  என்ை	 வெக்டருககு	 இ்்ணயா்க	 இருககும்	

மற்றும்	
3 3 5

2 3 6
x y z− − −= =
−

 என்ை	்்காடு	 ˆˆ ˆ2 3 6i j k− + − 	என்ை	வெக்டருககு	இ்்ணயா்க	இருககும்.

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ4 6 12 2( 2 3 6 )i j k i j k− + = − − + − 	 என்்தால,	 இரு	 வெக்டர்களும்	 இ்்ணயாகும்.	 என்ெ,	

வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரு	்நரக்்காடு்களும்	இ்்ணயாகும்.

ெயிறசி 6.4
 1. ˆˆ ˆ4 3 7i j k+ −  என்ை	 வெக்ட்ர	 நி்ல	 வெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்	

ˆˆ ˆ2 6 7i j k− + என்ை	வெக்டருககு	இ்்ணயானதுமான	்நரக்்காட்டின்	து்்ண	அலகு	அலலாத	

வெக்டர	ெமன்்ாடு,	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 2.  ( 2,3, 4)−  என்ை	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலெதும்	
1 3 8

4 5 6
x y z− + −= =
−

	 என்ை	 ்்காட்டிற்கு	

இ்்ணயானதுமான	்நரக்்காட்டின்	து்்ண	அலகு	வெக்டர,	ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	
ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 3. (6,7, 4)  மற்றும்	 (8, 4,9)  என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	்நரக்்காடு	 xz  மற்றும்	 yz  

தளங்க்ள	வெட்டும்	புள்ளி்க்ளக	்காண்்க.

 4. (5,6,7)  மற்றும்	 (7,9,13)  என்ை	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 ்நரக்்காட்டின்	 தி்ெக	
வ்கா்ென்்க்ளக	்காண்்க.	்மலும்,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இவவிரு	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	
்நரக்்காட்டின்	து்்ண	அலகு	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு,	 மற்றும்	 ்காரடீசியன்	 ெமன்்ாடு்க்ளக	
்காண்்க.

 5.  பின்ெரும்	்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	்காண்்க.

   (i) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(4 ) ( 2 2 ), ( 2 4 ) ( 2 2 )r i j t i j k r i j k s i j k= − + + − = − + + − − + 

   (ii) 4 7 5 ˆ ˆˆ ˆ, 4 (2 )
3 4 5

x y z r k t i j k+ − += = = + + + .

   (iii) 2 3x y z= = −  மற்றும்	6 4x y z= − = − .

 6. (7, 2,1), (6,0,3)A B , மற்றும்	 (4, 2, 4)C 	 என்்ன	 ABC∆ -ன்	 உச்சி்கள்	 எனில,	  ABC∠ -ஐக	

்காண்்க.
 7. (2,1, 4)  மற்றும்	 ( 1, 4, 1)a − −  என்ை	புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	்நரக்்காடு	 (0, 2, 1)b −  மற்றும்	

(5,3, 2)− 	என்ை	புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	்நரக்்காட்டுககு	இ்்ண	எனில,	 a  மற்றும்	 b -ன்	

மதிப்பு்க்ளக	்காண்்க.

 8. 5 2 1
5 2 5 1
x y z
m

− − −= =
+ −

 மற்றும்	 x y
m

z
=

+
=

−
−

2 1
4

1
3

	 என்ை	 ்நரக்்காடு்கள்	 ஒன்றுகவ்கான்று		

வெஙகுததான்ெ	எனில,	m -ன்	மதிப்்்க	்காண்்க.

 9.  (2,3, 4), ( 1, 4,5)−  மற்றும்	 (8,1, 2)  என்ை	புள்ளி்கள்	ஒரு	்்கா்ட்மப்	புள்ளி்கள்	எனக	்காட்டு்க.
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6.7.5  இரு ந�ரகநகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி

          (Point of intersection of two straight lines)

 1 1 1

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −= =  மற்றும்	 2 2 2

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= =  என்்ன	இரு	்நரக்்காடு்கள்	எனில,	

இக்்காடு்களின்	 மீது	 உள்ள	 புள்ளி்களின்	 அ்மப்பு	 மு்ை்ய	 1 1 1 2 1 3( , , )x sa y sa z sa+ + +  மற்றும்	

2 1 2 2 2 3( , , )x tb y tb z tb+ + +  ஆகும்.	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடு்கள்	 வெட்டிக	 வ்காள்ளுமானால,	 ஒரு	

வ்ாதுொன	புள்ளி	இருக்க	்ெண்டும்.	ஆ்்கயால,	்்காடு்கள்	வெட்டிக	வ்காள்ளும்	புள்ளியில,	ஒரு	

சில	 s , t 	மதிப்பு்களுககு,

  1 1 1 2 1 3( , , )x sa y sa z sa+ + +  =  2 1 2 2 2 3( , , )x tb y tb z tb+ + +

  என்ெ,   1 1x sa+  =  2 1 1 2 2 2 1 3 2 3, ,x tb y sa y tb z sa z tb+ + = + + = +

 இம்மூன்று	ெமன்்ாடு்களில	ஏ்தனும்	இரு	ெமன்்ாடு்களின்	தீரவு	்காண்்தால	வ்ைப்்டும்	 s  
மற்றும்	 t -ன்	மதிப்பு்கள்	மீதமுள்ள	ெமன்்ாட்்்ட	நி்ைவு	வெய்யுமானால,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காடு்கள்	
வெட்டும்	 ்்காடு்களாகும்.	 அவொறு	 இல்லவயனில,	 அ்ெ	 வெட்்டாக	 ்்காடு்களாகும்.	 s -ன்	

மதிப்்், (அலலது	t -ன்	மதிப்்்)	பிரதியி்ட,	இரு	் ்காடு்களும்	வெட்டிக	வ்காள்ளும்	புள்ளி	கி்்டககும்.

	 ்நரக்்காடு்களின்	 ெமன்்ாடு்கள்	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு்களா்க	 வ்காடுக்கப்்ட்்டால,	
அச்ெமன்்ாடு்க்ள	 ்காரடீசியன்	 ெமன்்ாடு்களா்க	 மாற்றி	 எழுதி	 ்மற்்கண்்ட	 மு்ையில	 வெட்டும்	
புள்ளி்யக	்கா்ணலாம்.

எடுத்துககோட்டு  6.33

 1 2 3
2 3 4

x y z− − −= =  	மற்றும்	
4 1

5 2
x y z− −= = 	என்ை	்்காடு்கள்	வெட்டும்	புள்ளி்யக	்காண்்க.

தீரவு

 1 2 3
2 3 4

x y z s− − −= = =  (என்்க).	 இக்்காட்டில	 உள்ள	 ஏ்தனும்	 ஒரு	 புள்ளியின்	 ெடிெம்	 

(2 1, 3 2, 4 3)s s s+ + + 	 ஆகும்.	  4 1
5 2

x y z t− −= = =  (என்்க).	 இக்்காட்டில	 உள்ள	 ஏ்தனும்	

புள்ளியின்	ெடிெம்	 (5 4, 2 1, )t t t+ + 	ஆகும்.

	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காடு்கள்	வெட்டிக	வ்காள்ளுமானால,	வெட்டும்	புள்ளியில,	ஒரு	சில	 s , t -ன்	

மதிப்பு்களுககு,
  (2 1, 3 2, 4 3)s s s+ + +  =  (5 4, 2 1, )t t t+ +

 என்ெ, 2 5 3 3 2 1s t s t− = − = −,  மற்றும்	 4 3s t− = − .	 இம்மூன்று	 ெமன்்ாடு்களில,	 முதல	

இரண்டு	ெமன்்ாடு்களின்	தீரவு	்கா்ண	 1, 1t s= − = − 	எனக	கி்்டககிைது. s  மற்றும்	t -ன்	இம்மதிப்பு்கள்	

மூன்ைாெது	 ெமன்்ாட்்்ட	 நி்ைவு	 வெய்கின்ைன.	 என்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடு்கள்	 வெட்டும்	
்்காடு்களாகும்.	 t  அலலது	 s -ன்	மதிப்பி்ன	உரிய	புள்ளி்களில	பிரதியி்ட,	் ்காடு்கள்	வெட்டும்	புள்ளி	 

( 1, 1, 1)− − − 	எனக	கி்்டககிைது.
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6.7.6  இரு ந�ரகநகோடுகளுககு இச்டப்ெட்்ட மீச்சிறு தூைம்

          (Shortest distance between two straight lines)
	 இரு	்நரக்்காடு்களின்	வெட்டும்	புள்ளி்ய	எவொறு	்காண்்து	எனவும்	மற்றும்	இரு	்்காடு்கள்	
இ்்ணயான்ெயா	இல்லயா	என்்்த	எவொறு	தீரமானிப்்து	எனவும்	்கற்ைறிநதுள்்ளாம்.

ெசையச்ற  6.6

 இரு	 ்நரக்்காடு்கள்	ஒ்ர	 தளததில	அ்மநதால,	 அ்ெ	 ஒரு தளம் அணமயும் ்காடுகள 
எனப்்டும்.

குறிப்பு

 இரு	்நரக்்காடு்கள்	இ்்ண்்காடு்களா்க்ொ	அலலது	வெட்டும்	்்காடு்களா்க்ொ	இருப்பின்,	
அ்ெ	ஒரு	தளம்	அ்மயும்	்்காடு்களாகும்.

ெசையச்ற 6.7
 புைவெளியில	இ்்ணயா்க	இலலாமலும்	 ஒன்்ைவயான்று	 வெட்டிக	 வ்காள்ளாமலும்	உள்ள	
இரு	்்காடு்க்ள	ஒரு தளம் அணமயாக ்காடுகள	என	அ்ழககி்ைாம்.

குறிப்பு

 இரு	 ்நரக்்காடு்கள்	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயாக	 ்்காடு்கள்	

எனில,	அக்்காடு்கள்	ஒ்ர	தளததில	இருக்காது.
 இ்்ணயா்க	 இலலாத	 இரண்டு	 ்நரக்்காடு்கள்	
ஒன்்ைவயான்று	 வெட்டிக	 வ்காண்்டால,	 அக்்காடு்களுககு	
இ்்டப்்ட்்ட	 தூரம்	 பூச்சியம்	 ஆகும்.	 	 ஒன்்ைவயான்று	
வெட்்டாமலும்	 இ்்ணயா்கவும்	 உள்ள	 இரண்டு	
்நரக்்காடு்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 மீச்சிறு	 தூரமானது,	
இவவிரு	 இ்்ணக்்காடு்களுககும்	 வெஙகுததா்க	 உள்ள	
்்காட்டுததுண்டின்	 நீளமாகும்.	 இ்த்்ான்று,	 ஒரு	
தளம்	 அ்மயாக	 ்்காடு்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 மீச்சிறு	
தூரமானது,	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயாத	 இரு	 ்்காடு்களுககும்	
வெஙகுததான	 ்்காட்டுததுண்டின்	 நீளம்	 என	 ெ்ரயறுக்கப்்டுகிைது.	 இரண்டு	 ்நரக்்காடு்கள்	
இ்்ணக்்காடு்களா்க்ொ	அலலது	ஒரு	தளம்	அ்மயாக	்்காடு்களா்க்ொ	இருககும்.

நதற்றம் 6.13
 r a sb= +



   மற்றும்	 r c tb= +


   என்ை	இரண்டு	இ்்ண்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரம்	

| ( ) |
| |

c a bd
b

− ×=


 

 , இஙகு	 | |


b ¹ 0 .

நிரூெணம்

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 r a sb= +


   மற்றும்	 r c tb= +


   என்ை	

இரண்டு	 இ்்ணக்்காடு்க்ள	 மு்ை்ய	 1L  மற்றும்	 2L  

எனககுறிப்்்ாம்.	 1L  மற்றும்	 2L -்களின்	மீதுள்ள		 A  மற்றும்	

B என்ை	 இரு	 புள்ளி்களின்	 நி்லவெக்டர்கள்	 மு்ை்ய	 a  
மற்றும்	 c  என்்க.	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரு	 ்்காடு்களும்	 b



-ககு	

இ்்ணயான்ெ.
 AD  என்்து	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரு	 ்்காடு்களுககும்	

்்டம் 6.20

L2

L1

்்டம் 6.21

D

L1

L2

d

θ

( )B c�
b
�

( )A a�

�
�

a
c

−
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வெஙகுதது	என்்க.		 AB


 மற்றும்	b


	என்ை	வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	θ  எனில,

  sinθ  =  
| | | ( ) |

| | | || | | |
AB b c a b

c a bAB b
× − ×=

−

  

 

 

 

  ... (1)

 ஆனால,		வெங்்கா்ண	முக்்கா்ணம்	 ABD -ல	இருநது,

  sinθ =   
d
AB

d
AB

d
c a

= =
−| | | |

� ��� � �  ... (2)

  ெமன்்ாடு்கள்	(1)	மற்றும்	(2)-லிருநது,	நாம்	வ்றுெது	

  d  =  | ( ) |
| |

c a b
b

− ×


 

  , இஙகு	 | |


b ¹ 0 .

நதற்றம் 6.14

 r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   என்ை	ஒரு	தளம்	அ்மயாக	்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	

தூரம்
  δ  =  | ( ) ( ) |

| |
c a b d

b d
− ⋅ ×

×

 

 

  , இஙகு | |
 

b d× ≠ 0

நிரூெணம்

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   என்ை	ஒரு	தளம்	

அ்மயாக	்்காடு்க்ள	மு்ை்ய	 1L  மற்றும்	 2L  எனக	குறிப்்்ாம்.

 1L  மற்றும்	 2L  என்ை	்்காடு்களின்	மீதுள்ள	 A  மற்றும்	C  என்ை	

இரு	புள்ளி்களின்	நி்ல	வெக்டர்கள்	மு்ை்ய	a  மற்றும்	 c  என்்க.

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரண்டு	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயாக	 ்்காடு்களின்	
ெமன்்ாடு்களிலிருநது,	 1L  என்ை	்்காடு	 b



-ககு	இ்்ணயா்கவும்,	 2L  

என்ை	 ்்காடு	 d


-ககு	 இ்்ணயா்கவும்	 இருப்்்தக	 ்காண்கி்ைாம்.	

ஆ்்கயால,	 b d×
 

 என்்து	 1L  மற்றும்	 2L 	 என்ை	 இரண்டு	
்்காடு்களுககும்	வெஙகுததாகும்.

 SD  என்்து	 1L  மற்றும்	 2L 	என்ை	இரண்டு	் ்காடு்களுககும்	வெஙகுததா்க	உள்ள	் ்காட்டுததுண்டு	

என்்க.	ஆ்க்ெ	 SD


 ஆனது	 b


 மற்றும்	 d


 என்ை	இரு	வெக்டர்களுககும்	வெஙகுததான	வெக்டராகும்.	

ஆதலால,	 SD


 ஆனது	b d×
 

-ககு	இ்்ணயான	வெக்டராகும்.

 என்ெ,	 
| |
b d
b d

×
×

 

   என்்து	 SD


-ன்	தி்ெயில	உள்ள	அலகு	வெக்டராகும்.	்மலும்,	மீச்சிறு	தூரம்	 

| |SD


	என்்து,	 SD


-ன்	மீதான	 AC


-ன்	வீழலின்	எண்்ணளொகும்.	அதாெது,	

 δ  =  | | |SD AC=
 

. ( SD


-ன்	தி்ெயில	உள்ள	அலகு	வெக்டர)| ( )
| |
b dc a
b d

×= − ⋅
×

 

 

   

 δ  =  | ( ) ( ) |
| |

c a b d
b d

− ⋅ ×
×

 

 

  , இஙகு | |
 

b d× ≠ 0 .

்்டம் 6.22

L2

S

D

L1

( )C c�

δ

� �
b d×

�
d

A a( )�
�
b

12th_Maths_TM_Vol1_CH 6_Vector Algebra.indd   275 09-12-2021   13:40:48



276XII - கணிதவியல்

குறிப்புசை

 (i) ்தற்ைம்	6.14-லிருநது,	  r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   என்்ன	ஒன்்ைவயான்று	வெட்டும்	

்்காடு்கள்	 (அதாெது,	 ஒரு	 தளம்	அ்மயும்	 ்்காடு்கள்)	 எனில,	 ( ) ( ) 0c a b d− ⋅ × =
 

 

	 ஆகும்	

எனக	்காண்கி்ைாம்.

 (2) 1 1 1

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= =  மற்றும்	 2 2 2

1 2 3

x x y y z z
d d d
− − −= =  என்ை	்்காடு்கள்	ஒன்்ைவயான்று	

வெட்டும்	(அதாெது,	ஒரு	தளம்	அ்மயும்	்்காடு்கள்)	எனில,

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

b b b
d d d

− − −
=

எடுத்துககோட்டு 6.34 

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 ) (2 3 2 )r i j k t i j k= + − + + +  மற்றும்	
2 4 3

1 2 4
x y z− − += = 	 என்ை	 ்்காடு்கள்	

வெட்டிகவ்காள்ளும்	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலெதும்,	 மற்றும்	 இவவிரு்்காடு்களுககும்	

வெஙகுததானதுமான	்நரக்்காட்டின்	து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்டக	்காண்்க.

தீரவு

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 ) (2 3 2 )r i j k t i j k= + − + + +  என்ை	்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு

1 3 1
2 3 2

x y z s− − += = =  (என்்க)

 இக்்காட்டின்	மீதுள்ள	ஏ்தனுவமாரு	புள்ளியின்	அ்மப்பு	 (2 1, 3 3, 2 1)s s s+ + −  ... (1)

 இரண்்டாெது	்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு	
2 4 3

1 2 4
x y z t− − += = =  (என்்க)

 இக்்காட்டின்	மீதுள்ள	ஏ்தனுவமாரு	புள்ளியின்	அ்மப்பு	 ( 2, 2 4,4 3)t t t+ + −   ... (2)

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடு்கள்	 வெட்டிக	 வ்காள்ளுமானால,	 ஒரு	 வ்ாதுொன	 புள்ளி	 இருக்க	
்ெண்டும்.	என்ெ,	ஒரு	சில	 s t, ∈்களுககு,
 (2 1, 3 3, 2 1) ( 2, 2 4,4 3)s s s t t t+ + − = + + − .

 ,x y  மற்றும்	 z -ன்	அச்சுததூரங்க்ள	ெமப்்டுதத,	நாம்	வ்றுெது

2 1, 3 2 1s t s t− = − =  மற்றும்	 2 1s t− = − .

 இம்மூன்று	ெமன்்ாடு்களில	முதல	இரண்டு	ெமன்்ாடு்களின்	தீரவு	்காண்்தால	 1s =  மற்றும்	
1t = 	 எனககி்்டககிைது.	  s  மற்றும்	 t -ன்	 இம்மதிப்பு்கள்	 மூன்ைாெது	 ெமன்்ாட்்்ட	 நி்ைவு	

வெய்கின்ைன.	 என்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடு்கள்	 வெட்டும்	 ்்காடு்களாகும்.	 இப்வ்ாழுது,	  s -ன்	

மதிப்்்	ெமன்்ாடு	 (1)-ல	அலலது	 t -ன்	மதிப்்்	ெமன்்ாடு	 (2)-ல	பிரதியி்ட,	இவவிரு	்்காடு்களின்	

வெட்டும்	புள்ளி	 (3,6,1)  எனக	கி்்டககிைது.

 ˆˆ ˆ2 3 2b i j k= + +


 மற்றும்	 ˆˆ ˆ2 4d i j k= + +


	என	எடுததுக	வ்காண்்டால,		

 

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 3 2 8 6

1 2 4

i j k
b d i j k× = = − +
 

 	எனக	கி்்டககிைது.
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 இவவெக்டர	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரு	்்காடு்களுககும்	வெஙகுததான	வெக்டராகும்.
	 என்ெ,	 ்த்ெயான	 ்நரக்்காடு	 (3,6,1)  என்ை	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலெது்டன்	 இரு	

்நரக்்காடு்களுககும்	 வெஙகுததானதும்	ஆகும்.	 ஆ்க்ெ,	 ்த்ெயான	 ்நரக்்காடு	 	 (3,6,1)  என்ை	

புள்ளி	ெழியா்கச்	வெலெது்டன்	 ˆˆ ˆ8 6i j k− + 	 என்ை	வெக்டருககு	இ்்ணயா்கவும்	இருககும்.	என்ெ,	

்த்ெயான	்நரக்்காட்டின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு 
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(3 6 ) (8 6 ),r i j k m i j k m= + + + − + ∈



 .

எடுத்துககோட்டு 6.35

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 6 3 ) (2 3 4 )r i j k t i j k= + + + + + , ˆ ˆˆ ˆ ˆ(2 3 ) ( 2 3 )r j k s i j k= − + + +  என்ை	 ஒரு	 ்�ாடி	

்நரக்்காடு்கள்	 இ்்ணக்்காடு்களாகுமா	 எனக்காண்்க.	 ்மலும்,	 அக்்காடு்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	
மீச்சிறு	தூரம்	்காண்்க.
தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரு	ெமன்்ாடு்க்ளயும்	
 



r a sb= +  மற்றும்
 



r c sd= + 	 	உ்டன்	ஒப்பிட்டு,	நாம்	

வ்றுெது 
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 6 3 , 2 3 4 , 2 3 , 2 3a i j k b i j k c j k d i j k= + + = + + = − = + +
 

 

	ஆகும்.

 b


-ஐ	  d


-ன்	தி்ெயிலிப்	 வ்ருக்கலா்க	 எழுத	முடியாது	என்்்த	 வதளிொ்கக	 ்காண்கி்ைாம்.	

ஆ்க்ெ,	 இவவிரு	 வெக்டர்கள்	 இ்்ணயான	 வெக்டர்கள்	 அலல.	 ஆதலால,	 இரு	 ்்காடு்களும்	
இ்்ணயான	்்காடு்கள்	அலல.
 இரு	்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரம்

  δ  =  | ( ) ( ) |
| |

c a b d
b d

− ⋅ ×
×

 

 

   

  இப்வ்ாழுது,  b d×
 

 =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 3 4 2

1 2 3

i j k
i j k= − +

  ்மலும்,  ( ) ( )c a b d− ⋅ ×
 

   =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 4 6 ) ( 2 ) 0i j k i j k− − − ⋅ − + = .

 என்ெ,	இரு	்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரம்	பூச்சியம்	ஆகும்.	ஆ்க்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	
்்காடு்கள்	ஒன்்ைவயான்று	வெட்டும்	்்காடு்களாகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.36

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 4 ) ( 2 2 )r i j k t i j k= + + + − + −  மற்றும்	
3 2

2 1 2
x y z− += =

−
	என்ை	் ்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	

மீச்சிறு	தூரம்	்காண்்க.
தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரு	்்காடு்களின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு்கள்	மு்ை்ய

  r  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 4 ) ( 2 2 )i j k t i j k+ + + − + − 	மற்றும்

   r  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ(3 2 ) (2 2 )i k t i j k− + − + 	ஆகும்.

 இச்ெமன்்ாடு்க்ள	 ,r a tb r c sd= + = +
 

   

உ்டன்	ஒப்பிட்டு,	நாம்	வ்றுெது

 ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 , 2 2 , 3 2 , 2 2a i j k b i j k c i k d i j k= + + = − + − = − = − +
 

 

	ஆகும்.
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 இஙகு	 b


 என்்து	 d


-ன்	தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கலா்க	அ்மநதுள்ள்தக	்காண்கி்ைாம்.	ஆ்க்ெ,	

இவவிரு	 ்்காடு்களும்	 இ்்ணயான	 ்்காடு்களாகும்.	 இரண்டு	 இ்்ணயான	 ்நரக்்காடு்களுககு	

இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரம்		
| ( ) |

| |
c a bd

b
− ×=



 

 	ஆகும்.

     ( )c a b− ×


   =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ1 3 6 12 14 5

2 1 2

i j k
i j k− − = + −

− −
 

  என்ெ,  d  =  
ˆˆ ˆ|12 14 5 | 365

ˆˆ ˆ 3| 2 2 |
i j k
i j k
+ − =

− + −
.

எடுத்துககோட்டு 6.37

 ( 1, 2,3)−  என்ை	 புள்ளியிலிருநது	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 4 3 ) (2 3 )r i j k t i j k= − + + + +

	 என்ை	 ்நரக்்காட்டிற்கு	
ெ்ரயப்்டும்	 வெஙகுததின்	 அடியின்	 அச்சுததூரங்க்ளக	 ்காண்்க.	 ்மலும்,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	
புள்ளியிலிருநது	்நரக்்காட்டிற்கு	உள்ள	மீச்சிறு	தூரத்தக	்காண்்க.

தீரவு

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 4 3 ) (2 3 )r i j k t i j k= − + + + +  என்ை		ெமன்்ாட்்்ட	 r a tb= +


 

	உ்டன்	

ஒப்பிட்டு	 நாம்	 வ்றுெது	 ˆˆ ˆ4 3a i j k= − + , மற்றும்	 ˆˆ ˆ2 3b i j k= + +


ஆகும்.	

வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ( 1, 2,3)−  என்ை	புள்ளி்ய	 Dஎனவும்,	்்காட்டின்	மீதுள்ள	 

(1, 4,3)− 	 என்ை	 புள்ளி்ய	  F 	 எனவும்	 குறிக்கலாம்.	 F  என்்து	 

D -யிலிருநது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்நரக்்காட்டிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததுக	

்்காட்டின்	அடி	எனில,	  F  என்ை	புள்ளியின்	அ்மப்பு	 (2 1, 3 4, 3)t t t+ − +  

ஆகும்.	்மலும்,	 ˆˆ ˆ(2 2) (3 6)DF OF OD t i t j tk= − = + + − +
  

.

 b


 என்ை	வெக்டர	DF


-ககு	வெஙகுதது	என்்தால, 

  b DF⋅


 =  0 2(2 2) 3(3 6) 1( ) 0 1t t t t⇒ + + − + = ⇒ =

 என்ெ,	F-ன்	அச்சுததூரம்	 ( , , )3 1 4- 	ஆகும்.
 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	புள்ளியிலிருநது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காட்டிற்கு	உள்ள	வெஙகுததுத	தூரம்	(மீச்சிறு	
தூரம்)

  DF  =  2 2 2| | 4 ( 3) 1 26DF = + − + =


 அலகு்கள்.

ெயிறசி 6.5
 1. (5, 2,8)  என்ை	புள்ளி	ெழிச்	வெலெதும்	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) (2 2 )r i j k s i j k= + − + − +  மற்றும்
  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 ) ( 2 2 )r i j k t i j k= − − + + +

	ஆகிய	் ்காடு்களுககுச்	வெஙகுததானதுமான	் நரக்்காட்டின்	
து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 2. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(6 2 ) ( 2 3 )r i j k s i j k= + + + + −  மற்றும்	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(3 2 2 ) (2 4 5 )r i j k t i j k= + − + + −  என்்ன	 ஒரு	
தளம்	அ்மயாக	்்காடு்கள்	எனக்காட்டு்க.	்மலும்,	அக்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	
தூரத்தக	்காண்்க.

்்டம் 6.23
F

D

b
�

ேந��ேகா�
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 3. 1 1 1
2 3 4

x y z− + −= =  மற்றும்	
3

1 2
x y m z− −= =  என்ை	 ்்காடு்கள்	 ஒரு	 புள்ளியில	 வெட்டிக	

வ்காள்ளும்	எனில,	m -ன்	மதிப்்்க	்காண்்க.

 4. x y z−
=
−
−

− =
3

3
3

1
1 0,  மற்றும்	

x z y−
=
−

− =
6

2
1

3
2 0,  என்ை	 ்்காடு்கள்	 வெட்டிக	

வ்காள்ளும்	எனக்காட்டு்க.	்மலும்,	அ்ெ	வெட்டும்	புள்ளி்யக	்காண்்க.

 5. 1 2 12x y z+ = = −  மற்றும்	 2 6 6x y z= + = −  என்ை	 ்்காடு்கள்	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயாக	
்்காடு்கள்	எனக	்காட்டி,	அெற்றிற்கு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரத்தயும்	்காண்்க.

 6. ( 1, 2,1)−  என்ை	புள்ளி	ெழிச்	வெலெதும்	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 ) ( 2 )r i j k t i j k= + − + − + என்ை	் நரக்்காட்டிற்கு	

இ்்ணயானதுமான	்நரக்்காட்டின்	து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்டக	்காண்்க.	்மலும்,	
இக்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரத்தயும்	்காண்்க.

 7. (5, 4, 2)  என்ை	 புள்ளியிலிருநது
1 3 1

2 3 1
x y z+ − −= =

−
	 என்ை	 ்நரக்்காட்டிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	

வெஙகுததுக	் ்காட்டின்	அடி்யக	்காண்்க.	் மலும்,	இச்வெஙகுததுக	் ்காட்டின்	ெமன்்ாட்்்டக	
்காண்்க.

6.8 ஒரு தளத்தின் ெல்நெறு ெசகச் ைமன்ெோடுகள்

       (Different forms of Equation of a plane)

 தளம்	என்்தன்	்கருததாக்கத்த	நாம்	ஏற்்கன்ெ	்கற்ைறிநதுள்்ளாம்.

ெசையச்ற 6.8
 ஒரு	தளததிற்குச்	வெஙகுததா்க	உள்ள	வெக்டர	அததளததின்	்சங்குத்து	அலலது	்சங்்காடு 
என்கி்ைாம்.

குறிப்பு

 ஒரு	 தளததின்	 வெங்்கா்டானது,	 அததளததில	 உள்ள	 ஒவவொரு	 ்நரக்்காட்டிற்கும்	
வெஙகுததாகும்.
 பின்ெருெனெற்றில	 ஏ்தனும்	 ஒன்று	 வ்காடுக்கப்்ட்்டால,	 ஒரு	 தளத்த	 தனிதததா்க	
தீரமானிக்கலாம் :
 • தளததிற்குச்	வெஙகுததான	ஓரலகு	வெக்டர	மற்றும்	ஆதிப்புள்ளியில	இருநது	அததளததிற்கு	

உள்ள	தூரம். 

 • தளததின்	மீதான	ஒரு	புள்ளி	மற்றும்	தளததின்	ஒரு	வெங்்காடு.

 • ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	மூன்று	புள்ளி்கள்.

 • தளததின்	 மீதுள்ள	 ஒரு	 புள்ளி	 மற்றும்	 தளததிற்கு	 இ்்ணயா்க	 உள்ள	 இரண்டு	 இ்்ண	
அலலாத	்்காடு்கள்	அலலது	வெக்டர்கள்.

 • தளததின்	மீதுள்ள	இரு	தனிதத	புள்ளி்கள்	மற்றும்	தளததிற்கு	இ்்ணயா்க	உள்ள	ஆனால	
இவவிரு	புள்ளி்க்ளச்	்ெரககும்	்்காட்டிற்கு	இ்்ணயா்க	இலலாத	ஒரு	்நரக்்காடு	அலலது	
ஒரு	பூச்சியமற்ை	வெக்டர.

 தளங்களின்	வெக்டர	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ள	் மற்்கண்்ட	நி்ல்க்ளப்	் யன்்டுததிக	
்காண்்்ாம்.
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6.8.1  தளத்தின் ஒரு வைஙநகோடு மறறும் ஆதிப்புள்ளியிலிருந்து தளத்திறகு உள்ள 
தூைம் வகோடுககப்ெட்்டோல் தளத்தின் ைமன்ெோடு

(Equation of a plane when a normal to the plane and the distance of the plane 
from the origin are given)

(a) ்சங்்காட்டு �டி� ்�க்டர சமன்போடு (Vector equation of a plane in  normal form)

நதற்றம் 6.15
 ஆதிப்புள்ளியிலிருநது	தளததிற்கு	உள்ள	தூரம்	 p மற்றும்	தளததிற்குச்	வெஙகுததான	ஓரலகு	

வெக்டர	 d̂  எனில,	தளததின்	ெமன்்ாடு	 ˆr d p⋅ =

ஆகும்.

நிரூெணம்

 ஆதிப்புள்ளியிலிருநது	 p வதா்லவில	உள்ள	தளததி்ன	்கருது்க.	
ஆதிப்புள்ளி	O	 -விலிருநது	 தளததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	 வெங்்காட்டின்	
அடி	A 	என்்க.	

 OA


-ன்	தி்ெயில	உள்ள	ஓரலகு	வெஙகுதது	வெக்டர	 d̂ 	என்்க.	

பின்னர,	 ˆOA pd=


ஆகும்.

 r  என்்து	 தளததில	 உள்ள	 ஏ்தனும்	 ஒரு	 புள்ளி	 P-ன்	

நி்லவெக்டர	எனில,	 AP


 என்்து	OA


வுககுச்	வெஙகுததாகும்.

 என்ெ, AP OA⋅
 

 =  ˆ ˆ0 ( ) 0r pd pd⇒ − ⋅ =

         ˆ ˆ( ) 0r pd d⇒ − ⋅ =

  ˆr d⋅  =  p . ... (1)

 இச்ெமன்்ாடு,	தளததின்	்சங்்காட்டு �டி� ்�க்டர ெமன்்ாடு	எனப்்டும்.

(b) ்சங்்காட்டு �டி� காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian equation of a plane in normal form)

 d̂ -ன்	தி்ெகவ்கா்ென்்கள்	 , ,l m n  என்்க.	என்ெ,	 ˆ ˆˆ ˆd li mj nk= + +  ஆகும்.

 இத்னச்	ெமன்்ாடு	(1)-ல	பிரதியி்ட,

   ˆˆ ˆ( )r li mj nk⋅ + +  =  p  

 P என்்து	(x,y,z)	எனில,	 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +

	ஆகும்.
 என்ெ, ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )xi yj zk li mj nk+ + ⋅ + + =  p  or lx my nz p+ + =   ... (2)

 ெமன்்ாடு	(2)	ஆனது	தளததின்	்சங்்காட்டு �டி� காரடீசியன்	ெமன்்ாடு	எனப்்டும்.

குறிப்புசை

 (i) ஆதிப்புள்ளி	ெழியா்க	தளம்	வெலலுவமனில,	 0p = 	ஆகும்.	என்ெ,	தளததின்	ெமன்்ாடு	

0.lx my nz+ + =

 (ii) d


 என்்து	 தளததிற்கு	 வெஙகுததான	 வெக்டர	 எனில,	 ˆ
| |
dd
d

=


  என்்து	 தளததிற்குச்	

வெஙகுததான	 ஓரலகு	 வெக்டராகும்.	 என்ெ,	 தளததின்	 ெமன்்ாடு	
| |
dr p
d

⋅ =




   அலலது   

r d q⋅ =


 , இஙகு | |q p d=


	 என்ைாகும். r d q⋅ =


  	 என்ை	 ெமன்்ாடு	 தளததின்	 திட்்ட �டி� 

வெக்டர	ெமன்்ாடு	எனப்்டும்.

்்டம் 6.24

r

d̂

ˆpd

z

A

P

O y

x
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குறிப்பு

  




r d q⋅ =   என்ை	திட்்ட	ெடிெச்	ெமன்்ாட்டில,	


d  	என்்து	ஓரலகு	வெஙகுதது	வெக்டரா்க்ொ,	q 
என்்து	வெஙகுததுத	வதா்லொ்க்ொ	இருக்கத	்த்ெயில்ல.

6.8.2 ஒரு வெக்டருககு வைஙகுத்தோக வகோடுககப்ெட்்ட ஒரு புள்ளி ெழியோகச்           

       வைல்லும் தளத்தின் ைமன்ெோடு

         ( Equation of a plane perpendicular to a vector and passing through a given point)

(a) ்�க்டர சமன்போடு (Vector form of equation)

 a  என்ை	 வெக்ட்ர	 நி்ல	 வெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	 புள்ளி	 A  

ெழியா்கச்	வெலெதும்	 n -ககு	வெஙகுததானதுமான	தளத்தக	்கருது்க.

 தளததின்	மீதுள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளி	 P-ன்	நி்ல	வெக்டர	 r  
என்்க.

 என்ெ	 AP


 என்்து	 n -ககு	வெஙகுததாகும்.

 Þ 0AP n⋅ =


  Þ ( ) 0r a n− ⋅ =   . ... (1)

 இச்ெமன்்ாடு	 a  என்ை	 வெக்ட்ர	 நி்லவெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	 புள்ளி	ெழியா்கச்	 வெலெதும்	 

n -ககு	வெஙகுததானதுமான	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

குறிப்பு

   ( )  r a n− ⋅ = 0  ⇒     r n a n⋅ = ⋅   ⇒ ⋅ =
 r n q , இஙகு q a n= ⋅

 

.

(b) காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian form of equation)
 , ,a b cஎன்்ன	

n -ன்	தி்ெ	விகிதங்கள்	எனில,	 ˆˆ ˆn ai bj ck= + + 	ஆகும்.	A-ன்	அச்சுததூரங்கள்	 

1 1 1( , , )x y z 	என்்க.	என்ெ,	ெமன்்ாடு	 (1)லிருநது,	

 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(( ) ( ) ( ) ) ( ) 0x x i y y j z z k ai bj ck− + − + − ⋅ + + = .  

 Þ  1 1 1( ) ( ) ( )a x x b y y c z z− + − + −  =  0  

 இது	 1 1 1( , , )x y z என்ை	புள்ளி	ெழியா்கச்	வெலெதும்		 , ,a b c  
 என்்ெற்்ை	தி்ெ	விகிதங்களா்கக	வ்காண்்ட	வெக்டருககு	
	 வெஙகுததானதுமான	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ா்டாகும்.

6.8.3 தளத்தின் வெட்டுத்துண்டு ெடிெச் ைமன்ெோடு

       (Intercept form of the equation of a plane)
 r n q⋅ =   என்ை	 தளம்	 , ,OA a OB b OC c= = = என்ை	 வெட்டுத	

துண்டு்க்ள	 ஏற்்டுததுமாறு	 ஆய	 அச்சுக்க்ள	 , ,A B C  என்ை	

புள்ளி்களில	 ெநதிககிைது	 என்்க.	 என்ெ,	 A -ன்	நி்ல	 வெக்டர	  ˆai

ஆகும்.
  A என்ை	இப்புள்ளி	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததின்	மீது	உள்ளதால,	

ˆai n q⋅ =  ஆகும்.	இதிலிருநது	 ˆ qi n
a

⋅ = 	ஆகும்.	

	 இவொ்ை,	  ˆbj  மற்றும்	 ˆck  என்ை	வெக்டர்களும்	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	

தளததில	உள்ளதால,	 ˆ qj n
b

⋅ =  மற்றும்	 ˆ qk n
c

⋅ = 	எனககி்்டககிைது. 

்்டம் 6.25

A P

n�

்்டம் 6.26

y

x

(a, 0, 0)

(0, b, 0)

(0, 0, c)

z

O

A

B

C
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 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  என	
 r n q⋅ = -ல	பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது	 ˆˆ ˆ .xi n yj n zk n q⋅ + ⋅ + ⋅ =     

 என்ெ,	
q q qx y z q
a b c

     + + =          
.

 Þ  1x y z
a b c

+ + = . 

 இது	 , ,a b c  என்ை	வெட்டுத	துண்டு்க்ள	மு்ை்ய	 , ,x y z  அச்சுக்களில	ஏற்்டுததும்	தளததின்	
்�ட்டுத் துணடு �டி�ச் ெமன்்ா்டாகும்.

நதற்றம்  6.16
 , ,x y z -ல	உள்ள	 0ax by cz d+ + + =  என்ை	்நரியச்	ெமன்்ாடு	ஒரு	தளத்தக	குறிககும்.

நிரூெணம்

 0ax by cz d+ + + =  என்ை	ெமன்்ாட்்்ட	வெக்டர	ெமன்்ா்டா்க

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )xi yj zk ai bj ck d+ + ⋅ + + = −   அலலது  r n d⋅ = − 

என	எழுதலாம்.

 இச்ெமன்்ாடு	 ஒரு	 தளததின்	 திட்்ட	 ெடிெ	 வெக்டர	 ெமன்்ா்டாகும்.	 என்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	
ெமன்்ாடு	 0ax by cz d+ + + =  என்்து	 ஒருதளத்தக	 குறிககிைது.	 இஙகு	 ˆˆ ˆn ai bj ck= + +  என்ை	
வெக்டர	தளததிற்குச்	வெஙகுததான	வெக்டராகும்.

குறிப்பு

 ஒரு	தளததின்	வ்ாது	ெடிெச்	ெமன்்ாடு	 0ax by cz d+ + + = -ல	உள்ள , ,a b c  என்்ன	தளததின்	

வெஙகுததின்	அலலது	வெங்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.38
 ஆதியில	 இருநது	 12  அலகு்கள்	 தூரததில	 இருப்்தும்	 ˆˆ ˆ6 2 3i j k+ − என்ை	 வெக்டருககுச்	
வெஙகுததானதா்கவும்	உள்ள	தளததின்	வெக்டர	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

தீரவு

 இஙகு,	 ˆˆ ˆ6 2 3d i j k= + −


 மற்றும்	 12p = 	என்்க.

 ˆˆ ˆ6 2 3i j k+ − என்ை	வெக்டரின்	தி்ெயில	உள்ள	ஓரலகு	வெக்டர	 d̂  	எனில,	

 1ˆ ˆˆ ˆ(6 2 3 )
7| |

dd i j k
d

= = + −


 .

 r  என்்து	தளததில	உள்ள	ஏ்தனுவமாரு	புள்ளி	 ( , , )x y z -ன்	நி்லவெக்டர	எனில,	தளததின்	

வெங்்காட்டு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ˆr d p⋅ =

-ஐப்	்யன்்டுததி	நாம்	வ்றுெது, 
1 ˆˆ ˆ(6 2 3 ) 12
7

r i j k⋅ + − = .

 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  என	இச்ெமன்்ாட்டில	பிரதியி்டக	கி்்டப்்து	
1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) (6 2 3 ) 12
7

xi yj zk i j k+ + ⋅ + − =

புள்ளிப்	வ்ருக்க்லப்	்யன்்டுததிச்	சுருககினால	கி்்டககும்	  6 2 3 84x y z+ − =  என்ை	ெமன்்ாடு	

்த்ெயான	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ா்டாகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.39
 ஒரு	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு	3 4 3 8x y z− + = − 	எனில,	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்ட	

திட்்ட	ெடிவில	்காண்்க.
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தீரவு

 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  என்்து	தளததில	உள்ள	ஏ்தனுவமாரு	புள்ளி	 ( , , )x y z -ன்	நி்லவெக்டர	என்்க.

	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ெமன்்ாட்்்ட	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) (3 4 3 ) 8xi yj zk i j k+ + ⋅ − + = −  அலலது

  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( 3 4 3 ) 8xi yj zk i j k+ + ⋅ − + − = 	என	எழுதலாம்.	அதாெது,	 ˆˆ ˆ( 3 4 3 ) 8r i j k⋅ − + − =  

 இது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததின்	திட்்ட	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.40
 ˆˆ ˆ(3 4 12 ) 5r i j k⋅ − + =

	என்ை	தளததின்	வெஙகுததின்	தி்ெக	வ்கா்ென்்கள்	மற்றும்	ஆதியிலிருநது	

தளததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததின்	நீளம்	ஆகியெற்்ைக	்காண்்க.

தீரவு

 ˆˆ ˆ3 4 12d i j k= − +


 மற்றும்	 5q = 	என்்க.

 ˆˆ ˆ3 4 12i j k− + -ன்	தி்ெயில	உள்ள	ஓரலகு	வெக்டர	 d̂  எனில	
1ˆ ˆˆ ˆ(3 4 12 )

13
d i j k= − + 	ஆகும்.

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ெமன்்ாட்்்ட	13-ஆல	ெகுக்க,	நாம்	வ்றுெது

  3 4 12 ˆˆ ˆ
13 13 13

r i j k ⋅ − +  
  =  5

13

 இது	 ˆr d p⋅ =

	எனும்	தளததின்	வெங்்காட்டு	ெடிெச்	ெமன்்ா்டாகும்.

 இச்ெமன்்ாட்டிலிருநது	
1ˆ ˆˆ ˆ(3 4 12 )

13
d i j k= − +  என்்து	ஆதியிலிருநது	தளததிற்கு	ெ்ரயப்்ட்்ட	

ஓரலகு	வெஙகுதது	வெக்டராகும்	என	அறிகி்ைாம்.	என்ெ,	 d̂ -ன்	தி்ெகவ்கா்ென்்கள் 3 4 12, ,
13 13 13

−  

மற்றும்	ஆதியில	இருநது	தளததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததின்	நீளம்	
5

13
	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.41

 ˆˆ ˆ4 2 3i j k+ −  என்ை	வெக்ட்ர	நி்லவெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	புள்ளி	ெழிச்	வெலெதும்	 ˆˆ ˆ2i j k− +  

என்ை	வெக்டருககுச்	வெஙகுததானதுமான	தளததின்	வெக்டர	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	
்காண்்க.
தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	புள்ளியின்	நி்ல	வெக்டர		 ˆˆ ˆ4 2 3a i j k= + −  மற்றும்	 ˆˆ ˆ2n i j k= − +

	என்்க.
	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலெதும்,	 தளததிற்குச்	 வெஙகுததான	 வெக்ட்ரக	
வ்காண்்டதுமான	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ) 0r a n− ⋅ =    அலலது	 r n a n⋅ = ⋅    .

  என்ெ,	்த்ெயான	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு	்கா்ண	இச்ெமன்்ாட்டில
  a  =  ˆˆ ˆ4 2 3i j k+ −  மற்றும்	 ˆˆ ˆ2n i j k= − +  	எனப்பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது

  ˆˆ ˆ(2 )r i j k⋅ − +  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(4 2 3 ) (2 )i j k i j k+ − ⋅ − + ⇒  ˆˆ ˆ(2 ) 3r i j k⋅ − + =

 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  எனப்பிரதியி்டக	கி்்டப்்து 2 3x y z− + =  ஆகும்.	இது்ெ	் த்ெயான	தளததின்	

்காரடீசியன்	ெமன்்ா்டாகும்.
எடுத்துககோட்டு  6.42
 ஒரு	ந்கரும்	தளம்	ஆய	அச்சுக்களில	ஏற்்டுததும்	வெட்டுத	துண்டு்களின்	த்லகீழி்களின்	கூடுதல	
ஒரு	 மாறிலியா்க	 இருககுமாறு	 ந்கரகிைது	 எனில,	 அததளமானது	 ஒரு	 நி்லதத	 புள்ளி	ெழியா்கச்	
வெலகிைது	எனக்காட்டு்க.
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தீரவு

 , ,x y z 	 அச்சுக்களில	 மு்ை்ய	 , ,a b c  என்ை	 வெட்டுத	 துண்டு்க்ள	 ஏற்்டுததும்	 தளததின்	

ெமன்்ாடு	 1x y z
a b c

+ + = 	ஆகும்.	ஆய	அச்சுக்களில	ஏற்்டுததும்		வெட்டுததுண்டு்களின்	த்லகீழி்களின்	

கூடுதல	 ஒருமாறிலி	 என்்தால	  1 1 1 k
a b c

+ + =  ஆகும்.	 இஙகு,	 k  ஒரு	 மாறிலி.	 இத்ன	

1 1 1 1 1 1 1
a k b k c k

     + + =          
	என	எழுதலாம்.

 இச்ெமன்்ாடு,	 1x y z
a b c

+ + =  என்ை	தளமானது	
1 1 1, ,
k k k

 
  

	என்ை	நி்லததப்	புள்ளி	ெழியா்கச்	

வெலகிைது	எனக்காட்டுகிைது.

ெயிறசி 6.6
 1. ஆதிப்புள்ளியில	இருநது	7 அலகு்கள்	வதா்லவில	உள்ளதும்,	வெஙகுததின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	

3, 4,5−  வ்காண்்டதுமான	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு	்காண்்க.

 2. 12 3 4 65x y z+ − = 	 என்ை	தளததின்	வெஙகுததின்	தி்ெகவ்கா்ென்்க்ளக	்காண்்க.	 ்மலும்,	
தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு	 மற்றும்	ஆதியில	இருநது	 தளததிற்கு	
ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததின்	நீளம்	்காண்்க.

 3. ˆˆ ˆ2 6 3i j k+ +  என்ை	நி்ல	வெக்ட்ர	வ்காண்்ட	புள்ளி	ெழியா்கச்	வெலெதும்	 ˆˆ ˆ3 5i j k+ + என்ை	

வெக்டருககுச்	வெஙகுததானதுமான	தளததின்	வெக்டர	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	
்காண்்க.

 4. ( 1,1, 2)−  என்ை	புள்ளி	ெழியா்கச்	வெலெதும்	ஆய	அச்சு்களு்டன்	ெம்்கா்ணத்த	ஏற்்டுததும்	

எண்்ணளவு	 3 3   வ்காண்்ட	 வெங்்காட்்்டக	 வ்காண்்டதுமான	 தளததின்	 வெக்டர	 மற்றும்	
்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 5. ˆˆ ˆ(6 4 3 ) 12r i j k⋅ + − =  என்ை	தளம்	ஆய	அச்சு்களு்டன்	ஏற்்டுததும்	வெட்டுததுண்டு்க்ளக	

்காண்்க.
        6.  ஒரு	தளம்	ஆய	அச்சுக்க்ள	மு்ை்ய , ,A B C  என்ை	புள்ளி்களில	வெட்டுெதால	உருொகும்	

முக்்கா்ணம்	 ABC -ன்	 ்மயக்்காட்டுச்	 ெநதி	  ( , , )u v w எனில,	 தளததின்	 ெமன்்ாட்்்டக	

்காண்்க.

6.8.4 வகோடுககப்ெட்்ட ஒநை நகோட்டி�சமயோத மூன்று புள்ளிகள் ெழியோகச் வைல்லும்   

       தளத்தின் ைமன்ெோடு

          (Equation of a plane passing through three given non-collinear points)
(a) துணையலகு ்�க்டர சமன்போடு (Parametric form of vector equation)

நதற்றம் 6.17

 , ,a b c


   என்்ன	 ஒ்ர	 ்்காட்டில்மயாத	 மூன்று	 புள்ளி்களின்	 நி்ல	 வெக்டர்கள்	 எனில,	
வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இம்மூன்று	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 தளததின்	 து்்ணயலகு	 வெக்டர	
ெமன்்ாடு

( ) ( )r a s b a t c a= + − + −


     , இஙகு	 0, 0b c≠ ≠
  

  மற்றும் ,s t ∈ 	ஆகும்.
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நிரூெணம்

 ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	மு்ை்ய	 , ,a b c


   என்ை	வெக்டர்க்ள	

நி்ல	வெக்டர்களா்கக	வ்காண்்ட	 , ,A B C  என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்க	
்த்ெயான	தளம்	வெலகிைது	என்்க.	ஆ்க்ெ,	இெற்றில	கு்ைநதது	
இரு	வெக்டர்கள்	பூச்சியமற்ை	வெக்டர்களா்க	இருககும்.	நாம்		

 

b ¹ 0
மற்றும்	





c ¹ 0 எனக	 வ்காள்்ொம்.	 தளததின்	 மீதுள்ள	 ஏ்தனும்	
ஒரு	புள்ளி	 P -ன்	நி்லவெக்டர	 rஎன்்க.	 	 AD



 என்்து	 AB


-ககு	

இ்்ணயா்க	 இருககுமாறும்	 மற்றும்	  DP


 என்்து	 AC


-ககு	

இ்்ணயா்க	இருககுமாறும்	 AB -ஐ	நீட்டிதது	அதன்	்மல	 D 	என்ை	

புள்ளி்ய	எடுததுக	வ்காள்்க.	என்ெ,

  AD


 =  ( ), ( )s b a DP t c a− = −


   .

 முக்்கா்ணம்	 ADP -ல,

  AP


 =  AD DP+
 

 or ( ) ( )r a s b a t c a− = − + −


     , 

   இஙகு	 0, 0b c≠ ≠
  

  மற்றும் ,s t ∈ .   அதாெது,  r  =  ( ) ( )a s b a t c a+ − + −


    .

 இது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	மூன்று	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	தளததின்	
து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

(b) துணையலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு (Non-parametric form of vector equation)

 ஒ்ர	 ்்காட்டில்மயாத	 மு்ை்ய	 , ,a b c


   என்ை	 வெக்டர்க்ள	

நி்லவெக்டர்களா்கக	 வ்காண்்ட , ,A B C 	 என்ை	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கத	
்த்ெயான	தளம்	வெலகிைது	என்்க.	ஆ்க்ெ	இெற்றில	கு்ைநதது	இரு	
வெக்டர்களாெது	பூச்சியமற்ைதா்க	இருககும்.	நாம்	 0b ≠

 

 மற்றும்	 0c ≠




 

எனக	வ்காள்்ொம்.	

	 என்ெ,	  AB b a= −
 

  மற்றும்	 AC c a= −


 

	ஆகும்.	  ( )b a−


  மற்றும்	

( )c a−   என்ை	 வெக்டர்கள்	 ்த்ெயான	 தளததில	 உள்ளன.	 ்மலும்,	

, ,a b c


 

 என்்ன	 ஒ்ர	 ்்காட்டில்மயாத	 வெக்டர்கள்	 என்்தால,	 AB


 

என்்து	AC


-ககு	இ்்ணயா்க	இருக்காது.	என்ெ,	 ( ) ( )b a c a− × −


    என்்து	தளததிற்கு	வெஙகுததாகும்.

 தளததில	உள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளி	 ( , , )P x y z -ன்	நி்ல	வெக்டர	 r 	எனில,	 a  என்ை	வெக்ட்ர	
நி்ல	வெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	புள்ளி	 A  ெழியா்கச்	வெலெதும்	 ( ) ( )b a c a− × −



    என்ை	வெக்டருககு	
வெஙகுததானதுமான	தளததின்	ெமன்்ாடு

  ( ) (( ) ( ))r a b a c a− ⋅ − × −


      =  0  அலலது	[ , , ] 0r a b a c a− − − =


    

 இது	ஒ்ர	் ்காட்டில்மயாத	மூன்று	புள்ளி்கள்	ெழிச்	வெலலும்	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	
வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

(c) காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian form of equation)
 , ,a b c



   என்ை	நி்லவெக்டர்க்ளக	வ்காண்்ட	ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	மூன்று	புள்ளி்கள்		 , ,A B C  

என்்ெற்றின்	அச்சுததூரங்கள்	மு்ை்ய	 1 1 1 2 2 2( , , ), ( , , )x y z x y z , 3 3 3( , , )x y z  மற்றும்		r 	என்ை	வெக்ட்ர	

நி்ல	வெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	P  என்ை	புள்ளியின்	அச்சுததூரங்கள்	 ( , , )x y z 	எனில,	

 1 1 1 2 2 2 3 3 3
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,a x i y j z k b x i y j z k c x i y j z k= + + = + + = + +


   மற்றும்	 ˆˆ ˆr xi yj zk= + + . 

்்டம் 6.27

yO

x

z

A

D
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்்டம் 6.28
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 இவவெக்டர்க்ளப்	 ்யன்்டுததி,	 ஒ்ர	 ்்காட்டில்மயாத	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 மூன்று	 புள்ளி்கள்	
ெழிச்	வெலலும்	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாட்டி்ன	பின்ெருமாறு	எழுதலாம்.

  
1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
− − −
− − −

 =  0  

	 இது்ெ	 ஒ்ர	 ்்காட்டில்மயாத	 மூன்று	 புள்ளி்கள்	 ெழிச்	 வெலலும்	 தளததின்	 ்காரடீசியன்	
ெமன்்ா்டாகும்.

6.8.5 �வகோடுககப்ெட்்ட ஒரு புள்ளி ெழிச் வைல்ெதும் இசண அல்�ோத இைண்டு 
வெக்டரகளுககு இசணயோகவும் உள்ள தளத்தின் ைமன்ெோடு

         (Equation of a plane passing through a given point and parallel to two given 
          non-parallel vectors)

(a) துணையலகு ்�க்டர சமன்போடு (Parametric form of vector equation)

 a  என்ை	நி்ல	வெக்ட்ரக	வ்காண்்ட	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	புள்ளி A  ெழிச்	வெலெதும்	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	

இ்்ண	அலலாத	b


, c 	என்ை	இரு	வெக்டர்களுககு	இ்்ணயா்கவும்	ஒரு	தளம்	உள்ளது	என்்க.

	 தளததின்	மீதுள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளி	 P -ன்	நி்ல	வெக்டர	 r  எனில,	  ( ),r a b−


   மற்றும்	 c  

என்்ன	ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்.

	 என்ெ,	 ( )r a−   என்ை	வெக்டர	 b


 மற்றும்	c 	என்ை	வெக்டர்கள்	அ்மககும்	தளததில	இருககும்.	

ஆ்க்ெ,	 r a sb tc− = +


    எனுமாறு  ,s t ∈  என்ை	தி்ெயிலி்க்ளக	்கா்ணமுடியும்.	இதிலிருநது

  r  =  a sb tc+ +


  , இஙகு	 ,s t ∈  ... (1)
 எனப்வ்ைலாம்.
	 இது	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ஒரு	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்	 இ்்ண	 அலலாத	 இரு	 வெக்டர்களுககு	
இ்்ணயானதுமான	தளததின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

(b) துணையலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு (Non-parametric form of vector equation)
 ெமன்்ாடு	(1)-ஐ	பின்ெருமாறு	எழுதலாம்.

  ( ) ( )r a b c− ⋅ ×


    =  0  ... (2)

	 இது	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ஒரு	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இ்்ண	 அலலாத	 இரு	
வெக்டர்களுககு	இ்்ணயானதுமான	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

(c) காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian form of equation)

 1 1 1 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,a x i y j z k b b i b j b k c c i c j c k= + + = + + = + +


   மற்றும்	 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +

	 எனில,	

ெமன்்ாடு	 (2)-ஐ	பின்ெருமாறு	எழுதலாம்.

  
1 1 1

1 2 3

1 2 3

x x y y z z
b b b
c c c

− − −
 =  0

 இது	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ஒரு	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இ்்ண	 அலலாத	 இரு	
வெக்டர்களுககு	இ்்ணயானதுமான	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ா்டாகும்.
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6.8.6 �வகோடுககப்ெட்்ட இைண்டு தனித்த புள்ளிகள் ெழியோகச் வைல்ெதும் ஒரு 
பூச்சியமற்ற வெக்டருககு இசணயோகவும் உள்ள தளத்தின் ைமன்ெோடு

 (Equation of a plane passing through two given distinct points and is parallel  
 to a non-zero vector)
(a) துணையலகு ்�க்டர சமன்போடு (Parametric form of vector equation)

 a  , b


என்ை	நி்ல	வெக்டர்க்ளக	வ்காண்்ட	இரு	தனிதத	புள்ளி்கள்		 A  மற்றும்	 B  ெழியா்கச்	

வெலெதும்	 c  என்ை	 பூச்சியமற்ை	 வெக்டருககு	 இ்்ணயானதுமான	 தளததின்	 து்்ணயலகு	 ெடிெ	

வெக்டர	ெமன்்ாடு
  r  =  ( )a s b a tc+ − +



     or  (1 )r s a sb tc= − + +


     ... (1)

	 இஙகு	 , , ( )s t b a∈ −




 , c  என்்ன	இ்்ணயான	வெக்டர்கள்	அலல.

(b) துணையலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு (Non-parametric form of vector equation)
  ெமன்்ாடு	(1)-ஐ	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ா்டா்க	பின்ெருமாறு	எழுதலாம் 
  ( ) (( ) )r a b a c− ⋅ − ×



     =  0  ... (2)

	 இஙகு,	 ( )b a−


  மற்றும்	 c  என்்ன	இ்்ண	வெக்டர்கள்	அலல.

(c) காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian form of equation)

 1 1 1 2 2 2 1 2 3
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0a x i y j z k b x i y j z k c c i c j c k= + + = + + = + + ≠
 

   மற்றும்	 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  எனில	

ெமன்்ாடு	(2) -ஐ	பின்ெருமாறு	எழுதலாம்.

  
1 1 1

2 1 2 1 2 1

1 2 3

x x y y z z
x x y y z z

c c c

− − −
− − −  =  0

 இது்ெ,	்த்ெயான	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ா்டாகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.43

 (0,1, 5)−  என்ை	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலலும்	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 4 ) (2 3 6 )r i j k s i j k= + − + + +  மற்றும்	
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 5 ) ( )r i j k t i j k= − + + + −

	என்ை	்்காடு்களுககு	இ்்ணயா்க	உள்ளதுமான	தளததின்	து்்ணயலகு	

அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

தீரவு

 ்த்ெயான	தளம்	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 6 ,b i j k c i j k= + + = + −


  என்ை	வெக்டர்களுககு	இ்்ணயா்கவும்,	 a -ஐ	

நி்ல	வெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	 (0,1, 5)− என்ை	புள்ளி	ெழியா்கவும்	வெலெ்தக	்காண்கி்ைாம்.	்மலும்,	


b 	மற்றும்	
c 	என்்ன	இ்்ண	வெக்டர்கள்	அலல	எனவும்	்காண்கி்ைாம்.

	 ்த்ெயான	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ) ( ) 0r a b c− ⋅ × =


   . …(1)

 இப்வ்ாழுது	 ˆˆ 5a j k= −  மற்றும்	 b c×


  =

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 3 6 9 8

1 1 1

i j k
i j k= − + −

−
 என	 ெமன்்ாடு	 (1)-ல	

பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது
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 ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ( 5 )) ( 9 8 )r j k i j k− − ⋅ − + −

 =  0

 Þ ˆˆ ˆ( 9 8 )r i j k⋅ − + −

 = 13 .

 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  என்்து	 தளததின்	 மீதுள்ள	 ஏ்தனும்	ஒரு	 புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	 எனில,	

்மற்்கண்்ட	 ெமன்்ாட்டிலிருநது	 தளததின்	 ்காரடீசியன்	 ெமன்்ாட்்்ட	 9 8 13x y z− + − = 	 அலலது

9 8 13 0x y z− + + = 	எனப்வ்றுகி்ைாம்.

எடுத்துககோட்டு 6.44

 ( 1,2,0),  (2,2 1)− − என்ை		புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலெதும்	
1 2 1 1

1 2 1
x y z− + += =

−
	என்ை	் ்காட்டிற்கு	

இ்்ணயா்கவும்	உள்ள	தளததின்	து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு,	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	

ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

தீரவு

 ்த்ெயான	தளம்	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காட்டிற்கு	இ்்ண	என்்தால,	அததளம்	 ˆˆ ˆc i j k= + −

	என்ை	

வெக்டருககு	இ்்ணயாகும்	மற்றும்	 ˆ ˆ2 ,a i j= − + ˆˆ ˆ2 2b i j k= + −


	என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்.

   தளததின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு ( )r a s b a tc= + − +


    , இஙகு	s, t ∈  

  Þ  ( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3r i j s i k t i j k= − + + − + + −
  , இஙகு	s, t ∈ .

   தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ) (( ) ) 0r a b a c− ⋅ − × =


    .

  இஙகு,

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ( ) 3 0 1 2 3

1 1 1

i j k
b a c i j k− × = − = + +

−



  ,

  என்ெ,	 ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ( 2 )) ( 2 3 ) 0r i j i j k− − + ⋅ + + = ˆˆ ˆ( 2 3 ) 3r i j k⇒ ⋅ + + =

   ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  என்்து	தளததில	உள்ள	ஏ்தனுவமாரு	புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	எனில,	
்மற்்கண்்ட	 ெமன்்ாட்டிலிருநது	 தளததின்	 ்காரடீசியன்	 ெமன்்ாட்்்ட	 2 3 3x y z+ + =  
எனப்வ்றுகி்ைாம்.

ெயிறசி 6.7

 1.  (2,3,6) என்ை	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்
1 1 3

2 3 1
x y z− + −= =  மற்றும்	

3 3 1
2 5 3

x y z+ − += =
− −

 

என்ை	 ்்காடு்களுககு	 இ்்ணயானதுமான	 தளததின்	 து்்ணயலகு	 அலலாத	 வெக்டர	
ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 2. (2,2,1), (9,3,6) 	 ஆகிய	 புள்ளி்கள்	 ெழிச்	 வெலலககூடியதும்	 2 6 6 9x y z+ + = என்ை	
தளததிற்குச்	 வெஙகுததா்க	 அ்மெதுமான	 தளததின்	 து்்ணயலகு	 அலலாத	 வெக்டர	
ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 3.  (2, 2,1), (1, 2,3)−  என்ை	 புள்ளி்கள்	 ெழிச்	 வெலெதும்	 ( )2,1, 3− மற்றும்	 ( )1,5, 8− − 	 என்ை	
புள்ளி்கள்	 ெழிச்	 வெலலும்	 ்நரக்்காட்டிற்கு	 இ்்ணயா்கவும்	 அ்மயும்	 தளததின்	
து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு,	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.
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 4.  (1, 2, 4)−  என்ை	புள்ளி	ெழிச்	வெலெதும்	 2 3 11x y z+ − =  என்ை	தளததிற்கு	வெஙகுததா்கவும்	

7 3
3 1 1

x y z+ += =
−

	 என்ை	 ்்காட்டிற்கு	 இ்்ணயா்கவும்	 அ்மயும்	 தளததின்	 து்்ணயலகு	

அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 5.  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 ) (2 4 )r i j k t i j k= − + + − +

	 என்ை	 ்்காட்்்ட	உள்ள்டககியதும்	 ˆˆ ˆ( 2 ) 8r i j k⋅ + + =

	 என்ை	
தளததிற்குச்	வெஙகுததானதுமான	தளததின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர,	மற்றும்	்காரடீசியன்	
ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 6. (3,6, 2), ( 1, 2,6)− − − , மற்றும்	(6, 4, –2)	ஆகிய	ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	மூன்று	புள்ளி்கள்	ெழிச்	
வெலலும்	 தளததின்	 து்்ணயலகு,	 து்்ணயலகு	 அலலாத	 வெக்டர,	 மற்றும்	 ்காரடீசியன்	
ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 7. ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ6 2 5 4 5r i j k s i j k t i j k= − + + − + + + − − −


	என்ை	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	

வெக்டர,	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

6.8.7 ஒரு நகோடு ஒரு தளத்தின் மீது அசமெதறகோன கட்டுப்ெோடு

         (Condition for a line to lie in a plane)
 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ஒரு	் ்காட்டின்	மீதுள்ள	ஒவவொரு	புள்ளியும்,	தளததின்	மீது	இருககும்	எனவும்,	
தளததின்	வெங்்காடு	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்நரக்்காட்டிற்கு	வெஙகுததா்க	அ்மயும்	எனவும்	இருப்பின்,	
அந்நரக்்காடு	தளததின்	மீது	அ்மயும்.	அதாெது,

 (i) r a tb= +


 

 என்ை	்்காடு	 r n d⋅ =
   என்ை	தளததின்	மீது	இருநதால	 a n d⋅ =

   மற்றும்	 0b n⋅ =




 
ஆகும்.

 (ii) 1 1 1x x y y z z
a b c
− − −= =  	என்ை	்்காடு	 0Ax By Cz D+ + + = 	என்ை	தளததின்	மீது	இருநதால,

   1 1 1 0Ax By Cz D+ + + =  மற்றும்	 0aA bB cC+ + = ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.45

 3 4 3
4 7 12

x y z− − += =
− −

 	என்ை	்்காடு	5 8x y z− + = என்ை	தளததில	அ்மயுமா	எனச்ெரி்ாரக்க.

தீரவு

 இஙகு, ( ) ( )1 1 1, , 3,4, 3x y z = −  மற்றும்	்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	 ( ) ( ), , 4, 7,12a b c = − − 	ஆகும்.	
தளததின்	வெங்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	 ( ) ( ), , 5, 1,1A B C = − 	ஆகும்.

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 புள்ளி	 ( ) ( )1 1 1, , 3,4, 3x y z = − ஆனது	 5 8x y z− + = 	 என்ை	 தளத்த	 நி்ைவு	

வெய்ெ்தக	 ்காண்கி்ைாம்.	ஆனால,	 ( 4)(5) ( 7)( 1) (12)(1) 1 0aA bB cC+ + = − + − − + = − ≠ 	 என்்தால	
தளததின்	வெங்்காடு	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காட்டிற்கு	வெஙகுததானது	அலல.	 என்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	
்்கா்டானது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததின்	மீது	அ்மயாது.

6.8.8  இைண்டு நகோடுகள் ஒநை தளத்தில் அசமெதறகோன நிெந்தசன

         (Condition for coplanarity of two lines)
(a) ்�க்டர �டி�க கட்டுபபோடு (Condition in vector form)

 r a sb= +


 

	 மற்றும்	 r c td= +


 

 என்்ன	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரண்டு	இ்்ண	அலலாத	ஒரு	 தளம்	
அ்மயும்	்்காடு்கள்	என்்க.	
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	 ஆ்க்ெ,	 அ்ெ	 ஒ்ர	 தளததில	 இருககும்.	 	 a மற்றும்	 c  

ஆகியெற்்ை	நி்லவெக்டர்களா்கக	வ்காண்்ட	இரு	புள்ளி்கள்	A மற்றும்	

C	என்்க.	என்ெ,	  A மற்றும்	C என்ை	இவவிரு	புள்ளி்களும்	தளததின்	

மீது	அ்மயும்.	 b


 மற்றும்	d


 என்ை	வெக்டர்கள்	தளததிற்கு	இ்்ணயா்க	

உள்ள	வெக்டர்கள்	என்்தால,	 b d×
 

 என்்து	தளததிற்கு	வெஙகுததா்க	

அ்மயும்.	என்ெ,	 AC


 என்்து	b d×
 

-ககு	வெஙகுததாகும்.	அதாெது,	 

( ) ( )c a b d− ⋅ ×
 

 

 =  0

 
இது்ெ	இரண்டு	் நரக்்காடு்கள்	ஒ்ர	தளததில	அ்மெதற்குத	் த்ெயான	நி்நத்னயாகும்.

(b) காரடீசியன் �டி�க கட்டுபபோடு (Condition in Cartesian form)

 1 1 1

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= =   மற்றும் 2 2 2

1 2 3

x x y y z z
d d d
− − −= =  	 என்ை	 ்்காடு்கள்	 ஒ்ர	 தளததில 

அ்மயும்	எனில,

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

x x y y z z
b b b
d d d

− − −
= 0

 இது்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரண்டு	்்காடு்கள்	ஒ்ர	தளததில	அ்மெதற்்கான	்காரடீசியன்	ெடிெக	

்கட்டுப்்ாடு	ஆகும்.

6.8.9 ஒநை தளத்தில் அசமயும் இசண அல்�ோத இைண்டு நகோடுகசளக    
       வகோண்டுள்ள தளத்தின் ைமன்ெோடு

        (Equation of plane containing two non-parallel coplanar lines)

(a) துணையலகு ்�க்டர சமன்போடு (Parametric form of vector equation)

  



r a sb= + 	 மற்றும்	 r c td
� � ��

= +  	 என்்ன	ஒ்ர	 தளததில	அ்மயும்	இ்்ண	அலலாத	இரண்டு	

்்காடு்கள்	என்்க.		என்ெ,	b d
� �� �

× ≠ 0 	ஆகும்.	 r0

��
 என்ை	வெக்ட்ர	நி்லவெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	தளததில	

உள்ள	 ஏ்தனுவமாரு	 புள்ளி	 P	 என்்க.	 ஆ்க்ெ,	 r a b d0

�� � � ��
− , ,  மற்றும்	 r c b d0

�� � � ��
− , ,  என்்ன	 ஒரு	 தள	

வெக்டர்களாகும்.	ஆ்்கயால,	 r a tb sd0

�� � � ��
− = +   அலலது  r c tb sd0

�� � � ��
− = + 	ஆகும்.	என்ெ,		்த்ெயான	

தளததின்	து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 r a tb sd
� � � ��

= + +  or r c tb sd
� � � ��

= + + 	ஆகும்.

(b) துணை அலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு (Non-parametric form of vector equation)

 r a sb
  

= + 	மற்றும்	 r c td
� � ��

= +  	என்்ன	ஒ்ர	தளததில	அ்மயும்	இ்்ண	அலலாத	இரண்டு	

்்காடு்கள்	என்்க.	என்ெ,	b d
� �� �

× ≠ 0 	ஆகும்.	 r0

��
 என்ை	வெக்ட்ர	நி்ல	வெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	தளததில	

உள்ள	ஏ்தனுவமாரு	 புள்ளி	 P 	 என்்க.	ஆ்க்ெ,	 r a b d0

�� � � ��
− , ,  மற்றும்	 r c b d0

�� � � ��
− , ,  	 என்்ன	ஒரு	 தள	

வெக்டர்களாகும்.	ஆ்்கயால,	 r a b d0 0
�� � � ��

−( ) ×( ) =.  அலலது	 r c b d0 0
�� � � ��

−( ) ×( ) =. 	ஆகும்.	

	 என்ெ,	 r a b d
� � � ��

−( ) ×( ) =. 0  அலலது	 r c b d
� � � ��

−( ) ×( ) =. 0 	 என்்து	 ்த்ெயான	 தளததின்	

து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

்்டம் 6.29

� �
b d×

C c( )� L2

L1

A a( )�

�
b

�
d
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(C) காரடீசியன் �டி�ச் சமன்போடு (Cartesian form of equation of plane)

  1 1 1

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= = 	 மற்றும்	 2 2 2

1 2 3

x x y y z z
d d d
− − −= =  	 ஆகிய	 ஒ்ர	 தளததில	 அ்மயும்	

இரண்டு	்்காடு்க்ளக	வ்காண்டுள்ள	தளததின்	்காரடீசியன்	ெடிெச்	ெமன்்ாடு

  
1 1 1

1 2 3

1 2 3

x x y y z z
b b b
d d d

− − −

 =  0  அலலது   
2 2 2

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

b b b
d d d

− − −
=

எடுத்துககோட்டு 6.46

 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 5 3 5 7r i j k s i j k= − − − + + +
  மற்றும்	 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 6 4 7r i j k t i j k= + + + + +

  ஆகிய	் ்காடு்கள்	
ஒ்ர	 தளததில	 அ்மயும்	 எனக்காட்டு்க.	 ்மலும்,	 இக்்காடு்க்ளத	 தன்ன்கத்த	 வ்காண்டுள்ள	
தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்டக	்காண்்க.

தீரவு
 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரண்டு	்்காடு்களின்	ெமன்்ாட்்்ட
   r  = 



a tb+ மற்றும்	
 



r c sd= + உ்டன்	ஒப்பி்ட	நமககுக	கி்்டப்்து

   a   =  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 5 , 3 5 7 , 2 4 6i j k b i j k c i j k− − − = + + = + +


  மற்றும்	 ˆˆ ˆ4 7d i j k= + +


 ஆகும்.

 இரண்டு	்்காடு்கள்	ஒ்ர	தளம்	அ்மயும்	்்காடு்களா்க	இருக்கக	்கட்டுப்்ாடு ( ) ( ) 0c a b d− ⋅ × =
 

 

 இஙகு,  

ˆˆ ˆ

3 5 7
1 4 7

i j k
b d× =
 

 =  ˆˆ ˆ7 14 7i j k− +   மற்றும்	 ˆˆ ˆ3 7 11c a i j k− = + +   

 இப்வ்ாழுது ( ) ( )c a b d− ⋅ ×
 

   =  ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 7 11 7 14 7 0i j k i j k+ + ⋅ − + = 	ஆகும்.

 என்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரண்டு	்்காடு்களும்	ஒ்ர	தளததில	அ்மயும்.	இப்வ்ாழுது,	இவவிரு	

்்காடு்களும்	அ்மயும்	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்டக	்காண்்்ாம்.	ஒ்ர	

தளததில	அ்மயும்	இரண்டு	்்காடு்க்ளக	வ்காண்்ட	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு

   ( ) ( )r a b d− ⋅ ×
 

   =  0   ஆகும்	என	நாமறி்ொம்.

	 இச்ெமன்்ாட்டில	a  =  ˆˆ ˆ3 5i j k− − −  மற்றும்	 ˆˆ ˆ7 14 7b d i j k× = − +
 

  எனப்பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது

 ( )( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 5 7 14 7 0r i j k i j k− − − − ⋅ − + =
  என்ை	ெமன்்ா்டாகும்.	அதாெது,	 ( )ˆˆ ˆ2 0r i j k⋅ − + =



	ஆகும்.

 இது்ெ,	்த்ெயான	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

ெயிறசி 6.8

 1. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(5 7 3 ) (4 4 5 )r i j k s i j k= + − + + −  மற்றும்	 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ8 4 5 7 3r i j k t i j k= + + + + +

ஆகிய	் ்காடு்கள்		

ஒ்ர	 தளததில	 அ்மயும்	 எனக	 ்காண்பிக்க.	 ்மலும்,	 இக்்காடு்கள்	 அ்மயும்	 தளததின்		
து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்டக	்காண்்க.
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 2. 2 3 4
1 1 3

x y z− − −= =   மற்றும்	
1 4 5

3 2 1
x y z− − −= =
−

 என்ை	்்காடு்கள்	ஒரு	தளததில	அ்மயும்	

எனக்காட்டு்க.	்மலும்,	இக்்காடு்கள்	அ்மயும்	தளததி்னக	்காண்்க.

 3. 
x y z

m
−

=
−

=
−1

1
2

2
3

2  மற்றும்	
x y

m
z−

=
−

=
−3

1
2 1

22  ஆகிய	 ்்காடு்கள்	 ஒ்ர	 தளததில	

அ்மகின்ைன	எனில,	m-ன்	்ெறு்ட்்ட	வமய்மதிப்பு்க்ளக	்காண்்க.

 4. 1 1
2 2

x y z
λ

− += =   மற்றும்	
1 1

5 2
x y z

λ
+ += =   ஆகிய	்்காடு்கள்	ஒ்ர	தளததில	அ்மகின்ைன	

எனில,	 λ -ன்	 மதிப்்்க	 ்காண்்க.	 ்மலும்,	 இவவிரு	 ்்காடு்க்ளக	 வ்காண்்ட	 தளங்களின்	

ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

6.8.10 இைண்டு தளஙகளுககு இச்டப்ெட்்ட நகோணம் (Angle between two planes)

 இரு	தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணமானது	அததளங்களின்	வெங்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	

்்கா்ணததிற்குச்	ெமமாகும்.

நதற்றம்  6.18
  r n p⋅ =1 1  மற்றும்	

 r n p⋅ =2 2  ஆகிய	இரு	தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	θ  எனில	

 1 21

1 2

cos
n n
n n

θ −  ⋅
=    

 

 

 

நிரூெணம்

      r n p⋅ =1 1  மற்றும்	
 r n p⋅ =2 2 	ஆகிய	இரு	தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	

குறுங்்கா்ணம்	θ  என்்து	அததளங்களின்	வெஙகுதது	வெக்டர்கள்	
n1  

மற்றும்	
n2 	 ஆகியெற்றுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணமாகும்.	 என்ெ,		 

1 2 1 21

1 2 1 2

cos cos
n n n n
n n n n

θ θ −   ⋅ ⋅
= ⇒ =         

   

   

  ... (1) 

குறிப்புசை

 (i) 1 1r n p⋅ =   மற்றும்	 2 2r n p⋅ =   ஆகிய	 இரு	 தளங்கள்	 ஒன்றுகவ்கான்று	 வெஙகுததான்ெ	

எனில,	 1 2 0n n⋅ = 

	ஆகும்.

 (ii) 1 1r n p⋅ =   மற்றும்	 2 2r n p⋅ =   ஆகிய	இரு	தளங்கள்	இ்்ண	எனில,	 1 2n nλ=  , இஙகுλ  ஒரு	

தி்ெயிலி	ஆகும்.
 (iii) r n p⋅ =   என்ை	தளததிற்கு	இ்்ணயா்க	உள்ள	தளததின்	ெமன்்ாடு	 ,r n k k⋅ = ∈ 

 	ஆகும்.

நதற்றம் 6.19

 1 1 1 1 0a x b y c z d+ + + =  மற்றும்	  2 2 2 2 0a x b y c z d+ + + =  ஆகிய	 தளங்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	

குறுங்்கா்ணம்	θ  எனில,	 1 2 1 2 1 21

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
a a b b c c

a b c a b c
θ −

 + +
 =
 + + + + 

 .

்்டம் 6.30

n1
90

° − θ
θ

 r n p⋅ =2 2

n2





r
n
p

⋅
=

1

1

90
90

−

−
=

(

)θ
θ
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நிரூெணம்

 1 1 1 1 0a x b y c z d+ + + =  மற்றும்	 2 2 2 2 0a x b y c z d+ + + =  ஆகிய	 தளங்களின்	 வெங்்காட்டு	

வெக்டர்கள்	மு்ை்ய	 1n  மற்றும்	 2n  என்்க.	பின்னர,	 1 1 1 1
ˆˆ ˆn a i b j c k= + +  மற்றும்	 2 2 2 2

ˆˆ ˆn a i b j c k= + +

 

ஆகும்.
 என்ெ	் தற்ைம்	6.18-ன்	ெமன்்ாடு	(1)-ஐப்	் யன்்டுததி,		தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	 
θ  எனில,

 1 2 1 2 1 21

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
a a b b c c

a b c a b c
θ −

 + +
 =
 + + + + 

 எனப்	வ்றுகி்ைாம் 

குறிப்புசை

 (i) 1 1 1 1 0a x b y c z d+ + + =  மற்றும்	 2 2 2 2 0a x b y c z d+ + + = 	 என்ை	 தளங்கள்	 ஒன்றுகவ்கான்று	

வெஙகுதது	எனில,	 1 2 1 2 1 2 0a a b b c c+ + =  ஆகும்.

 (ii) 1 1 1 1 0a x b y c z d+ + + =  மற்றும்	 2 2 2 2 0a x b y c z d+ + + = என்ை	 தளங்கள்	 இ்்ணயான்ெ	

எனில,	 1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

= =  ஆகும்.

 (iii) ax by cz p+ + =  என்ை	தளததிற்கு	இ்்ணயான	தளததின்	ெமன்்ாடு	 ax by cz k+ + = , k ∈   

ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.47

 ( )ˆˆ ˆ2 2 2 11r i j k⋅ + + =  மற்றும்	 4 2 2 15x y z− + = 	 ஆகிய	 தளங்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	

குறுங்்கா்ணத்தக	்காண்்க.

தீரவு 

 ( )ˆˆ ˆ2 2 2 11r i j k⋅ + + =  மற்றும்	 4 2 2 15x y z− + =  ஆகிய	தளங்களின்	வெங்்காட்டு	வெக்டர்கள்	

மு்ை்ய	 1
ˆˆ ˆ2 2 2n i j k= + +

	மற்றும்	 2
ˆˆ ˆ4 2 2n i j k= − +  ஆகும்.

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	θ  எனில,	

( ) ( )
1 21 1 1

1 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 4 2 2 2cos cos cosˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 32 2 2 4 2 2

i j k i j kn n
n n i j k i j k

θ − − −
 + + ⋅ − +   ⋅  = = =       + + − +      

 

 

6.8.11 ஒரு நகோட்டிறகும் மறறும் ஒரு தளத்திறகும் இச்டப்ெட்்ட நகோணம்

          (Angle between a line and a plane)

 ஒரு	 ்்காட்டிற்கும்	 மற்றும்	 ஒரு	 தளததிற்கும்	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணமானது,	 தளததின்	
வெங்்காட்டிற்கும்	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காட்டிற்கும்	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணததின்	நிரப்புக	்்கா்ணமாகும்.

  r a tb= +


   என்்து	்்காட்டின்	ெமன்்ாடு	மற்றும்	 r n p⋅ =   என்்து	தளததின்	ெமன்்ாடு	என்்க.	

என்ெ,	b


ஆனது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	் ்காட்டிற்கு	இ்்ணயா்கவும்	n  என்்து	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததிற்குச்	

வெஙகுததா்கவும்	இருககும்.	
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	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காட்டிற்கும்	 மற்றும்	 தளததிற்கும்	

இ்்டப்்ட்்ட	 குறுங்்கா்ணம்	 	 θ  எனில,	 n -ககும்	  b


-ககும்	

இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	 
2
π θ −  

	ஆகும்.	என்ெ,	

cos sin
2

b n

b n
π θ θ

⋅ − = =  









 ஆ்க்ெ,	்்காட்டிற்கும்	தளததிற்கும்	இ்்டப்்ட்்ட	

குறுங்்கா்ணம்	θ =
⋅













−sin 1









b n

b n
 ... (1)

 1 1 1

1 1 1

x x y y z z
a b c
− − −= =  மற்றும்	 ax by cz p+ + =  ஆகியன	 மு்ை்ய	 ்்காடு	 மற்றும்	 தளததின்	

ெமன்்ாடு்கள்	எனில,	 1 1 1
ˆˆ ˆb a i b j c k= + +



 	மற்றும்	 ˆˆ ˆn ai bj ck= + +

	ஆகும்.	இம்மதிப்பு்க்ள	ெமன்்ாடு	 

(1)-ல	 பிரதியி்ட,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காட்டிற்கும்	 தளததிற்கும்	 இ்்டப்்ட்்ட	 குறுங்்கா்ணம்	 θ  

கி்்டககிைது.		என்ெ,	

    1 1 11

2 2 2 2 2 2
1 1 1

sin
aa bb cc

a b c a b c
θ −

 + +
 =
 + + + + 

    

குறிப்புசை

 (i) ்நரக்்காடு	 தளததிற்குச்	 வெஙகுதது	 எனில,	 இந்நரக்்காடு	 தளததின்	 வெங்்காட்டிற்கு	

இ்்ணயாகும்.	ஆ்க்ெ,	  b


ஆனது	  n -ககு	இ்்ணயாகும்.	 என்ெ,	  b nλ=




	 இஙகு,	 λ ∈  

ஆகும்.	இதிலிருநது	 1 1 1a b c
a b c

= = 	எனப்	வ்றுகி்ைாம்.

 (ii) ஒரு	 ்நரக்்காடு,	 தளததிற்கு	 இ்்ண	 எனில,	 இந்நரக்்காடு	 தளததின்	 வெங்்காட்டிற்கு	

வெஙகுததாகும்.	என்ெ,	 1 1 10 0b n aa bb cc⋅ = ⇒ + + =




	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.48

 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3r i j k t i j k= + + + − +  என்ை	் ்காட்டிற்கும்	2 5x y z− + = 	என்ை	தளததிற்கும்	இ்்டப்்ட்்ட	

்்கா்ணம்	்காண்்க.

தீரவு

 r a tb= +


 

	 என்ை	 ்்காட்டிற்கும்,	 வெங்்காட்டு	 வெக்டர	 	 n  வ்காண்்ட	 தளததிற்கும்	 இ்்டப்்ட்்ட	

்்கா்ணம்	 1sin
b n

b n
θ −

 ⋅
 =
 
 









	ஆகும்.	

 இஙகு,	 ˆˆ ˆb i j k= − +


	மற்றும்	 ˆˆ ˆ2n i j k= − +

	ஆகும்.

 ஆ்க்ெ, 1sin
b n

b n
θ −

 ⋅
 =
 
 









 =  
( ) ( )

1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2sin sinˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 32

i j k i j k

i j k i j k
- -

æ ö÷- + × - +ç æ ö÷ç ÷ç÷ç ÷= ç÷ç ÷÷ ç ÷ç ÷ç÷ è ø- + - +ç ÷÷çè ø

90
° − θ

θ

�n

� �r n p⋅ =

�
�
�

r
a
tb

=
+

்்டம் 6.31
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6.8.12  ஒரு புள்ளியிலிருந்து தளத்திறகுள்ள வதோச�வு

            (Distance of a point from a plane)
(a) தளத்தின் ்�க்டர சமன்போடு (Vector form of equation)

நதற்றம் 6.20

 u  என்ை	நி்லவெக்டர	வ்காண்்ட	புள்ளியிலிருநது	 r n p⋅ =   என்ை	தளததிற்கு	உள்ள	

வெஙகுததுத	வதா்லவு	 u n p
n

δ
⋅ −

=
 



.

நிரூெணம்

 A என்ை	புள்ளியின்	நி்ல	வெக்டர	u 	என்்க.

 r n p⋅ = 

	என்ை	தளததிற்கு	 	A என்ை	புள்ளியிலிருநது	ெ்ரயப்்ட்்ட	

வெஙகுததின்	அடி	 	F 	என்்க.	F  மற்றும்	A 	ஆகியெற்்ை	இ்்ணககும்	
்்கா்டானது	தளததின்	வெங்்காடு	n -ககு	இ்்ணயாகும்.	என்ெ,	FA-ன்	

ெமன்்ாடு	 r u tn= +  

ஆகும்.

 ஆனால,	F என்்து	 r u tn= +    என்ை	் ்காடும்	r n p⋅ = 

	என்ை	தளமும்	

வெட்டிகவ்காள்ளும்	புள்ளியாகும்.	 1r
  	என்்து	F-ன்	நி்லவெக்டர	எனில,	 1 1r u t n= +   , 1t ∈ , மற்றும்	

1r n p⋅ = 

	ஆகும்.	இச்ெமன்்ாடு்களிலிருநது	 1r


-ஐ	நீக்க,	நாம்	வ்றுெது

 ( )1u t n n p+ ⋅ =    ஆகும்.		Þ   
( )

1 2

p u n
t

n
− ⋅

=
 



 .

 இப்வ்ாழுது,  ( )1FA u u t n= − +


    =  
( )

1 2

u n p
t n n

n

 ⋅ −
− =    

 

 



 

 என்ெ,	A 	என்ை	புள்ளியிலிருநது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததிற்குள்ள	வெஙகுததுத	வதா்லவு

	 	 	

δ 	= 	 ( ) ( )
2

u n p u n p
FA n

nn

 ⋅ − ⋅ −
=   =  

   









	

 AF	என்ை	வெஙகுததின்	அடி	F -ன்	நி்லவெக்டர	

   1r


 =  1u t n+ 

  அலலது

   1r


 =  2
u n pu n

n

 ⋅ −+    

 

 



	  

(b) தளத்தின் காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian form of equation)

 u 	 என்ை	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 நி்லவெக்ட்ரக	 வ்காண்்ட	 புள்ளி	 	 ( )1 1 1, ,A x y z  மற்றும்	

வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு	 ax by cz p+ + =  எனில,	 1 1 1
ˆˆ ˆu x i y j z k= + +

 மற்றும்	

ˆˆ ˆn ai bj ck= + +

	ஆகும்.	

்்டம் 6.32

� �r n p⋅ =

F

δ

�n
A u( )�
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	 இவவெக்டர்க்ள	
| |

| |
u n p

n
δ ⋅ −=

 



-ல	பிரதியி்ட,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததிற்குள்ள	வெஙகுததுத	

வதா்லவு

1 1 11 1 1
2 2 2 2 2 2

ax by cz pax by cz p
a b c a b c

δ
+ + −+ + −= =

+ + + +
	எனப்	வ்றுகி்ைாம்.

குறிப்புசை

 ஆதிப்புள்ளியிலிருநது	ax by cz d+ + + = 0  என்ை	தளததிற்குள்ள	வெஙகுததுத	வதா்லவு

2 2 2

d

a b c
δ =

+ +

எடுத்துககோட்டு 6.49
 (2,5, 3)−  என்ை	புள்ளியிலிருநது	 ( )ˆˆ ˆ6 3 2 5r i j k⋅ − + =

	என்ை	தளததிற்குள்ள	வதா்லவுக	

்காண்்க.
தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ெமன்்ாட்்்ட	
 r n p⋅ = 	உ்டன்	ஒப்பிடும்்்ாது	நமககு	 ˆˆ ˆ6 3 2n i j k= − +

	எனக	
கி்்டககிைது.
 u  என்ை	 நி்ல	 வெக்ட்ரக	 வ்காண்்ட	 புள்ளியிலிருநது	 r n p⋅ = 

	 என்ை	 தளததிற்குள்ள	

வெஙகுததுத	 வதா்லவு	 δ =
⋅ −
 



u n p
n  ஆகும்.	 என்ெ,	 ( ) ˆˆ ˆ2,5, 3 2 5 3u i j k= − = + −

 மற்றும்	

ˆˆ ˆ6 3 2n i j k= − +

 	என	δ -ல	பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது

( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 5 3 6 3 2 5
2ˆˆ ˆ6 3 2

i j k i j ku n p
n i j k

δ
+ − ⋅ − + −⋅ −

= = =
− +

 



அலகு்கள்.

எடுத்துககோட்டு 6.50

 ( )4,1,2A மற்றும்	 ( )7,5,4B ஆகிய	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 ்நரக்்காடும்	 5x y z− + =  

என்ை	தளமும்	வெட்டிக	வ்காள்ளும்	புள்ளிககும் ( )5, 5, 10− − என்ை	புள்ளிககும்	உள்ள	வதா்ல்ெக	

்காண்்க.
தீரவு
 ( )4,1,2A மற்றும்	 ( )7,5,4B ஆகிய	புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	்்காட்டின்	ெமன்்ாடு

4 1 2
3 4 2

x y z t− − −= = =   (என்்க).

 இக்்காட்டின்	 மீதுள்ள	 ஏ்தனும்	 ஒரு	 புள்ளி	 ( )3 4,4 1,2 2t t t+ + + 	 ஆகும்.	 ்்காடும்	 தளமும்	

வெட்டிக	 வ்காள்ளும்	 புள்ளி்யக	 ்கா்ண,	 3 4, 4 1, 2 2x t y t z t= + = + = +    என	 5x y z− + = -ல	

பிரதியிட்டு 0t = 	 எனப்	 வ்றுகி்ைாம்.	 என்ெ,	 ்நரக்்காடும்	 தளமும்	 வெட்டிகவ்காள்ளும்	 புள்ளி	

(4, 1, 2)	ஆகும்.	ஆ்க்ெ,	(4, 1, 2)	மற்றும்	 ( )5, 5, 10− − ஆகிய	புள்ளி்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	வதா்லவு

( ) ( ) ( )2 2 24 5 1 5 2 10 181- + + + + = 	அலகு்கள்.

12th_Maths_TM_Vol1_CH 6_Vector Algebra.indd   296 09-12-2021   13:41:16



வெக்டர் இயற்கணிதத்தின் பயன்பபாடு்கள்297

6.8.13  இசணயோன இரு தளஙகளுககு இச்டப்ெட்்ட வதோச�வு

            (Distance between two parallel planes)

நதற்றம் 6.21

 1 0ax by cz d+ + + =  மற்றும்	 2 0ax by cz d+ + + =  ஆகிய	 இரு	 இ்்ணயான	 தளங்களுககு	

இ்்டப்்ட்்ட	வதா்லவு	 1 2

2 2 2

d d

a b c

−

+ +
.  

நிரூெணம்

 2 0ax by cz d+ + + = 	என்ை	தளததின்	மீதுள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளி	 ( )1 1 1, ,A x y z  என்்க.	பின்னர,	

 1 1 1 2 0ax by cz d+ + + = ⇒  1 1 1 2ax by cz d+ + = −  

 ( )1 1 1, ,A x y z  என்ை	புள்ளியிலிருநது	 1 0ax by cz d+ + + =  என்ை	தளததிற்குள்ள	வதா்லவு

δ   = 1 1 1 1

2 2 2

ax by cz d

a b c

+ + +

+ +
 = 1 2

2 2 2

d d

a b c

−

+ +

 என்ெ,	 1 0ax by cz d+ + + = 	மற்றும்	 2 0ax by cz d+ + + =  என்ை	இ்்ணயான	இரு	தளங்களுககு	

இ்்டப்்ட்்ட	வதா்லவு	δ =  1 2

2 2 2

d d

a b c

−

+ +
.

எடுத்துககோட்டு 6.51
 2 2 1 0x y z+ − + =  மற்றும்	 2 4 4 5 0x y z+ − + = ஆகிய	 இரண்டு	 இ்்ணயான	 தளங்களுககு	

இ்்டப்்ட்்ட	வதா்லவு	்காண்்க.

தீரவு

 1 0ax by cz d+ + + =    மற்றும்	 2 0ax by cz d+ + + =  என்ை	 இரு	 இ்்ணயான	 தளங்களுககு	

இ்்டப்்ட்்ட	 வதா்லவு	 1 2

2 2 2

d d

a b c
δ

−
=

+ +
. இரண்்டாெது	 ெமன்்ாட்்்ட	

52 2 0
2

x y z+ − + = 	 என	

எழுத,	 1 2
51, 2, 2, 1,
2

a b c d d= = = − = = 	எனப்	வ்ைலாம்.	இம்மதிப்பு்க்ள	சூததிரததில	பிரதியி்ட,	

( )
1 2

2 2 2 2 2 2

51
12
21 2 2

d d

a b c
δ

−−
= = =

+ + + + −
 அலகு்கள்	எனத	்த்ெயானவதா்லவு	கி்்டககிைது.

எடுத்துககோட்டு 6.52

 ( )ˆˆ ˆ2 2 6r i j k⋅ − − =  மற்றும்	 ( )ˆˆ ˆ6 3 6 27r i j k⋅ − − =  என்ை	 தளங்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 வதா்லவு	

்காண்்க.

தீரவு

 ˆˆ ˆ(2 2 ) 6r i j k⋅ − − =

	என்ை	தளததின்	மீதுள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	 u 	என்்க.	

பின்னர,	 
  ˆˆ ˆ(2 2 ) 6u i j k⋅ − − = .   ... (1)
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 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரண்டு	 தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	 வதா்லவு	 δ  எனில,	 δ  என்்து	 u  என்ை	

புள்ளியிலிருநது	 ˆ ˆ ˆ(6 3 6 ) 27r i j i⋅ − − =

	என்ை	தளததிற்குள்ள	வெஙகுததுத	வதா்லொகும்.

				என்ெ, 
2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ| | (6 3 6 ) 27 3( (2 2 )) 27 (3(6) 27 1
| | 9 96 ( 3) ( 6)

u n p u i j k u i j k
n

δ ⋅ − ⋅ − − − ⋅ − − − −= = = = =
+ − + −

   



 அலகு.

6.8.14 இரு தளஙகளின் வெட்டுகநகோட்டின் ைமன்ெோடு

         (Equation of line of intersection of two planes)
 r n p⋅ = 

 மற்றும்	 r m q⋅ = 

 என்்ன	 இ்்ண	 அலலாத	 இரு	

தளங்கள்	 என்்க.	 	 n  மற்றும்	 m  ஆகிய	 வெக்டர்கள்	 மு்ை்ய	
வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 தளங்களுககுச்	 வெஙகுததாகும்.	 ்மலும்,	
இததளங்களின்	 வெட்டுக்்கா்டானது	  மற்றும்	 m 	 என்ை	 இரு	

வெக்டர்களுககும்	 வெஙகுததாகும்	 என்்தால,	  n m× 

என்ை	

வெக்டருககு	இ்்ணயாகும்.	 1 2 3
ˆˆ ˆn m l i l j l k× = + + 

	என்்க.

 1 1 1a x b y c z p+ + =  மற்றும்	 2 2 2a x b y c z q+ + = என்ை	 இரு	
தளங்களின்	 ெமன்்ாடு்க்ள	 எடுததுகவ்காள்்ொம்.	
வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இவவிரு	 தளங்களின்	 வெட்டுக்்காடு	
கு்ைநத்ட்ெம்	 ஒரு	 ஆய	 அச்சுத	 தளத்தயாெது	 ெநதிககும்.	 நம்	
ெெதிக்கா்க	 வெட்டுக்்காடு	 ெநதிககும்	 ஆய	 அச்சுத	 தளத்த	  0z =  எனகவ்காள்்ொம்.	  0z =  
எனகவ்காடுக்கப்்ட்்ட	 தளங்களின்	 ெமன்்ாடு்களில	 பிரதியிட்டு	 1 1 0a x b y p+ − =  மற்றும்	

2 2 0a x b y q+ − = எ	 என்ை	 இரு	 ெமன்்ாடு்க்ளப்	 வ்ைலாம்.	 இவவிரு	 ெமன்்ாடு்களின்	 தீரவு	

்காண்்தால,	x மற்றும்	y-ன்	மதிப்பு்க்ள	மு்ை்ய	 1x  மற்றும்	 1y  எனப்வ்ைலாம்.	என்ெ,	 1 2 3
ˆˆ ˆl i l j l k+ +

வெக்டருககு	 இ்்ணயா்க	 உள்ள	 ்்காட்டின்	 மீதுள்ள	 ஒரு	 புள்ளி, x y1 1 0, ,( )  ஆகும்.	 ஆ்க்ெ,	

வெட்டுக்்காட்டின்	ெமன்்ாடு	 1 1

1 2 3

0x x y y z
l l l
− − −= = 	ஆகும்.

6.8.15 இரு தளஙகளின் வெட்டுகநகோடு ெழியோகச் வைல்லும் தளத்தின் ைமன்ெோடு

         (Equation of a plane passing through the line of intersection of two given planes)

நதற்றம் 6.22

 1 1r n d⋅ =   மற்றும்	 2 2r n d⋅ = 

	என்ை	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	ெழியா்கச்	வெலலும்	தளததின்	

வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ) ( )1 1 2 2 0r n d r n dλ⋅ − + ⋅ − =   

	ஆகும். 	இஙகுλ ∈ .

நிரூெணம்

 பின்ெரும்	ெமன்்ாட்்்ட	எடுததுக	

வ்காள்்ொம்.

 ( ) ( )1 1 2 2 0r n d r n dλ⋅ − + ⋅ − =      ... (1)

 இச்ெமன்்ாட்டி்ன

 ( ) ( )1 2 1 2 0r n n d dλ λ⋅ + − + =    ... (2)

 என	எழுதலாம்.
 1 2n n nλ= +  

	மற்றும்	 ( )1 2d d dλ= + 	என்்க.

்்டம்	6.33

n m×
� �

m�

n�

r
m

q
⋅

=
�
�

r n p⋅ =
� �

� �r n
d

� �

(
)

(
)

�
�

�
�

r
n

d
r

n
d

�
�

�
�

�
�

1
1

2
2

0
�

� �r n d. 1 1�

2
2

்்டம்	6.34

12th_Maths_TM_Vol1_CH 6_Vector Algebra.indd   298 09-12-2021   13:41:18



வெக்டர் இயற்கணிதத்தின் பயன்பபாடு்கள்299

 என்ெ,	ெமன்்ாடு	(2) ஆனது
 r n d⋅ =    ... (3)

 என்ைாகும்.	 ெமன்்ாடு	 (3) ஆனது	 ஒரு	 தளத்தக	 குறிககிைது.	 என்ெ,	 ெமன்்ாடு	 (1)-ம்	 ஒரு	
தளத்தக	குறிககும்.

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளங்களின்	வெட்டுக்்காட்டின்	மீதுள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	

1r
  	என்்க.	பின்னர,	 1r

  ஆனது	 1 1r n d⋅ =   மற்றும்	 2 2r n d⋅ = 

	என்ை	இரு	தளங்களின்	ெமன்்ாடு்க்ளயும்	
நி்ைவு	வெய்யும்.	என்ெ,

   1 1r n⋅   =  1d  ... (4)

   மற்றும்   1 2r n⋅   =  2d  ... (5)

 ெமன்்ாடு்கள்	 (4) மற்றும்	 (5)்களிலிருநது, 1r
  என்்து	 ெமன்்ாடு	 (1)-ஐ	 நி்ைவு	 வெய்ெ்தக	

்கா்ணலாம்.	ஆ்க்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளங்களின்	வெட்டுக்்காட்டின்	மீதுள்ள	எநதவொரு	புள்ளியும்	
தளம்	(1)-ன்	மீது	அ்மயும்	எனக்காண்கி்ைாம்.	என்ெ,	தளம்	(1) ஆனது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளங்களின்	
வெட்டுக்்காடு	ெழியா்கச்	வெலலும்	என்்து	நிரூ்்ணமாகிைது.
 1 1 1 1a x b y c z d+ + =  மற்றும்	 2 2 2 2a x b y c z d+ + =   ஆகிய	இரு	 தளங்களின்	ெழியா்கச்	 வெலலும்	

தளததின்	 காரடீசியன் சமன்போடு  ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2 0a x b y c z d a x b y c z dλ+ + − + + + − =  ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.53
 ( )ˆˆ ˆ 1 0r i j k⋅ + + + =

	மற்றும்	 ( )ˆˆ ˆ2 3 5 2r i j k⋅ − + =  என்ை	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	ெழியா்கவும்		

( )1,2,1− என்ை	புள்ளி	ெழியா்கவும்	வெலலும்	தளததின்	ெமன்்ாடு	்காண்்க.
தீரவு
 1 1r n d⋅ =   மற்றும்	 2 2r n d⋅ = 

	என்ை	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	ெழியா்கச்	வெலலும்	தளததின்	

ெமன்்ாடு	 ( ) ( )1 1 2 2 0r n d r n dλ⋅ − + ⋅ − =   

	ஆகும்.

 இச்ெமன்்ாட்டில,	 ˆˆ ˆr xi yj zk= + + , 1
ˆˆ ˆn i j k= + + , 2

ˆˆ ˆ2 3 5n i j k= − + , d1 1=  மற்றும்	 d2 2= −

எனப்பிரதியி்ட,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	ெழியா்கச்	வெலலும்.		

 ( ) ( )1 2 3 5 2 0x y z x y zλ+ + + + − + − =  என்ை	தளததின்	ெமன்்ாடு	கி்்டககிைது.

 இததளம்	 ( )1,2,1− 	 என்ை	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதால,	
3
5

λ = 	 எனப்	 வ்றுகி்ைாம்.	 என்ெ,	

்த்ெயான	தளததின்	ெமன்்ாடு	 11 4 20 1x y z− + =  ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு  6.54

 2 3 7 0x y z+ − + = மற்றும்	 2 5 0x y z+ − + =  என்ை	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	ெழிச்வெலெதும்

3 5 0x y z+ − − = என்ை	தளததிற்குச்	வெஙகுததானதுமான	தளததின்	ெமன்்ாட்்்டக	்காண்்க.

தீரவு

 2 3 7 0x y z+ − + = மற்றும்	 2 5 0x y z+ − + =  ஆகிய	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	ெழிச்வெலலும்	

தளததின்	ெமன்்ாடு	 ( ) ( )2 3 7 2 5 0x y z x y zλ+ − + + + − + =  அலலது

( ) ( ) ( ) ( )2 3 1 2 7 5 0x y zλ λ λ λ+ + + + − − + + =  

	 இததளம்,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 3 5 0x y z+ − − = தளததிற்குச்	 வெஙகுததானது	 என்்தால,	 இவவிரு	

தளங்களின்	வெங்்காடு்கள்	ஒன்றுகவ்கான்று	வெஙகுததாகும்.	என்ெ,	
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( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 3 3 1 2 0zλ λ λ+ + + + − − − =

 Þ 1λ = − . என்ெ,	்த்ெயான	தளததின்	ெமன்்ாடு

( ) ( )2 3 7 2 5 0 2 2 0x y z x y z x y z+ − + − + − + = ⇒ + + + =  .

6.9  தளத்தில் ஒரு புள்ளியின் பிம்ெம் (Image of a Point in a Plane)
 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	புள்ளி	A-ன்	நி்ல	வெக்டர	 u 	என்்க.	தளததின்	ெமன்்ாடு	 r n p⋅ =   என்்க.	ஒரு	

தளததில	பிம்்ம்	்கா்ண்ெண்டிய	 A 	என்ை	புள்ளியின்	பிம்்ப்புள்ளி	 A′-ன்	நி்லவெக்டர	 v  என்்க.	

பின்னர,	 'AA


 என்்து	தளததிற்குச்	வெஙகுததாகும்.	என்ெ,	 'AA


 என்்து	nககு	இ்்ணயாகும்.	பின்னர

                                        AA nλ′ =


  அலலது v u nλ− =    ⇒  v u nλ= +  

 ... (1)

 AA′ -ன்	்மயப்புள்ளிM  என்்க.	ஆ்க்ெ,	M -ன்	நி்லவெக்டர	
2

u v+ 

 	ஆகும்.	ஆனால,	M   

ஆனது	தளததின்	மீது	அ்மநதுள்ளது.

  என்ெ,  
 

u v n p+





 ⋅ =

2
. ... (2)

 ெமன்்ாடு	(1)-ஐ	 (2)-ல	பிரதியி்ட,

 2
u n u n pλ+ +  ⋅ =  

  

  ⇒  
( )

2

2
| |

p u
n

n
λ

− ⋅  =






 

 என்ெ	 A′  ன்	நி்லவெக்டர

 2

2[ ( )]
| |

p u nv u
n

− ⋅= +
 

 



 n

குறிப்பு

 AA′ -ன்	் மயப்புள்ளி	M 	ஆனது	A  என்ை	புள்ளியிலிருநது	r n p⋅ = 

என்ை	தளததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	

வெஙகுததின்	அடியாகும்.	ஆ்க்ெ,	வெஙகுததின்	அடி	M-ன்	நி்லவெக்டர
  



 



u v u u p u n
n

n+
= + +

− ⋅







2 2

1
2

2
2

[ ( )
| |

6.9.1  தளத்தில் ஒரு புள்ளியின் பிம்ெப் புள்ளியின் அச்சுத் தூைஙகள்

          (The coordinates of the image of a point in a plane)
 தளததில	 பிம்்ம்	 ்கா்ண	 ்ெண்டிய	 புள்ளி	 ( )1 2 3, ,a a a -ன்	 நி்லவெக்டர	  u  என்்க.	 பின்னர,	

1 2 3
ˆˆ ˆu a i a j a k= + +

	ஆகும்.

	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 தளததின்	 ெமன்்ாடு	 ax by cz p+ + =  என்்க.	 இச்ெமன்்ாட்்்ட	 வெக்டர	

ெமன்்ா்டா்க	 r n p⋅ = 

	 என	 எழுதலாம்.	 இஙகு	 ˆˆ ˆn ai bj ck= + +  ஆகும்.	 ஆ்க்ெ,	 பிம்்ப்	 புள்ளியின்	

நி்லவெக்டர
( )

2

2
| |

p u
v u n

n
n− ⋅  = +



  





.

 1 2 3
ˆˆ ˆv v i v j v k= + +  எனில, 1 1 2v a aα= + , 2 2 2v a aα= + , 3 3 2v a aα= +  ஆகும்.

்்டம்	6.35

M

( )A u�
n�

r n p⋅ =
� �

( )A v′ �
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இஙகு,	
( )1 2 3

2 2 2

2 p aa ba ca
a b c

α
− + +  =

+ +
	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.55
 ˆˆ ˆ2 3i j k+ +  என்ை	நி்ல	வெக்ட்ரக	வ்காண்்ட	புள்ளியின்	பிம்்ப்	புள்ளி்ய	 ( )ˆˆ ˆ2 4 38r i j k⋅ + + =  

என்ை	தளததில	்காண்்க.

தீரவு

 இஙகு, ˆˆ ˆ2 3u i j k= + + , ˆˆ ˆ2 4n i j k= + + , 38p =  ஆகும். ˆˆ ˆ2 3u i j k= + +   என்ை	புள்ளியின்	பிம்்ப்	

புள்ளி		
v -ன்	நி்லவெக்டர

     
( )

2

2
| |

p u
v u n

n
n− ⋅  = +



  





 ஆகும்.

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 38 2 3 2 4
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 4

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 2 4

i j k i j k
v i j k i j k

i j k i j k

 − + + ⋅ + +  = + + + + +
+ + ⋅ + +

 .

 அதாெது, ( ) ( )38 17ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 2 4
21

v i j k i j k
æ ö- ÷ç= + + + + +÷ç ÷çè ø



 = ˆˆ ˆ3 6 11i j k+ +  .

 என்ெ,	 ˆˆ ˆ2 3i j k+ +  என்ை	நி்ல	வெக்டர	வ்காண்்ட	புள்ளியின்	பிம்்ப்	புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	 

ˆˆ ˆ3 6 11i j k+ + 	ஆகும்.

குறிப்பு

 ˆˆ ˆ2 3i j k+ +  என்ை	 நி்லவெக்ட்ரக	 வ்காண்்ட	 புள்ளியிலிருநது	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 தளததிற்கு	

ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததின்	அடியின்	நி்லவெக்டர

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 3 ) (3 6 11 ) ˆˆ ˆ2 4 7
2

i j k i j k i j k+ + + + + = + + .

6.10 ஒரு நகோடும் ஒரு தளமும் ைந்திககும் புள்ளி

         (Meeting Point of a Line and a Plane)

நதற்றம் 6.23

 r a tb= +


   என்ை	 ்்காடும்	 r n p⋅ =
   என்ை	 தளமும்	 ெநதிககும்	 புள்ளியின்	 நி்லவெக்டர	

( )p a na b
b n

− ⋅ +  ⋅ 

 









, 	இஙகு	 0b n× ¹


 .

நிரூெணம்

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 r n p⋅ = 

	 என்ை	 தளததிற்கு	 இ்்ணயா்க	 இலலாத	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காட்டின்	

ெமன்்ாடு	 r a tb= +


 

என்்க. 	ஆ்க்ெ, 0b n× ¹


 .

 தளத்த	 ்நரக்்காடு	 ெநதிககும்	 புள்ளியின்	 நி்லவெக்டர	 u  என்்க.	 என்ெ,	 t -ன்	 ஒரு	 சில	

மதிப்பு்களுககு,	அதாெது	 t1 	என்ை	மதிப்புககு		u  ஆனது	r a tb= +


   என்ை	் ்காட்டின்	ெமன்்ாடு	மற்றும்	

r n p⋅ =   என்ை	தளததின்	ெமன்்ாடு	இரண்்்டயும்	நி்ைவு	வெய்யும்.	ஆதலால,
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u a t b= + 1  ... (1) 

 u n p⋅ =   ...(2)

 ெமன்்ாடு	(1)-ஐ  (2)-ல	பிரதியி்ட,	நாம்	
வ்றுெது

  ( )1a t b n p+ ⋅ =


   

	 அலலது ( )1a n t b n p⋅ + ⋅ =


    

 அலலது  
( )

1

p a n
t

b n
− ⋅

=
⋅

 





  ...(3)

 ெமன்்ாடு	(3)-ஐ	 (1)-ல	பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது
     

 

 





 

u a
p a n
b n

b b n= +
− ⋅( )
⋅











⋅ ≠, 0

 

எடுத்துககோட்டு 6.56
 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 3 4 2r i j k t i j k= − + + + +  என்ை	 ்்காடு 5 0x y z− + − = 	 என்ை	 தளத்த	 ெநதிககும்	

புள்ளியின்	ஆய	அச்சுத	தூரங்க்ளக	்காண்்க.
தீரவு

 இஙகு, ˆˆ ˆ2 2 ,a i j k= − +  ˆˆ ˆ3 4 2b i j k= + +


.

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு	

 ( )ˆˆ ˆ 5r i j k⋅ − + = . என்ெ,	 ˆˆ ˆn i j k= − +  மற்றும் 5p = 	ஆகும்.

 r a tb= +


   என்ை	்்காடும்	 r d p⋅ =


  என்ை	தளமும்	ெநதிககும்	புள்ளியின்	நி்ல	வெக்டர	

( )p a n
u a b

b n
− ⋅ 

= +  ⋅ 

 



 





, இஙகு	 0b n× ¹


 . 

 ்மலும்.	 0b n× ¹


 	என்்்த	நாம்	வதளிொ்கக	்கா்ணலாம்.

 இப்வ்ாழுது,  
( ) ( )

( ) ( )
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 2

0
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 4 2

i j k i j kp a n
b n i j k i j k

− − + ⋅ − +− ⋅ = =
⋅ + + ⋅ − +

 





. 

 என்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காடும்	தளமும்	ெநதிககும்	புள்ளியின்	நி்ல	வெக்டர 

( ) ( )( )ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 0 3 4 2 2 2r i j k i j k i j k= − + + + + = − +

 அதாெது,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்நரக்்காடு	தளத்த	ெநதிககும்	புள்ளி	 ( )2, 1,2− 	ஆகும்.

மோறறு முச்ற  

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்நரக்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு	
2 1 2

3 4 2
x y z t− + −= = =  (என்்க)

 இக்்காட்டின்	 மீதுள்ள	 ஏ்தனும்	 ஒரு	 புள்ளியின்	 அ்மப்பு	 ( )3 2,4 t 1,2 t 2+ − +t 	 ஆகும்.	
வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடும்	 தளமும்	 வெட்டிகவ்காள்ளும்	 எனில,	 இப்புள்ளி	  5 0− + − =x y z 	 என்ை	
தளததின்	மீது	அ்மயும்.
 ஆதலால, ( ) ( ) ( )3 2 4 t 1 2 t 2 5 0 0+ − − + + − = ⇒ =t t . என்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடு,	
வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளத்த	 ( , , )2 1 2- என்ை	புள்ளியில	ெநதிககிைது.

்்டம்	6.36

� �r n p⋅ =

�
�
�

r
a

tb

=
+�n

M

�b
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ெயிறசி 6.9
 1. ( )ˆˆ ˆ2 7 4 3⋅ − + =r i j k  மற்றும்	 3 5 4 11 0− + + =x y z 	 என்ை	 தளங்களின்	 வெட்டுக்்காடு	

ெழியா்கவும் ( )2,1,3− 	என்ை	புள்ளி	ெழியா்கவும்	வெலலும்	தளததின்	ெமன்்ாடு	்காண்்க.

  2. 2 3 2+ + =x y z  மற்றும்	 3x y z− + = 	 என்ை	 தளங்களின்	 வெட்டுக்்காடு	 ெழிச்வெலெதும்,	 

( )3,1, 1− 	என்ை	புள்ளியிலிருநது	
2
3

 வதா்லவில	உள்ளதுமான	தளததின்	ெமன்்ாட்்்டக	

்காண்்க.

 3. ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2= − + + + −r i j k t i j k  என்ை	்்காட்டிற்கும்	 ( )ˆˆ ˆ6 3 2 8⋅ + + =r i j k 	என்ை	தளததிற்கும்	

இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்	்காண்்க.

 4. ( )ˆˆ ˆ 2 3⋅ + − =r i j k  மற்றும்	2 2 2− + =x y z 	என்ை	தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	் ்கா்ணம்	்காண்்க.

 5. ( )3,4, 1− என்ை	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்	 2 3 5 7 0− + + =x y z 	 என்ை	 தளததிற்கு	

இ்்ணயானதுமான	 தளததின்	 ெமன்்ாட்்்டக	 ்காண்்க.	 ்மலும்,	 இவவிரு	 தளங்களுககு	
இ்்டப்்ட்்ட	வதா்லவி்னக	்காண்்க.

 6. ( )1, 2,3− 	என்ை	புள்ளியிலிருநது	 5− + =x y z 	என்ை	தளததிற்கு	ெ்ரயப்்ட்்ட	வெஙகுததின்	

நீளம்	்காண்்க.

 7.  1 1
2

− = = +yx z  என்ை	் ்காடும்	2 2 2− + =x y z என்ை	தளமும்	ெநதிககும்	புள்ளி்யக	்காண்்க.	

்மலும்,	இக்்காட்டிற்கும்	தளததிற்கும்	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணத்தயும்	்காண்்க.

 8. ( 4,3,2) என்ை	புள்ளியில	இருநது 2 3 2+ + =x y z 	என்ை	தளததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததின்	
அடியின்	அச்சுததூரங்க்ளயும்,	வெஙகுததின்	நீளத்தயும்	்காண்்க.

ெயிறசி 6.10

சரியாை அல்லது மிகப்போருத்தமாை விண்டணயத் ்தர்ந்தடுககவும் :
 1. a  மற்றும்	



b  என்்ன	இ்்ண	வெக்டர்கள்	எனில,	[ , , ]


 a c b -ன்	மதிப்பு
  (1) 2   (2)	 1−    (3)	1	   (4)	0  

 2. β


 மற்றும்	γ 	ஆகிய்ெ	அ்மககும்	தளததில	α  அ்மநதுள்ளது	எனில,

  (1) [ , , ] 1α β γ =


    (2) [ , , ] 1α β γ = −


    (3) [ , , ] 0α β γ =


    (4) [ , , ] 2α β γ =


   

 3. 0a b b c c a⋅ = ⋅ = ⋅ =
 

     எனில,	[ , , ]


 a b c -ன்	மதிப்பு

  (1) | | | | | |


 a b c   (2) 1 | | | | | |
3



 a b c   (3) 1  (4) 1−  

 4. 


b -ககு	வெஙகுததா்கவும்	
c -ககு	இ்்ணயா்கவும்	உள்ள	வெக்டர		

a 	என்ைொறுள்ள	ஓரலகு	

வெக்டர்கள்	 , ,


 a b c  எனில,	 ( )× ×


 a b c -ககுச்	ெமமானது

  (1) a   (2) 


b   (3) c   (4) 0


 

 5.  [ , , ] 1a b c =


 

	எனில,	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
⋅ × ⋅ × ⋅ ×+ +
× ⋅ × ⋅ × ⋅

  

     

  

     

a b c b c a c a b
c a b a b c c b a

-ன்	மதிப்பு

  (1) 1  (2) 1−   (3) 2   (4) 3
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 6. ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,  2 ,  π+ + + +i j i j i j k  என்ை	 வெக்டர்க்ள	 ஒரு	 புள்ளியில	 ெநதிககும்	 விளிம்பு்களா்கக	

வ்காண்்ட	இ்்ண்கரத	திண்மததின்	்கன	அளவு

  (1)
2
π   (2) 

3
π   (3) π   (4) 

4
π  

 7. a , 


b  என்்ன	
1[ ,  ,  ]
4

a b a b´ =
 

 

	எனுமாறுள்ள	ஓரலகு	வெக்டர்கள்	எனில,	  a  மற்றும்	


b  

ஆகியெற்றுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்
  (1) 

6
π   (2) 

4
π   (3) 

3
π   (4) 

2
π

 8. ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,= + + = + =


 a i j k b i j c i  மற்றும்	 ( )a b c a bλ µ× × = +
 

   	எனில,	λ µ+  -ன்	மதிப்பு

  (1) 0   (2) 1  (3) 6   (4) 3  

 9. , ,


 a b c  என்்ன	 [ , , ]



a b c = 3 	 எனுமாறுள்ள	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயா	 மூன்று	 பூச்சியமற்ை	

வெக்டர்கள்	எனில,	 2{[ ,  ,  ]}× × ×
 

   a b b c c a -ன்	மதிப்பு

  (1) 81 (2) 9  (3) 27   (4)18

 10.  , ,


 a b c  என்்ன	 ( )
2

b ca b c +× × =






  	 எனுமாறுள்ள	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயா	 மூன்று	 ஓரலகு	

வெக்டர்கள்	எனில,	 a  மற்றும்	


b ஆகியெற்றுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்

  (1) 
2
π   (2) 

3
4
p

 (3) 
4
π   (4) π  

 11. , ,× × ×
 

   a b b c c a  ஆகியெற்்ை	 ஒரு	 புள்ளியில	 ெநதிககும்	 விளிம்பு்களா்கக	 வ்காண்்ட	

இ்்ண்கரத	திண்மததின்	்கன	அளவு	8  ்கன	அலகு்கள்	எனில,	( ) ( ), ( ) ( )× × × × × ×
  

    a b b c b c c a  

மற்றும்	 ( ) ( )× × ×


  c a a b  ஆகியெற்்ை	ஒரு	புள்ளியில	ெநதிககும்	விளிம்பு்களா்கக	வ்காண்்ட	

இ்்ண்கரத	திண்மததின்	்கன	அளவு

  (1) 8  ்கன	அலகு்கள்  (2) 512  ்கன	அலகு்கள் 

  (3) 64  ்கன	அலகு்கள்				 (4) 24  ்கன	அலகு்கள்

 12. , , ,
 

 a b c d  என்்ன	 ( ) ( ) 0× × × =
  

 a b c d 	 எனுமாறுள்ள	 வெக்டர்கள்	 என்்க.	 ,


a b  என்ை	 ஒரு	

்�ாடி	வெக்டர்களாலும்	மற்றும்		 ,


c d  என்ை	ஒரு	்�ாடி	வெக்டர்களாலும்	அ்மக்கப்்டும்	

தளங்கள்	மு்ை்ய	 1P  மற்றும்	 2P  எனில,	இததளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்

  (1) 0°   (2) 45°   (3) 60°   (4) 90°  

 13. , ,


 a b c  என்்ன	 0⋅ ≠


b c  மற்றும்	 0⋅ ≠


a b எனுமாறுள்ள	 மூன்று	 வெக்டர்கள்	 என்்க.	 

( ) ( )a b c a b c× × = × ×
 

     எனில,		
a  மற்றும்	

c  என்்்ெ

  (1) வெஙகுததான்ெ  (2) இ்்ணயான்ெ

  (3) 
3
π  என்ை	்்கா்ணத்த	தாஙகு்்ெ (4) 

6
π  என்ை	்்கா்ணத்த	தாஙகு்்ெ
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 14. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 5 , 3 5a i j k b i j k c i j k= + − = + − = + −


  எனில,	 	
a -ககுச்	 வெஙகுததானதா்கவும்	



b  

மற்றும்	
c என்ை	வெக்டர்கள்	உருொககும்	தளததில	அ்மெதுமான	வெக்டர

  (1) ˆˆ ˆ17 21 97− + −i j k    (2) ˆˆ ˆ17 21 123+ −i j k   

  (3) ˆˆ ˆ17 21 97− − +i j k   (4) ˆˆ ˆ17 21 97− − −i j k  

 15. x y z−
=
+
−

=
2

3
1

2
2, 	 மற்றும்	

x y z−
=

+
=
+1

1
2 3

3
5

2
	 என்ை	 ்்காடு்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	

்்கா்ணம்

  (1) 
p
6

 (2) 
p
4

 (3) 
p
3

 (4) 
p
2

 16. 2 1 2
3 5 2
− − += =

−
x y z  என்ை	 ்்காடு	 	 3 0x y zα β+ − + = 	 என்ை	 தளததின்	 மீது	 இருநதால,		

பின்னர	 ( , )α β  என்்து
  (1) ( 5,5)−   (2) ( 6,7)−   (3) (5, 5)−   (4) (6, 7)−  

 17. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 3 ) (2 2 )= + − + + −r i j k t i j k  என்ை	 ்்காட்டிற்கும்	 ˆ ˆ( ) 4 0⋅ + + =r i j  என்ை	 தளததிற்கும்	

இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்
  (1) 0°   (2) 30°   (3) 45°   (4) 90°  

 18. ˆ ˆˆ ˆ ˆ(6 3 ) ( 4 )= − − + − +r i j k t i k  என்ை	 ்்காடு	 ˆˆ ˆ.( ) 3+ − =r i j k  என்ை	 தளத்த	 ெநதிககும்	

புள்ளியின்	அச்சுததூரங்கள்

  (1) (2,1,0)   (2) (7, 1, 7)− −   (3) (1, 2, 6)−   (4) (5, 1,1)−  

 19. ஆதிப்புள்ளியிலிருநது	3 6 2 7 0− + + =x y z  என்ை	தளததிற்கு	உள்ள	வதா்லவு

  (1) 0   (2) 1  (3) 2  (4) 3

 20. 2 3 7 0+ + + =x y z  மற்றும்	 2 4 6 7 0+ + + =x y z  ஆகிய	தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	வதா்லவு

  (1) 7
2 2

  (2) 7
2

  (3) 7
2

  (4) 7
2 2

 

 21. ஒரு	்்காட்டின்	தி்ெகவ்கா்ென்்கள்	
1 1 1, ,
c c c

 எனில,

  (1) 3= ±c   (2) 3= ±c   (3) 0>c   (4) 0 1< <c  

 22. ˆ ˆˆ ˆ ˆ( 2 ) (6 )r i j k t j k= − − + − 	என்ை	வெக்டர	ெமன்்ாடு	குறிககும்	்நரக்்காட்டின்	மீது	உள்ள	

புள்ளி்கள்

  (1) (0,6, 1)−  மற்றும்	 (1, 2, 1)− −   (2) (0,6, 1)−  மற்றும் ( 1, 4, 2)− − −  

  (3) (1, 2, 1)− −  மற்றும் (1, 4, 2)−   (4) (1, 2, 1)− −  மற்றும்	 (0, 6,1)−

 23. ஆதியிலிருநது	 (1,1,1)  என்ை	 புள்ளிககு	 உள்ள	 வதா்லொனது	 0+ + + =x y z k 	 என்ை	

தளததிலிருநது	அப்புள்ளிககு	உள்ள	வதா்லவில	்ாதி	எனில,	 k -ன்	மதிப்பு்கள்

  (1) 3±   (2) 6±   (3) 3,9−   (4) 3, 9−  
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 24. ˆˆ ˆ.(2 ) 3λ− + =r i j k  மற்றும்	 ˆˆ ˆ.(4 ) 5µ+ − =r i j k  ஆகிய	தளங்கள்	இ்்ண	எனில,	 λ  மற்றும்	

µ  -ன்	மதிப்பு்கள்

  (1) 1 , 2
2

−   (2) 1 ,2
2

−   (3) 1 , 2
2

− −   (4) 1 ,2
2

 

 25. ஆதியிலிருநது	 2 3 1λ+ + =x y z , 0λ >  என்ை	தளததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததின்	நீளம் 1
5

, 

எனில,	λ -ன்	மதிப்பு

  (1) 2 3    (2)   3 2  (3) 0  (4) 1 

ெோ்டச்சுருககம்

 1. a


,b


, c


 என்்ன வ்காடுக்கப்்ட்்ட மூன்று வெக்டர்கள் எனில,	( )



a b c× ⋅ என்்து அவவெக்டர்களின் 

திணசயிலி முப்பேருககல் எனப்்டும்.	 ( )



a b c× ⋅  ஒரு  தி்ெயிலியாகும். 

 2. 




a b, மற்றும்
c என்ை மூன்று வெக்டர்க்ள ஒ்ர புள்ளியில ெநதிககும் விளிம்பு்களா்கக  

வ்காண்டு உருொக்கப்்டும் இ்்ண்கரததிண்மததின் ்கனஅளவு ( )



a b c× ⋅ ஆகும்.
 3.  பூச்சியமற்ை மூன்று வெக்டர்களின் தி்ெயிலி முப்வ்ருக்கல பூச்சியம் என இருநதால,		

இருநதால மட்டு்ம அம்மூன்று வெக்டர்களும் ஒருதள வெக்டர்களாகும்.

 4. a


,b


, c


எனும் ஏ்தனும் மூன்று வெக்டர்கள் ஒருதள வெக்டர்களா்க ்த்ெயானதும் மற்றும் 
்்ாதுமானதுமான நி்நத்ன,	 கு்ைநத்ட்ெம் ஒன்ைாெது பூச்சியமற்ைதா்கவும்  மற்றும் 
ra sb tc







+ + = 0  எனுமாறுள்ள r s t, , Î  என்ை தி்ெயிலி்க்ளக ்கா்ணமுடியும்.	

 5. a b c
  

, ,  மற்றும் p q r
�� � �

, ,  என்்ன மூன்று வெக்டர்க்ளக வ்காண்்ட ஏ்தனும் இரண்டு  

வதாகுப்பு்கள்,	 	 மற்றும் p
��
= x a y b z c1 1 1

  

+ + ,  q


= x a y b z c2 2 2

  

+ + ,  r


= x a y b z c3 3 3

  

+ +  எனில  

p q r
�� � �

, ,   =
x y z
x y z
x y z

a b c
1 1 1

2 2 2

3 3 3

  

, ,  .

 6. a


,b


, c


என்்ன ஏ்தனும் மூன்று வெக்டர்கள் எனில,	




a b c× ×( )என்்து  இம்மூன்று 

வெக்டர்களின் வெக்டர முப்வ்ருக்கல என அ்ழக்கப்்டுகிைது.

 7. 




a b c, , என்்ன ஏ்தனும் மூன்று வெக்டர்கள்எனில,	




  







a b c a c b a b c× × = ⋅ − ⋅( ) ( ) ( )

 8. 
a ஐ  நி்லவெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	நி்லதத	புள்ளி	ெழிச்	வெலெதும்	வ்காடுக்கப்்ட்்ட வெக்டர


b ககு	இ்்ணயா்கவும்	உள்ள	்நரக்்காட்டின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு 
 



r a tb= + ,  இஙகு	 t∈

ஆகும்.  

 9. x y z1 1 1, ,( )எனும் புள்ளி ெழியா்கச்வெலெதும் b b b1 2 3, , எனும்தி்ெ விகிதங்க்ளக வ்காண்்ட 

வெக்டருககு இ்்ணயானதுமான ்நரக்்காட்டின் ்காரடீசியன் ெமன்்ாடு   

x x
b

y y
b

z z
b

−
=

−
=

−1

1

1

2

1

3

 10. 
x x
b

y y
b

z z
b

−
=

−
=

−1

1

1

2

1

3  
எனும் ்நரக்்காட்டின் மீது உள்ள எநதவொரு புள்ளியும் 

x tb y tb z tb1 1 1 2 1 3+ + +( ), ,  , t∈  என்ை ெடிவில இருககும்.
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 11.   வ்காடுக்கப்்ட்்ட  
a  மற்றும் 



b  எனும் நி்லவெக்டர்க்ளக வ்காண்்ட இருபுள்ளி்கள் ெழியா்கச் 

வெலலும் ்நரக்்காட்டின் து்்ணயலகு வெக்டர ெமன்்ாடு 
 



r a t b a= + −( ) , t∈ஆகும்.

 12. x y z1 1 1, ,( )மற்றும் x y z2 2 2, ,( ) எனும் இரு புள்ளி்கள் ெழியா்கச் வெலலும் ்நரக்்காட்டின்  

்காரடீசியன் ெமன்்ாடு 
x x
x x

y y
y y

z z
z z

−
−

=
−
−

=
−
−

1

2 1

1

2 1

1

2 1
.

 13. 
 



r a sb= +  மற்றும் 
 



r c td= + எனும் இரு ்நரக்்காடு்களுககு இ்்டப்்ட்்ட குறுங்்கா்ணம்  θ  

எனில, θ =
⋅













−cos 1

 

 

b d

b d
.

 14. இரு ்நரக்்காடு்கள் ஒ்ர தளததில அ்மயுமானால,	அ்ெ ஒரு தளம் அ்மயும் ்்காடு்கள் 
எனப்்டும்.

 15.  புைவெளியில இ்்ணயா்க இலலாமலும் ஒன்்ைவயான்று வெட்டிகவ்காள்ளாமலும் உள்ள 
இரு ்்காடு்க்ள ஒரு தளம் அ்மயாக ்்காடு்கள் என அ்ழககி்ைாம்.

 16. ஒரு தளம் அ்மயா இரு ்்காடு்களுககு இ்்டப்்ட்்ட மீச்சிறு தூரமானது அவவிரு 
்்காடு்களுககும் வெஙகுததான ்்காட்டுததுண்டின் நீளமாகும்.

 17. 
 



r a sb= + மற்றும் 
 



r c td= +  எனும் ஒருதளம் அ்மயாக ்்காடு்களுககு இ்்டப்்ட்்ட மீச்சிறு 

தூரம்  δ =  

 

 

 

c a b d

b d

−( ) ⋅ ×( )
×

 , இஙகு | |
 

b d× ≠  0ஆகும்.

 18. 
 



r a sb= + மற்றும் 
 



r c td= +  எனும்
 
்்காடு்கள் ஒன்்ைவயான்று வெட்டும் ்்காடு்கள் எனில, 

 

 

c a b d−( ) ⋅ ×( ) = 0  ஆகும்.

 19.  
 



r a sb= + மற்றும் 
 



r c tb= +  எனும் இ்்ணக ்்காடு்களுககு இ்்டப்்ட்்ட மீச்சிறு தூரம் 

d
c a b

b
=

−( )×
 





,	இஙகு | |


b   ¹ 0 ஆகும்.

 20. 
x x
b

y y
b

z z
b

−
=

−
=

−1

1

1

2

1

3
 மற்றும் 

x x
d

y y
d

z z
d

−
=

−
=

−2

1

2

2

2

3
ஒன்்ைவயான்று வெட்டும் எனில,  

x x y y z z
b b b
d d d

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

− − −
= 0

 21. ஒரு தளததிற்கு வெஙகுததான ்நரக்்காட்்்ட அததளததின் வெஙகுதது அலலது வெங்்காடு 
என்கி்ைாம்.. 

 22.  ஆதிப்புள்ளியிலிருநது தளததிற்கு உள்ள வதா்லவு p மற்றும் தளததிற்குச் வெஙகுததான 

ஓரலகு வெக்டர d̂  எனில தளததின் ெமன்்ாடு  
ˆr d p⋅ =

ஆகும்.	(வெங்்காட்டு ெடிெம்)
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 23. வெங்்காட்டு ெடிவில தளததின் ்காரடீசியன் ெமன்்ாடு lx my nz p+ + = ஆகும்.

 24. 
a  எனும் வெக்ட்ர நி்லவெக்டரா்கக வ்காண்்ட புள்ளி ெழியா்கச் வெலெதும்   
n  ககுச் வெஙகுததா்க உள்ளதுமான தளததின் வெக்டர ெமன்்ாடு 

  r a n−( ) ⋅ = 0ஆகும்.

 25.  x y z1 1 1, ,( )  எனும் புள்ளி ெழியா்கச் வெலெதும் a,b,c ஆகியெற்்ை தி்ெ விகிதங்களா்கக  

வ்காண்்ட வெக்டருககுச் வெஙகுததானதுமான தளததின் ்காரடீசியன் ெமன்்ாடு 
a x x b y y c z z−( ) + −( ) + −( ) =1 1 1 0ஆகும்.

 26.   x y z, , அச்சுக்களில	 மு்ை்ய	 a b c, , எனும்	 வெட்டுததுண்டு்க்ள	 ஏற்்டுததும்	
 r n q⋅ =  

எனும்	தளததின்	வெட்டுததுண்டு	ெடிெச்	ெமன்்ாடு
x
a

y
b

z
c

+ + =1ஆகும்.

 27.  ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	




a b c, , 	எனும்	மூன்று	வெக்டர்க்ள	நி்ல	வெக்டர்களா்கக	வ்காண்்ட	
புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 தளததின்	 து்்ணயலகு	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு		 
r =





  a s b a t c a+ −( ) + −( )ஆகும். 

 28. x y z1 1 1, ,( ) , x y z2 2 2, ,( ) , x y z3 3 3, ,( )  எனும்		ஒ்ர	் ்காட்டில்மயாத	மூன்று	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	

வெலலும்	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு		
x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
− − −
− − −

=
1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0 .

 29. ஒரு	்்காட்டின்	மீதுள்ள	ஒவவொரு	புள்ளியும்	தளததின்	மீது	இருககிைது	மற்றும்	தளததின்	
வெங்்காடு	 ்நரக்்காட்டிற்கு	 வெஙகுததா்க	உள்ளது	எனில,	அந்நரக்்காடு	 தளததின்	மீது	
இருககும்.

 30.  
 



r a sb= + மற்றும் 
 



r c td= +  எனும்	இ்்ண	அலலாத	இரண்டு	் நரக்்காடு்கள்	ஒ்ர	தளததில	

அ்மெதற்்கான	நி்நத்ன
 

 

c a b d−( ) ⋅ ×( ) = 0ஆகும்.

 31. 
x x
b

y y
b

z z
b

−
=

−
=

−1

1

1

2

1

3
  மற்றும் 

x x
d

y y
d

z z
d

−
=

−
=

−2

1

2

2

2

3
 எனும் ்்காடு்கள் ஒ்ர தளததில  

அ்மெதற்்கான நி்நத்ன 
x x y y z z
b b b
d d d

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

− − −

 = 0 ஆகும்.

 32.  
 



r a sb= + மற்றும் 
 



r c td= +  எனும் ஒ்ர தளததில அ்மயும் இ்்ண அலலாத இரண்டு 
்நரக்்காடு்க்ள வ்காண்டுள்ள தளததின் து்்ணயலகு வெக்டர ெமன்்ாடு  
 

 

r a b d−( ) ⋅ ×( ) = 0  அலலது 
 

 

r c b d−( ) ⋅ ×( ) = 0 .  

 33. 1 1r n p⋅ =
 

 மற்றும் 2 2r n p⋅ =
 

 எனும்	 தளங்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம்	 q 	 எனில,	 

θ = 1 21

1 2
cos

n n
n n

−  ⋅
   

 

 

 ஆகும்
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 34. 
 



r a tb= +  எனும்	்்காட்டிற்கும் 
 r n p⋅ = எனும்	தளததிற்கும்	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம் θ  

எனில,  1sin
b n

b n
θ −

 ⋅ =  
 









ஆகும்.

 35.  u  எனும்	 நி்லவெக்ட்ரக	 வ்காண்்ட	 புள்ளியிலிருநது r n p⋅ =
 

 எனும்	 தளததிற்கு	 உள்ள	

வெஙகுததுத	வதா்லவு  d=
⋅ −| |
| |

 



u n p
n

 ஆகும்.

	 36.	 x y z1 1 1, ,( ) 	 எனும்	புள்ளியிலிருநது ax by cz p+ + =  எனும்	தளததிற்கு	உள்ள	வெஙகுததுத		

வதா்லவு	 d  = | |ax by cz p
a b c

1 1 1
2 2 2

+ + −

+ +  
ஆகும்.

 37.  ஆதிப்புள்ளியிலிருநது ax by cz d+ + + = 0எனும்	 தளததிற்கு	 உள்ள	 வெஙகுததுத	

வதா்லவு	 d  = | |d
a b c2 2 2+ +  

 ஆகும்.

 38. ax by cz d+ + + =1 0   மற்றும் ax by cz d+ + + =2 0    எனும்	இ்்ணயான	இரு	தளங்களுககு		

இ்்ட்யயுள்ள	வதா்லவு 
| d |d
a b c

1 2
2 2 2

−

+ +
  ஆகும்.

 39.  1 1r n d⋅ = 

  மற்றும் 2 2r n d⋅ = 

 எனும்	 தளங்களின்	 வெட்டுக்்காடு	 ெழியா்கச்	 வெலலும்		
தளததின்	ெமன்்ாடு 1 1 2 2( ) ( )r n d r n dλ⋅ − + ⋅ −    = 0 ,	இஙகு lÎஆகும்.

 40.  ax by cz d1 1 1 1+ + =  மற்றும்	 ax by cz d2 2 2 2+ + = 	எனும்	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	

ெழியா்கச்	வெலலும்		தளததின்	ெமன்்ாடு	
ax by cz d ax by cz d1 1 1 1 2 2 2 2 0+ + −( )+ + + −( )=l  

 41.  r a tb= +


   எனும்	்்காடும் r n p⋅ = 

 எனும்	தளமும்	ெநதிககும்	புள்ளியின்	நி்லவெக்டர

  
( )p a n

u a b
b n

− ⋅ 
= +  ⋅ 

 



 





, இஙகு 0b n⋅ ≠
 

 ஆகும்.

 42. 
u எனும்	வெக்ட்ர	நி்லவெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	புள்ளிககு	

 r n p⋅ =  எனும்		தளததில	பிம்்ப்	

புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	
v எனில,	

 

 



v u
p u n
n

n= +
− ⋅( ) 2

2| |
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