
अवकलजों के अनुप्रयोग 

Ex 8.1 

प्रश्न 1. वतृ्त के क्षेत्रफल में परिवततन की दि इसकी त्रत्रज्या r के सापेक्ष ज्ञात कीजजए, जबकक r = 

3 सेमी तथा r = 4 सेमी है। 

हल : माना कि वतृ्त िा क्षेत्रफल A है, तब 

A = πr² 

r िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
अत: r िे सापेक्ष पररवततन िी दर 

 = 2πr 

r = 3 सेमी िे ललए, 

 = 2π x 3 
= 6π 

अतः जब r = 3 सेमी, तब वतृ्त िा क्षेत्रफल 6π सेमी²/सेिण्ड िी दर से बढ़ रहा है। 
तथा r = 4 सेमी िे ललए, 

 = 2π x 4 
= 8π. 

अत: जब r = 4 सेमी, तब वतृ्त िा क्षेत्रफल 8π सेमी²/सेिण्ड िी दर से बढ़ रहा है। 

प्रश्न 2. एक कण वक्र  पि चलता है। वक़ पि उन त्रबन्दओुं को ज्ञात कीजजए जहााँ y-

ननदेशांक में परिवततन की दि, x-ननदेशांक में परिवततन की दि की दोगुनी है। 

हल : ददए गए वक्र िा समीिरण 

 …(i) 

माना किसी समय t पर िण िी स्थथतत P(x, y) है। 
P(x, y) वक्र (i) पर स्थथत है। 

 



समी. (ii) से, t िे सापेक्ष अविलन िरने 

 
∴ 1 = x² 

∴ x = ±1 [समी. (iii) से] 
समी. (i) स,े जब x = 1, y =  

तथा जब x = -1,y =  

अत: अभीष्ट बबन्द ु(1, ) तथा (-1, ) हैं। 

प्रश्न 3. एक 13 मीटि लम्बी सीढ़ी द़ीवाि के सहािे झुकी हुई हैं। सीने के पाव को 1.5 

मीटि/सेकण्ड की दि से जमीन के सहािे द़ीवाि से दिू खींचा जाता है। सीढ़ी तथा जमीन के 
मध्य का कोण ककस गनत से परिवनततत हो िहा है, जबकक सीढ़ी का पाव द़ीवाि से 12 मीटि दिू 
हो। 

हल : माना सीढ़़ी AB िे नीच ेिा लसरा 
A, द़ीवार से x दरू़ी पर है तथा सीडी िा ऊपऱी लसरा B जमीन से y ऊँचाई पर हैं एवं जमीन तथा 
सीढ़़ी िे बीच िा िोण θ है। 
तब x² + y² = (13)² तथा tan θ = 

𝑦

𝑥
  

t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

 



 

 

अतः सीढ़़ी तथा जमीन िे बीच िा िोण  रेडडयन/से िी दर से घट रहा है। 

प्रश्न 4. एक परिवततनशील घन का ककनािा 3 सेमी/सेकण्ड की दि से बढ िहा है। घन का 
आयतन ककस दि से बढ िहा है, जबकक ककनािा 10 सेमी लम्बा हैं। 



हल : माना किसी समय t पर घन िे किनारे िी लम्बाई x तथा इसिा आयतन V हैं, तब 

V = x³ ……..(i) 

तथा किनारा 3 सेमी।सैिण्ड िी दर से बढ़ रहा है। 
∴  = 3 सेमी/सेिण्ड 

हमें समय t िे सापेक्ष आयतन V िै पररवततन िी दर अथातत ्  ज्ञात िरना है, जब x = 10 सेमी 
हैं। 
समी. (i) िो x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
जब x = 10 सेमी,  = 9(10)² = 900 सेमी3/सेिण्ड 

अत: जब किनारे िी लम्बाई 10 सेमी है, तो इसिा आयतन 900 सैम3/सैिण्हु िी दर से बढ़ रहा 
है। 

प्रश्न 5. एक गुब्बािा जो सदैव गोलाकाि िहता है, एक पम्प द्वािा 900 सेमी3 गैस प्रनत सेकण्ड 
भिकि फुलाया जाता है। गुब्बािे की त्रत्रज्या के परिवततन की दि ज्ञात कीजजए, जबकक त्रत्रज्या 15 

सेमी है। 

हल : माना किसी समय t पर गुब्बारे िी बत्रज्या r तथा इसिा आयतन V है। 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
अतः गुब्बारे िी बत्रणं्या िे पररवततन िी दर  सेमी/सेिण्ड है। 



प्रश्न 6. एक गुब्बािा, जो सदैव गोलाकाि िहता है, का व्यास 
𝟑

𝟐
(𝟐𝒙 + 𝟏) है। इसके आयतन के 

परिवततन की दि x के सापेक्ष ज्ञात कीजजए। 

हल : माना गुब्बारे िा आयतन V है। 
प्रश्नानुसार, गुब्बारे िा व्यास =  

∴ गुब्बारे िी बत्रज्या, 

 
∴ गुब्बारे िी आयतन, 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
अत: आयतन िी x िे सापेक्ष पररवततन िी दर 

 
है। 

प्रश्न 7. ककसी वस्तु की x इकाइयों के पादन में कुल लागत C(x) रुपये में ननम्न समीकिण 
द्वािा द़ी गई है। 
C(x) = 0.005x3 – 0.02x2 + 30x + 5000 



सीमान्त लागत ज्ञात कीजजए जब वस्तु की 3 इकाई उत्पाददत की जाती है। जहााँ सीमान्त लागत 
का अथत ककसी स्ति पि अपादन के सम्पूणत लागत में तात्काललक परिवततन की दि है। 

हल : प्रश्नानुसार, x वथतओुं िे उत्पादन िा मूल्य C(x) है। 
जहाँ C(x) = 0 005x3 – 0 02x² + 30x + 5000 

सीमान्त लागत मूल्य = MC 

MC = 
𝑑

𝑑𝑥
C(x) 

 
= 0.005 x 3x² – 0.02 x 30 x 1 
= 0.005 x 3x² – 0.02 x 2x + 30 

x = 3 िे ललए। 
MC = 0.005 x 3 x (3)² – 0.02 x 2 x (3) + 30 
= 0.005 x 27 – 002 x 6 + 30 
= 0.135 – 0.12 + 30 

= 30.015 या 30.02 (लगभग) 
अत: सीमान्त लागत मूल्य Rs 30.02 (लगभग) है। 

प्रश्न 8. एक साबुन के गोल़ीय बुलबुले की त्रत्रज्या में 0.2 सेमी/सेकण्ड की दि से वदृ्धि हो िह़ी है। 
इसके पषृ्ठीय क्षेत्रफल में वदृ्धि की दि ज्ञात कीजजए, जबकक बुलबुले की त्रत्रज्या 7 सेमी हो तथा 
इसके आयतन में वदृ्धि की दि ज्ञात कीजजए, जबकक बुलबुले की त्रत्रज्या 5 सेमी हो। 

हल : माना कि गोल़ीय बुलबुले िी बत्रज्या r तथा गोल़ीय बुलबुले िा पषृ्ठीय क्षेत्रफल S है। 
प्रश्नानुसार, 

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 0.2 सेमी/सेिण्ड 

पषृ्ठीय के्षत्रफल (S) = 4πr² 

t िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
r = 7 सेमी रखने पर, 



 

 
अत: गौल़ीय बुलबुले िे पषृ्ठीय क्षेत्रफल में वदृ्धि िी दर 11:2π सेमी²./से. हैं। 
पुनः माना कि किसी समय t पर गोल़ीब बुलबुले िी बत्रज्या r तथा इसिा आयतन V हैं। 
प्रश्नानुसार, 

𝑑𝑟

𝑑𝑡
 = 0.2 सेमी/सेिण्ड 

आयतन  

t िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
r = 5 सेमी रखने पर 

 
िी दर से बढे़गा। 
अतः आयतन में वदृ्धि िी दर = 20π सेमी/सेिण्ड हैं। 

प्रश्न 9. एक नल़ी से 12 सैमी3./सेकण्ड की दि से बालू उंडले़ी जा | िह़ी है। उंडले़ी गई बालू से 
एक शंकु का ननमातण इस प्रकाि होता है कक शंकु की ऊाँ चाई सदैव आधाि की त्रत्रज्या का 1/6 वााँ 
भाग होती है। बालू के शकुं की ऊाँ चाई में ककस गनत से वदृ्धि हो िह़ी है, जबकक ऊाँ चाई 4 सेमी हैं। 

हल : माना किसी समय t पर आलू िे शंिु िा आयतन V, ऊँचाई h तथा बत्रज्या r है। 
प्रश्नानुसार, h =  

⇒ r = 6h 

 = 12 सेमी/सेिण्ड 



बालू िे शंिु िा आयतन 

 

 

t िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 

अत: बालू िे शंिु िी ऊँचाई  सेमी/सेिण्ड िी दर से बढ़ रह़ीं हैं। 

प्रश्न 10. ककसी उत्पाद की x इकाइयों के द्धवक्रय से प्राप्त कुल आये R(x) रुपयों में ननम्न 
समीकिण द्वािा द़ी गई है। 

R(x) = 13x² + 26x + 15 



सीमांत आय ज्ञात कीजजए जब x = 15 है। 

हल : ददया है, R(x) = 13x² + 26x + 15 

सीमान्त आय MR(x) = (Rx) 

= (13x² + 26x + 15) 

= 26x – 26 

x = 15 रखने पर, 

तब MR(x) = 26 x 15 + 26 

= 320 + 26. 

MR(7)= 416 

अतः सीमान्त आय = Rs 416 

 

 

 

 

 

 

 



Ex 8.2 

प्रश्न 1. लसि कीजजए f(x) = x² अन्तिाल (0, ∞) में वधतमान तथा अन्तिाल (-∞, 0) में ह्रासमान 
है। 

हल : माना x1x2 ∈ [0, ∞] इस प्रिार है कि 

x1 < x2 
∴ x1 < x2 ⇒ x1

2 < x1x2 …(i) 

(दोनों पक्षों में x1 िो गुणा िरने पर) 
तथा x1 < x2 ⇒ x1x2 < x2

2 …(i) 

(दोनों पक्षों में x2 िा गुणा िरने पर) 
समी. (i) तथा (ii) से, 
x1 < x2 ⇒ x1

2 < x2
2 

⇒ f(x1) < f(x2) 
∴ x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2). 
x1, x2 = [0, ∞] 

अतः f(x) अन्तराल [0, ∞] में तनरन्तर वर्तमान है। 
पुनः माना x1, x2 ∈ (-∞, 0) में इस प्रिार है कि 

x1 < x2 

x1 < x2 ⇒ x1
2 > x1x2 ….(i) 

[.. -3 -2 
(-3) (-3) = 9 
(-3) x (-2) = 6 
∴ 9>6. 
x1

2 > x1x2] 

पुनः x1 < x2 ⇒ x1x2 > x2
2 …(ii) 

[पुनः – 3 < – 2 

(-3) x (-2) = 6 
(-2) x (-2) = 4 
6 > 4 
∴ x1x2 > x2

2] 

समी. (1) तथा (2) से, 
x1 < x2 ⇒ x1

2 > x2
2 

⇒f(x1) > f(x2) 
∴ x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2) 

अत: फलन f(x) = x² अन्तराल (-∞, 0) में तनरन्तर क्लासमान है। 
इतत लसिम।् 



प्रश्न 2. लसि कीजजए कक f(x) = ax, 0 < a < 1, R में ह्रासमान 

हल : माना x1,x2 ∈ R में इस प्रिार है कि 

x1 < x2 

तब x1 < x2 

ax1 > ax2 

[∴ 0 < a < 1 तथा x < x2 ⇒ ax1 > ax2] 

f(x1) > f(x2) 
∴ x < x2 
f(x1) > f(x2) ∀ x1 ,x2 ∈ R 

अत: फलन f(x) = ax, 0 < a < 1, R में समान है। 
इतत लसिम।् 

ननदेश : (प्रश्न 3 से 6 ति) लसि िीस्जए कि तनम्न फलन सम्मुख ददये गए अन्तराल में 
वर्तमान है। 

प्रश्न 3. f(x) = log sin x, x ∈ (0, 
𝝅

𝟐
) 

हल : f(x) = log sin x 

 
f’ (x) = cot x 

अन्तराल (0, 
𝝅

𝟐
) में cot x > 0 अथातत ्

f’ (x) > 0 

अतः अन्तराल (0, 
𝝅

𝟐
) में फलन तनरन्तर वर्तमान है। 

इतत लसिम।् 

प्रश्न 4. f(x) = x100 + sin x + 1, x ∈ (0, 
𝝅

𝟐
) 

हल : f(x) = x100 + sin x + 1 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

f’ (x) = 100x99 + cos x 

अन्तराल (0, 
𝝅

𝟐
) में, 

f’ (x) = 100x99 + cosx > 0 



[∵ cos x > 0 तथा 100x99 > 0] 

⇒ f’ (x) > 0 

अत: अन्तराल (0, 
𝝅

𝟐
) में फलन वर्तमान है। 

इतत लसिम।् 

प्रश्न 5. f(x) = (x – 1)ex + 1, x > 0. 

हल : f(x) = (x – 1)ex + 1, x > 0. 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
⇒ f’ (x) = (x – 1).ex + ex (1 – 0) + 0 
⇒ f’ (x) = ex (x – 1 + 1) 
⇒ f’ (x) = xex 

x > 0 में, 
⇒ f’ (x) = xex > 0 [∵ x > 0 तथा ex > 0] 

⇒ f’ (x) > 0 [∵ (x – 2)² > 0] 

अत: x > 0 पर फलन वर्तमान हैं। 
इतत लसिम।् 

प्रश्न 6. f(x) = x3 – 6x² + 12x – 1, x ∈ R. 

हल : f(x) = x3 – 6x2 + 12x – 1 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

f’ (x) = 3x² – 12x + 12 
f’ (x) = 3(x² – 4x + 4) 
f’ (x) = 3(x – 2)² 
f’ (x) = 3(x – 2)² ≥ 0 
f’ (x)≥1 

अत: फलन f(x), R में वर्तमान है। 
इतत लसिम।् 

ननदेश : (प्रश्न 7 से 10 ति) लसि िीस्जए कि फलन, सम्मुख ददए गए अन्तराल में ह्रासमान है 
। 

प्रश्न 7. f(x) = tan-1 x – x, x ∈ R. 

हल : f(x) = tan-1 x – x 



x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
अत: फलन f(x), R में समान है। 
इतत लसिम ्

प्रश्न 8. f(x) = sin4 x + cos4 x, x ∈ (0, 
𝝅

𝟐
) 

हल : f(x) = sin4 x + cos4 x 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

f’ (x) = 4 sin3 x cos x + 4 cos3 x(- sin x) 
f’ (x) = 4 sin x.cos x (sin² x – cos² x) 
f’ (x) = – 2.2 sin x cos x.(cos²x – sin²x) 
f’ (x) = – 2.sin 2x.cos 2x 
f’ (x) = – sin 4x 

अन्तराल (0, 
𝝅

𝟐
) में – sin 4x < 0 अथातत ्

f’ (x) < 0 

अत: अन्तराल (0, ) में फलन समान है। 
इतत लसिम।् 

प्रश्न 9. 

f(x) = 
𝟑

𝒙
+ 𝟓, x ∈ R, x ≠ 0. 

हल : 
f(x) = 

𝟑

𝒙
+ 𝟓 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 



 
⇒ f’ (x) < 0 

अतः फलन f(x), R, x ≠ 0 से समान है। 
इतत लसिम।् 

प्रश्न 10. f(x) = x² – 2x + 3, x < 1. 

हल : f(x) = x² – 2x + 3 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

f’ (x) = 2x – 2 
f’ (x) = 2(x – 1) 

f’ (x) = 2(x – 1) < 0 [जव x < 1] 

f’ (x) < 0 

अत: फलन f(x), ददए गए अन्तराल x < 1 में समान है। 
इतत लसिम।् 

ननदेश : (प्रश्न 11 से 14 प्रश्न ति) अन्तराल ज्ञात िीस्जए स्जसमें फलन वर्तमान या ह्रासमान 
है। 

प्रश्न 11. f(x) = 2x³ – 3x² – 36x + 7 

हल :प्रश्नानुसार, 

f(x) = 2x³ – 3x² – 36x + 7 
⇒ f’ (x) = 6x² – 6x – 36 
⇒ f’ (x) = 0 
⇒ 6x² – 6x – 36 = 0 
⇒ 6(x² – x – 6) = 0 
⇒ 6(x – 3) (x + 2) = 0 

x – 3 = 0 या x + 2 = 0 

x = 3 या x = -2 



बबन्द ुx = – 2, x = 3 वाथतद्धवि संख्या रेखा िो तीन असंयुक्त 

अन्तरालों (- ∞, – 2), (-2, 3) तथा (3, ∞) में द्धवभक्त िरते हैं। 

(a) अन्तराल (- ∞, – 2) िे ललए, 

f'(x) = 6x² – 6x – 36 > 0 

क्योंकि x = – 3 पर, 

f'(x) = 6(-3)² – 6(-3) – 36 
= 6 x 9 + 6 x 3 – 36 
= 54 + 18 – 36 
= 36 > 0 

इसी प्रिार अन्य बबन्दओुं िो लेिर भी f’ (x) > 0 ददखाया जा सिता है। 
अत: अन्तराल (- ∞, – 2) में फलन तनरन्तर वर्तमान है अथातत ्

x ∈ (-∞, -2) िे ललए फलन तनरन्तर वर्तमान हैं। 

(b) (-2, 3) िे ललए, 

f'(x) = 6x² – 6x – 36 < 0 

क्योंकि x = 1 पर, 

f'(x) = 6(1)² – 6 x 1 – 36 
= 6 – 6 – 36 = – 36 < 0 

x = 0 पर, f’ (x) = 6(0)² – 6 x 0 – 36 

= – 36 < 0 

इसी प्रिार अन्य बबन्दओुं िो लेिर ददखाया जा सिता है कि f’ (x) <0 

अत: x ∈ (-2, 3) िे ललए फलन तनरन्तर समान है। 

(c) (3, 2) िे ललए 

f'(x) = 6x² – 6x – 36 > 0 

क्योंकि x = 4 पर, 

f'(x) = 6 x (4)² – 6 x 4 – 36 
= 96 – 24 – 36 
= 96 – 60 = 36 > 0 

x = 5 पर, f'(x) = 6(5)² – 6 x 5 – 36 

= 6 x 25 – 30 – 36 
= 150 – 30 – 36 
= 84 > 0 

इसी प्रिार अन्य बबन्दओुं पर भी ददखाया जा सिता है कि f’ (x) > 0 

अत: x ∈ (3, ∞) िे ललए फलन तनरन्तर वर्तमान है। 



इस प्रिार अन्तराल (- ∞, – 2) ∪ (3, ∞) में फलन f तनरन्तर वर्तमान है {f’ (x) > 0} 

अन्तराल (-2, 3) में फलन तनरन्तर असमान है {f’ (x) < 0}. 

प्रश्न 12. f(x) = x4 – 2x². 

हल : प्रश्नानुसार, 

f(x) = x4 – 2x². 
f'(x) = 4x3 – 4x (∵ f(x) = 0) 
4x3 – 4x = 0 
4x(x² – 1) = 0 

4x = 0 या x² – 1 = 0 

x = 0 या x = ± 1 

बबन्द ुx = 0, x = 1, x = -1 वाथतद्धवि संख्या रेखा िो चार असंयुक्त अन्तराल (- ∞, – 1), (-1, ∞), 

(1, ∞) तथा (0, 1) में द्धवभक्त िरते हैं। 

(a) अन्तराल (- ∞, – 1) िे ललए, 

f'(x) = 4x3 – 4x 

x = – 2 पर, f'(x) = 4 x (-2)3 – 4(-2) 

= – 32 + 8 = – 24 < 0 

इसी प्रिार अन्य बबन्दओुं िे ललए भी ददखाया जा सिता है। 
{f’ (x) < 0}. 

(b) अन्तराल (0, 1) िे ललए, 

f'(x) = 4x3 – 4x 

x = 0.5 िे ललए, 

f'(x) = 4 x (0.5)3 – 4 x (0.5) 
= 4 x 0.125 – 2.0 
= 05 – 2. 0 = -15 < 0 

इसी प्रिार अन्य बबन्दओुं िे ललए भी ददखाया जा सिता है। {f’ (x) < 0} 

(c) अन्तराल (-1, 0) िे ललए, 

f'(x) = 4x3 – 4x 

x = -0.5 िे ललए, 

f'(x) = 4 x (-0.5)3 – 4 x (-0.5) 
= -0.5 + 20 = 1.5 > 0 

इसी प्रिार अन्य बबन्दओुं िे ललए भी ददखाया जा सिता है। {f'(x) > 0} 



(d) अन्तराल (1, ∞) िे ललए, 

f'(x) = 4x3 – 4x 

x = 2 िे ललए, f'(x) = 4 x (2)3 – 4 x 2 

= 32 – 8 = 24 > 0 

इसी प्रिार अन्य बबन्दओुं िे ललए भी ददखाया जा सिता है। {f’ (x) > 0} 

इस प्रिार अतंराल (-∞, – 1) ∪ (0, 1) िे ललए फलन समान 

अत: अन्तराल (-1,0) ∪ (1, ∞) िे ललए फलन वर्तमान है। 

प्रश्न 13. f(x) = 2x3 – 9x2 + 12x + 5. 

हल : प्रश्नानुसार, 

f(x) = 2x3 – 9x2 + 12x + 15 
f'(x) = 6x² – 18x + 12 
= 6(x² – 3x + 2) 

वर्तमान मान िे ललए, 

f'(x) > 0 
6(x² – 3x + 2)>0 
x² – 3x + 2>0 
[∵ 6 > 0 ∴ 6(x² – 3x + 2) > 0 ⇒ x² – 3x + 2 > 0] 
(x – 1) (x – 2) > 0 
x < 1 or x > 2 
x ∈(- ∞,1) ∪ (2, ∞) 

अत: फलन अन्तराल (-∞, 1) ∪ (2, ∞) में वर्तमान है। 
पुनः ह्मसमान मान िे ललए 

f'(x)<0 
⇒ 6(x² – 3x + 2)< 0 
⇒ x² – 3x + 2<0 
[∵ 6 > 0 ∴ 6(x² – 3x + 2)< 0 ⇒ x² – 3x + 2 < 0] 
⇒  (x – 1) (x – 2)<0 
⇒ 1 < x < 2 
⇒ x ∈ (1,2) 

अत: फलन अन्तराल (1, 2) में समान है। 

प्रश्न 14. 

f(x) = – 2x3 + 3x² + 12x + 5. 

हल : प्रश्नानुसार, 

f(x) = – 2x3 + 3x² + 12x + 5 
f'(x) = – 6x² + 6x + 12 
= -6(x² – x – 2) 



वर्तमान मान िे ललए, 

f'(x)>0 
– 6(x² – x – 2) > 0 
⇒ – 6(x – 2) (x + 1) > 0 

[∵ – 6 < 0 तथा ab > 0, a < 0 ⇒ < 0] 

⇒ x – 2 < 0 
⇒ x < 2 
⇒ x + 1 < 0 
⇒ x < – 1 ⇒ x ∈ (-∞,-1) 

अतः फलन अन्तराल (-∞,-1) में वर्तमान हैं। 
पुनः ह्मसमान िे ललए, 

f'(x)<0 
– 6(x – 2) (x + 1)<0 

[∵ – 6 < 0 तथा ab < 0, a < 0 ⇒ b > 0] 

⇒ x – 2 > 0 
⇒ x > 2 

तथा x + 1 > 0 

⇒ x > -1 

अत: फलत अन्तराल (-1, ∞) में समान है। 

प्रश्न 15. 

a का न्यूनतम मान ज्ञात कीजजए कक फलन f(x) = x² + ax + 5 अन्तिाल [1, 2] में वधतमान है। 
हल : f(x) = x² + ax + 5 

⇒ f’ (x) = 2x + a 
⇒ x ∈ [1, 2] 
⇒ 1≤x≤2 
⇒ 2≤2x≤4 
⇒ 2 + a ≤ 2x + a ≤ 4 
⇒ 2 + a ≥ 0 
⇒ a ≥ – 2 

अत: a िा न्यूनतम मान – 2 है। 
{चूँकि a = – 2 िे ललए f'(x) = 3x² – 3 = 3(x² – 1) ≥ 0 इसललए x ∈ [1, 2]} 

प्रश्न 16. लसि कीजजए कक फलन f(x) = tan-1 (sin x + cos x), अन्तिाल (0, 
𝝅

𝟒
) में वधतमान फलन 

है। 
हल : ददया गया फलन 

f(x) = tan-1 (sin x + cos x) 



 
तब 0 < x < 

𝝅

𝟒
, cosx > sinx तथा 2x > 0 

∴ cos x – sin x > 0 तथा (2 + sin 2x) > 0 

 
∴ f'(x) > 0 जहाँ 0 < x < 

𝝅

𝟒
 

अथातत ्x ∈ (0, 
𝝅

𝟒
 ) िे ललए, 

f'(x) > 0 

अत: फरनन अतंराल (0, 
𝝅

𝟒
 ) में तनरन्तर वर्तमान है। इतत लसिम।् 

 

 

 

 

 

 

 



Ex 8.3 

प्रश्न 1. वक्र y = x3 – x त्रबन्द ुx = 2 पि स्पशत िेखा की प्रवणता ज्ञात कीजजए। 
हल : ददया गया वक्र y = x3 – x 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 = 3 – x² – 1 ..(i) 

समौ. (i) में x = 2 रखने पर, 

 = 3 (2)² – 1 = 11 

अतः थपशत रेखा िी प्रवणता = 11, 

प्रश्न 2. 

वक़ , x ≠ 2 के त्रबन्द ुx = 10 पि स्पशत िेखा की प्रवणता ज्ञात कीजजए। 
हल :- 

 िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 

 
अतः x = 10 पर थपशत रेखा िी प्रवणता = –  

प्रश्न 3. वह त्रबन्द ुज्ञात कीजजए, जहााँ वक्र  की स्पशत िेखा की प्रवाता  है। 

हल- 
ददया गया वक्र  …..(i) 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 



 
प्रश्नानुसार, थपशत रेखा िी प्रतणता  है। 

 
x = 3 समीिरण (i) में रखने पर, 

 
अत: अभीष्ट बबन्द ु(3, 2) है। 

प्रश्न 4. उन सभी िेखाओं के समीकिण ज्ञात कीजजए जो वक्र  की स्पशत िेखाएाँ हैं 
तथा जजनकी प्रवणता 2 है। 

हल : ददया गया वक्र  

 …(1) 

x िे सापेक्ष अथिलन िरने पर, 

 
प्रश्नानुसार, प्रवणता = 2 



 
(x – 3)² = 1 
x – 3 = ±1 
x = ± 1 + 3 
x = 4, 2 

x = 4 समीिरण. (i) में रखने पर, 

 
तब बबन्द ु= (4, – 2) 

पुत: x = 2 समीिरण (i) में रखने पर 

 
तब , बबन्द ु= (2, 2) 

अब बबन्द ु(4,-2) पर थपशत रेटा िा समीिरण 

y -(-2) = 2 (x – 4) 
y + 2 = 2x – 8 
2x – y – 10 = 0 

पुनः बबन्द ु= (2, 2) पर थपशत रेखा िा समीिरण 

y – 2 = 2 (x – 2) 
y – 2 = 2x – 4 
2x – y – 2 = 0 

अतः अभीष्ट रमीिरण 2x – y – 10 = 0 तथा 2x – y – 2 = 0 है। 

प्रश्न 5. वक्र 

 
पि वे त्रबन्द ुज्ञात कीजजए जहााँ स्प देखा। 
(i) x-अक्ष के समान्ति है तथा 
(ii) y-अक्ष के समान्ति है। 

हल : ददया गया वक्र 

 



x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
(i) शव थपशत रेखा x-अक्ष िे समान्तर हो, तो 

 

अत: द्धवन्दओुं (0, ± 5) पर थपशत रेखाएँ x-पक्ष िे समान्तर हैं। 

(ii) जन थपशत रेखा y-अक्ष िे समान्तर है अथातत ्x-अक्ष पर लम्ब है, तो 

 
अत: द्धवन्दओुं (± 2, 0} पर थपशत रेखाएँ y-अक्ष िे समार है। 

प्रश्न 6. वक्र x = a sin3 t, y = b cos3 t का t = 
𝝅

𝟐
 पि स्पशत िेखा का समीकिण ज्ञात कीजजए। 

हल : ददए गए वक्र िा t सापेक्ष अविलन िरने पर 



 
तथा जब t = 

𝝅

𝟐
 तब x = a तथा y = 0 

अतः t = 
𝝅

𝟐
 पर अथातत ्(a, 0) पर ददए गए वक्र िो थपशत रेखा िा समीिरण 

y – 0 = 0(x – a) 

अथात ्y = 0 है। 

प्रश्न 7. वक्र y = sin²x के त्रबन्द ु  पि अलभलम्ब का समीकिण ज्ञात कीजजए। 
हल : y = sin²x िा x िे सापेक्षा अविलन िरने पर, 

 



 
अतः अलभलम्ब िा अभीष्ट समीिरण 

 

प्रश्न 8. ननम्न वक़ों के ललए उनके सम्मुख अकंकत त्रबन्द ुपि स्पशत िेखा एवं अलभलम्ब के 
समीकिण ज्ञात कीजजए 

(a) y = x² + 4x + 1, x = 3 पि 

(b) y² = 4ax, x = a पि 

(c) xy = a² 

 
(d) y² = 4ax, 

 
(e) 

 
(f) y = 2x² – 3x – 1, (1, – 2) पि 

(g) x = at², y = 2at, t = 1 पि 

(h) x = θ + sin θ, y = 1 – cosθ, θ =  पि 

हल : (a) ददया गया वक्र y = x² + 4x + 1 …(i) 

समी. (i) में x = 3 रखने पर 

y = (3)² + 4 (3) + 1 
y = 22 

अत: थपशत बबन्द ु= (3, 22) 

समी. (i) िा x िे सापेक्षा अविलन िरने पर, 



 
अब, वक्र (i) िे बबन्द ु(3, 22) पर थपी िी समीिरण 

y – 22 = 10 (x – 3) 
y – 22 = 10x – 30 
10x – y = 8 

अत: थपशत रेखा िा समीिरण 10x – y = 8 है। 
पुन: वक्र (i) िे बबन्द ु(3, 22) पर अलभलम्य िा समीिरण 

y – 22 =  
10y – 220 = -x + 3 
x + 10y = 223 

अतः अलभलम्ब िा समीिरण x + 10y = 223 है। 

(b) ददया गया वक्र y² = 4ax 

सौ. x = aरखने पर, 

y² = 4a (a) 
y² = 4a² 
y = ± 2a 

अत: थपशत बबन्द ु(a, 2a) तथा (a, -2a) हैं। 
समीिरण (i) िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
अब ति (i) िे बबन्द ु(a, 2a) पर थपशी िा समीिरण 

y – 2a = 1 (x – a) 
x – y + a = 0 



पुन: वक्र (i) में बबन्द ु(a, 2a) पर अलभलम्ब िा समीिरण 

y – 2a = – 1(x – 1) 
⇒ x + y – 3a = 0 

अत: चचन्द ु(a, 2a) पर थपप ंिा समीिरण x – y + a = 0 तथा अलभलम्ब िा समीिरण x + y – 

3a = 0 है। 

(c) ददया गया वक्र xy = a² 

समीिरण (i) िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
वक्र (i) िे बबन्द ु(at, ) पर थपशत रेखा िा समीिरण 

 
⇒ t²y – at = – x + at 
⇒ x + t²y = 2at 

अत: थपशत रेखा िा समीिरण x + t²y = 2at हैं। 
पुनः वक्र (i) में बबन्द ु(at, ) पर अलभलम्ब िा समीिरण 

y –  = t²(x – at) 
yt – a = t3 (x – at) 
yt – a = t3 x – at4 
t3x – yt = at4 – a 
t3x – yt = a(t4 – 1) 

अत:, अलभलम्ब िा समीिरण t3x – yt = a (t4 – 1) है। 

(d) ददया गया चक्र y² = 4ax 

समीिरण (i) िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 



 

 

वक्र (i) िे बबन्द ु  पर थपशत बबन्द ुिा समीिरण 

 
⇒ my – 2a = m²x – a 
⇒ m²x – my + a = 0 

अत: थपशत रेखा िा समीिरण m²x – my + a = 0 है। 
पुन: वक्र (i) िे बबन्द ु  पर अलभलम्ब िा समीिरण 

 
m² (my – 2a) = -(m²x – a) 
m3y – 2am² = – m²x + a 
m²x + m3y = a (2m² + 1) 

अतः अलभलम्ब िा समीिरण m²x + m3y = a (2m² + 1) है। 

(e) ददया गया वक्र 

 



समीिरण (i) िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
बबन्द ु(a sec θ, b tan θ) पर 

 
चक्र (i) िे बबन्द ु(a sec θ, b tan θ) पर थपशत रेखा िा समीिरण 

 
ay tan θ – ab tan² θ = bx sec θ – ab sec² θ 
bx sec θ – ay tan θ = ab(sec² θ – tan² θ) 

 
पुन: वक्र (i) िे बबन्द ु(a sec θ, b tan θ) पर अलभलम्ब िा समीिरण 

 
by cosec θ – b² tan θ cosec θ = – ax + a² sec θ 
ax + b cosec θ = b² sec θ + a² sec θ 
ax + b c0sec θ = sec θ (a² + b²) 

अत: अलभलम्ब िा समीिरण 

ax + by cosec θ = sec θ (a² + b²) है। 



(f) ददया गया वक्र y = 2x² – 3x – 1 …(i). 

समीिरण (i) िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
वक्र (i) िे बबन्द ु(1,-2) पर थपशत रेखा िा समीिरण 

y + 2 = 1 (x – 1) 
⇒ x – y = 3 

अतः थपशत रेखा िा समीिरण x – y = 3 हैं। 
पुन: वक्र (i) िे बबन्द ु(1,-2) पर अलभलम्ब िा समीिरण 

y + 2 = -1(x – 1) 
x + y + 1 = 0 

अत: अलभलम्ब िा समीिरण x + y + 1 = 0 है। 

(g) x = at², y = 2at 

t िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 

 
थपशत रेखा िा समीिरण 

y – 2at = 1 (x – at²) 

t = 1 रखने पर, 

y – 2a = x – a 



⇒ x – y + a = 0 

अतः थपशत रेखा िा समीिरण x – y + a = 0 है। 
पुन: अलभलम्ब िा समीिरण | 

y = 2at = -1 (x – a t²) 

t = 1 रखने पर, 

y – 2a = -(x – a) 
⇒ x + y – 3a = 0 

अत: अलभलम्ब िा समीिरण x + y – 3a = 0 है। 

(h) x = θ + sin θ, y = 1 – cos θ 

θ सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
थपशत रेखा िा समीिरण 

 
अत: थपशत रेखा िा समीिरण x – y = 

𝜋

2
 

पुन: अलभलम्ब िा समीिरण 



y – (1 – cos θ) = -1 [x – (θ + sin θ]] 

 
⇒ x + y = 2 + 

𝜋

2
 

अत: अलभलम्ब िा समीिरण x + y = 2 + 
𝜋

2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ex 8.4 

ननदेश : (प्रश्न 1 से 1) अवकलज का प्रयोग किके ननम्न का सजन्नकटन मान ज्ञात कीजजए। 

प्रश्न 1. (0.009)1/3 

हल : 
माना y = x1/3 तथा x = 0.008. 

∆x = 0.009 – 0.008 = 0.001 
∵ y = x1/3 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 

 
∴(0.009)1/3 = y + ∆y 
= 0.2 + 0.008 = 0.208. 

अतः (0.009)1/3 िा सस्न्निटन मान 0.208 है। 

प्रश्न 2. (0.999)1/10 

हल : 
माना y = x1/10, x = 1, y = 1 

∆x = 0.999 – 1 = – 0.001 
∵ y = x1/10 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 



 
∴ (0.999)1/10 = y + dy 
= 1 – 0.0001 = 0.9999 

अतः (0.999)1/10 िा सस्न्निटन मान 0.9999 है। 

प्रश्न 3. 

 
हल : 
माना y = √x, x = 0.0036, y = 0-06 

∆x = 0.0037 – 0.0036 = 0.0001 
∵ y = √x 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 

 
dy = 0.000833 = ∆y (∵ ∆y ≅ dy) 

∴  = y + ∆y 
= 0.06 + 0.000833 



= 0.060833 = 0.008 

अतः  िा सस्न्निटन मान 0.0608 है। 

प्रश्न 4. 

 
हल : 
माना 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
= 0.25 – 0.0005 
= 0.2495 

अतः 

 
िो सस्न्निटन ्मान 0.2495 है। 



प्रश्न 5. 

(15)1/4 

हल : 
माना y = x1/4 

x = 16, y = (16)1/4 = 2 
∆x = 15 – 16 = -1 
∵ y = x1/4 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 

 
∴ (15)1/4 = y + ∆y 
= 2 + (-0.03125) 
= 2 – 0.03125 
= 1.96875. 

अतः (15)1/4 िा सस्न्निटन मान 1.96875 है। 

प्रश्न 6. √401 

हल : माना y = x1/2, x = 400, y = 20, 

∆x = 401 – 400 = 1 
∵ y = x1/2 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 



 
dy = 0.025 = ∆y (∵ ∆y ≅ dy) 
∴ (401)1/2 = y + dy 
= 20 + 0.025 = 20.025 

अतः √401 िा सस्न्निटन मान 20.025 है। 

प्रश्न 7. (3.968)3/2 

हल : माना y = x3/2, x = 4 

y = (4)3/2 = (22)3/2 = 23 = 8 
∆x = 3.968 – 4 = – 0.032 
∵ y = x3/2 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 



 
∴ (3.968)3/2 = y + ∆y 
= 8 + (-0.096) 
= 8 – 0.096 
= 7.904. 

अत: (3.968)3/2 िा सनिटन मान 7.004 हैं। 

प्रश्न 8. 

(32:15)1/5 

हल : माना y = x1/5, x = 32, y = (32)1/5 = 2, 

∆x = 32.15 – 32 = 0.15 
∵ y = x1/5 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
= 0.001875 = ∆y (∵ ∆y ≅ dy) 
∴(32.15)1/5 = y + ∆y = 2 + 0.001875 
= 2.001875 

अत: (32.15)1/5 िा सस्न्निटने मान 2.001875 है। 

प्रश्न 9. 

√0.6 

हल : माना y = √x, x = 0.64, y = 0.8 

∆x = 0.6 – 0.64 = -0.04 
∵ y = √x 



x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 

 
∴√0.6 = y + ∆y 
= 0.8 + (-0.125) 
= 0.8 – 0.025 
= 0.775. 

अतः √0.6 िा सस्न्निटन मान 0.775 है। 

प्रश्न 10. log10 (10.1), जबकक log10e = 0.4343 

हल : माना कि y = log10x …..(i) 

जहाँ x = 10, ∆x = 0.1 

⇒ x + ∆x = 10.1 
y = log10 x 
= log10e. loge x 

x सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 



= 0.04343 x 0.1 
∆y = 0.004343 

समीिरण (i) से, 
y + ∆y = log10 (x + ∆x) 
⇒ log10 x + ∆y = log10 (x + ∆x) 
⇒ log10 10 + 0.004343 = log10 (10.1) 
⇒ log10 (10.1) = 1 + 0004343 
⇒ log10 (10.1) = 1.004343 

अत: log10 (10.1) िो सस्न्निटन मान 1.004343 है। 

प्रश्न 11. loge (10.02), जबकक loge 10 = 2.3026 

हल : माना कि y = loge x 

जहाँ x = 10, ∆x = 0.02 

तथा x + ∆x = 10.02 

y = logex 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
अब समीिरण (i) से, 
y + ∆y = loge (x + ∆x) 
loge x + ∆y = loge (x + ∆x) 
loge 10 + 0.002 = loge (10.02) 
loge (10.02) = 2.3026 + 0.002 
loge (10.02) = 2.3046 

अत: loge (10.02) िा सस्न्निटन मान 2.3046 है। 

प्रश्न 12. यदद y = x² + 4 तथा x का मान 3 से 3.1 में परिवनततत होता है, तब अवकलज के प्रयोग 
से y में परिवततन का सजन्नकटन मान ज्ञात कीजजए। 



हल- ददया हैं, y = x² + 4 

x = 3 रखने पर, 

y = (3)² + 4 = 9 + 1 = 13 
∆x = 3.1 – 3 = 0.1 
∵ y = x² + 4 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
अतः y में पररवततन िा सस्न्निटन मान 0.6 हैं। 

प्रश्न 13. लसि कीजजए कक एक घनाकाि सन्दकू के आयतन की गणना में प्रनतशत त्रदुट, घन की 
कोि की लम्बाई मापने में त्रदुट की लगभग तीन गुना होती है। 

हल : माना कि घनािार सन्दिू िो िोर िो लम्बाई x तथा आयतन V है, तब 

V = x³ 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
अत: आयतन में प्रततशत त्रदुट = 3 x िोर में प्रततशत त्रदुट 



इसीललए आयतन िी गणना में प्रततशत त्रदुट, िोर में प्रततशत त्रदुट िी लगभग तीन गनुा होती 
है। 

प्रश्न 14. यदद गोले की त्रत्रज्या 10 सेमी से 9.8 सेमी तक लसकुड़ती है, तब इसके आयतन में 
सजन्नकटन त्रदुट ज्ञात कीजजए। 

हल : प्रश्नानुसार, 

गौले िी बत्रज्या िे = 10 सेमी 
∆r = बत्रज्या लसिुडती हैं। 
= – 9.8 – 10 = – 0.2 समेी 
अब गोले िा आयतन (V) =  

r िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 

 
∵ गोले िे आयतन िी गणना िरने में सस्न्निटन त्रदुट 

dV =  x (∆r) 
dV = 4πr² x (∆r) 
dV = 4π x (10)² x (-0.2) 

dV = – 400 π सेमी³ = – 80 π सेमी³ 
अत: आयतन में सस्न्निटन त्रदुट 80π सैमी³ है। 

 

 

 

 

 

 



Ex 8.5 

प्रश्न 1. ननम्नललखखत फलनों के अजचचष्ठ तथा ननजम्नष्ठ मान ज्ञात कीजजए। 
(a) 2x3 – 15x2 + 36x + 10 
(b) (x – 1) (x – 2) (x – 3) 
(c) sin x + cos 2x 
(d) x4 – 5x4 + 5x3 – 1 

हल : (a) माना y = 2x3 – 15x2 + 36x + 10 

⇒  = 6x² – 30x + 36 

उस्छिष्ठ या तनस्म्नष्ठ मान िे ललए। 
 

6x² – 30x + 36 = 0 
6(x² – 5x + 6) = 0 
(x – 3) (x – 2) = 0 
x = 2, 3 

 
= – 6 (ive) (ऋणात्मि) 
x = 2 पर फलन िा मान उस्छिष्ठ मान 

= 2(2)3 – 15(2)² + 36 x 2 + 10 
= 16 – 60 +72 + 10 
= 38 

 
= 12 x 3 – 30 = 36 – 30 

= – 6 (ive) (र्नात्मि) 
x = 3 पर फलन िा तनस्म्नष्ठ मान 

= 2(3)3 – 15(3)2 + 3(3) + 10 
= 54 – 135 + 108 + 10 
= 37 

(b) (x – 1) (x – 2) (x – 3) 

माना y = (x – 1) (x – 2) (x – 3) 



तो y = x3 – 6x2 + 11x – 6 

 
y िे उछचतम अथवा तनस्ननष्ठ िे ललए 

 



 

अथवा x = 2 −
1

√3
 पर फलन उस्छचष्ठ तथा उस्छिष्ट मान =  

तथा x = 2 +
1

√3
 पर तनस्म्नष्ठ तथा तनम्नष्ठ मान =  

(c) माना y = sin x + cos 2x …..(i) 

x िे सापेक्ष अविलन िने पर 

 = cos x – 2 sin 2x ….(ii) 

y िे उस्छचष्ठ अथवा तनस्म्नष्ठ मान िे ललए,  

अथातत ्cos x – 2 sin 2x = 0 

cos x – 4 sin x cos x = 0 
cos x(1 – 4 sin x) = 0 

 
अत: x = 

𝜋

2
 पर फलन तनस्म्नष्ठ है। 

तथा फलन िा तनस्म्नष्ठ मान 



 
अतः sin x = 

1

4
 पर फलन िा मान उस्छचष्ठ है। 

तथा फलन िा उस्छचष्ठ मान = sin x – (1 – 2 sin² x) 

 

(d) माना y = x5 – 5x4 + 5x3 – 1 

 = 5x4 – 20x3 + 15x² 

 = 5x²(x² – 4x + 3) 
= 5x²(x² – 3x – x + 3) 
= 5x²[x(x – 3) – 1(x – 3)] 
= 5x²(x – 3) (x – 1) 

उस्छिष्ठ या तनम्नस्ष्ट िे ललए 

 
= 20 – 60 + 30 

= -ive (उस्छवष्ठ) 
उस्छचष्ठ मान = (1)5 – 5(1)4 + 5(1)3 – 1 

= 1 – 5 + 5 – 1 
= 0 



 
= 540 – 540 + 90 = 90 

= +ive (तनम्नष्ठ) 
तनम्नष्ठ फलन = (3)5 – 5(3)4 + 5(3)3 – 1 

= 243 – 405 + 135 – 1 
= -28 

प्रश्न 2. ननम्नललखखत फलनों के अधधकतम तथा ननम्नतम मान, यदद कोई हो, तो ज्ञात कीजजए। 
(a) -|x + 1| + 3 
(b) |x + 2| + 1 
(c) |sin 4x + 3| 
(d) sin 2x + 5 

हल : (a) माना g(x) = – |x + 1| + 3 

– |x + 1|<0, अत: फलन िा िोई तनम्नतम मान नह़ीं है। 
पुनः – |x + 1| िा उछचतम मान 0 हैं। 
∴ – |x + 1| = 0 ⇒ x = -1 तब g(x) िा उछचतम मान 3 है। 
[∵ g(-1) = – |-1 + 1| + 3 = 3] 

(b) माना f(x) = |x + 2| – 1 

|x + 2| > 0 अत: f(x) िा िोई उछचतम मान नह़ीं हैं। 
पुनः |x + 2| िा तनम्नतम मान 0 है। 
∴ |x + 2| = 0 ⇒x = – 2 तच f(x) िा तनम्नतम मान -1 है।। 
(∵ f(-2) = |-2+2|-1 = 0 – 1 = – 1) 

(c) माना f(x) = |sin 4x + 3| 

sin 4x िा अचर्ितम मान 1 है। 
∴ f(x) िा अचर्ितम मान |1+3| = 4 है। 
पुन: sin 4x िा तनम्नतम मान -1 है। 
∴ f(x) िा तनम्नतम मान |-1 + 3| = |2| = 2 है। 

(d) माना h(x) = sin 2x + 5 

sin (2x) िा अचर्ितम मान 1 है। 



अत: h(x) िा अचर्ितम मान = 1 + 5 = 6 

पुनः sin (2x) िा तनम्नतम मान -1 है। 
अत: h(x) िा तनम्नतम मान – 1 + 5 = 4 है। 

प्रश्न 3. ननम्नललखखत फलनों के गए अन्तिाल में, अधधकतम तथा ननम्नतम मान ज्ञात कीजजए 

(a) 2x3 – 24x + 107, x ∈ [1, 3] 
(b) 3x4 – 2x3 – 6x2 + 6x + 1, x ∈ [0, 2] 
(c) x + sin 2x, x ∈ [0, 27] 
(d) x3 – 18x2 + 96x, x ∈[0, 9] 

हल : (a) माना y = 2x3 – 24x + 107, x ∈ [1, 3] 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6x2 – 24 

इस्छचष्ठ या तनम्नष्ट िे ललए, 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = 0 ⇒ 6x2 – 24 = 0 

⇒ x = ± 2 
∵ x ∈ [1,3] 
∴ x = 2 

अब y1 = 2(1)3 – 24(1) + 107 

= 2 – 24 + 107 = 85 
y2 = 2(2)3 – 24(2) + 107 
= 17 – 48 + 107 = 75 
y3 = 2(3)3 – 24(3) + 107 
= 54 – 72 + 107 = 85 

अत: फलन िा तनरपेक्ष उछचतम मान स्थथत नह़ीं है तथा तनरपेक्ष तनम्नतम मान = 75 (x + 2 

पर)। 

(b) माना y = 3x4 – 2x3 – 6x2 + 6x + 1, x ∈ [0, 2] 

x ∈ (0, 2) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 12x3 – 6x2 – 12x + 6 

= 6(2x3 – x2 – 2x + 1) 

उछचष्ठ तनस्म्नष्ट िे ललए, 

 
2x3 – 3x2 – 2x + 1 = 0 
x²(2x – 1)- 1(2x – 1) = 0 
(x² – 1)(2x – 1) = 0 

x = ±1,
1

2
  



अत: x = 1,-1,0, 2, व 
1

2
 पर फलन िे म्यान झाल िरेंगे । 

अब y1 = 3(1)4 – 2(1)3 – 6(1)2 + 6(1) + 1 

y1 = 3 – 2 – 6 + 6 + 1 = 2 
y-1 = 3(- 1)4 – 2(- 1)3 – 6(- 1)2 + 6(- 1) + 1 
y-1 = 3 + 2 – 6 + 6 + 1 
y-1 = – 6 
y0 = 3(0)4 – 2(0)3 – 6(0)2 + 6(0) + 1 
y0 = 1 
y2 = 3(2)4 – 2(2)3 – 6(2)2 + 6(2) + 1 
= 45 – 16 – 24 + 12 + 1 = 21 

 
अत: x = 0 पर तनम्नतम मान = 1, 

x = 2 पर अचर्ितम मान = 21 

(c) माना y = x + sin 2x, x ∈ [0, 27] 

⇒  = 1 + 2 cos 2x 

उछचतम तथा तनम्नतम मान िे ललए, f'(x) = 0 

f'(x) = 0 

⇒ 1 + 2cos 2x = 0 

2 cos 2x = – 1 

cos 2x = −
1

2
 



 

 
∴ फलन िा उछचतम भन x = 2π पर 2π व तनम्नतम मान x = 0 पर 0 

(d) माना y = x3 – 18x2 + 96x, x ∈[0, 9] 

 
३ञ्चतम या तनम्नतम मान िे ललए 



 

अत: x = 0 पर तनम्नतम मान्न = 0 

तथा x = 4 पर अचर्ितम मान = 160 

प्रश्न 4. ननम्न फलनों के चिम मान ज्ञात कीजजए 

(a) sin x.cos 2x 
(b) a sec x + b cosec x, 0<a<b 
(c) (x)1/x x > 0 

(d) 
𝟏

𝒙
𝒍𝒐𝒈𝒙,x ∈ (0,∝) 

हल : (a) माना 
y = sinx cos2x …(i) 

 



 
उस्छिष्र तथा तनस्म्पनु मान िे ललए 

 
x = 

𝜋

2
 पर फालन िा तनस्म्नष्ठ मान 



 
अत: फलने x =  पर उस्छचष्त होगा 
फलन िा उछच मान । 

 

इसी प्रिार cosx =  पर ज्ञात किया था सिता है। 

(b) माना y = a sec x + b cosec x 

 
उस्न्वष्ठ तथा तनस्म्नष्ट मान िे ललए 

 
a sec x.tan x – 6 cosec x.cot x = 0 



 
अत: फलन 

 
पर उस्छचष्ट होगा। 
फलान िा उस्छचष्ठ मान 

 

(c) माना y = (x)1/x 

logy =  

अविलन िरने पर, 

 



y िे उस्छचष्ठ या तनम्नस्ष्ठ मान िे ललए, 

 

 
अत: x = e पर फलन ब्दष्ठ हैं। 
ददए गये फलन (x)1/x में x = e रखने पर फलन िा उस्छचष्ठ मान = (e)1/e 



(d) मान ल़ीस्जए y =  

 
उछचष्ठ या तनस्म्नष्ठ मान िे ललए 

 
∴ x = e पर फलन िा मान उछचष्ठ है। 
x = e पर फलन िा उस्छचष्ठ मान 

 

प्रश्न 5. लसि कीजजए कक x = cos x के ललए 
𝒙

𝟏+𝒙𝒕𝒂𝒏𝒙
, मान इजचिष्ठ है। 

हल : यदद x िे किसी मान िे ललए 
𝒙

𝟏+𝒙𝒕𝒂𝒏𝒙
, उस्छचष्ठ हैं, तब इसिा व्युत्क्रम 

𝟏+𝒙𝒕𝒂𝒏𝒙

𝒙
 तनस्न्नष्ट 

होगा। 



माना 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
y िे उस्छचष्ठ या तनस्म्नष्ठ मान िे ललए 

 
जोकि र्नात्मि है। 
अतः x = cos x पर  तनस्म्नष्ठ है। 
⇒ x = cos x पर फलन  उस्छिष्ठ है। 
इतत लसिम।् 

प्रश्न 6. लसि कीजजए फलन sin (1 + cos x) का मान cos x = 
𝟏

𝟑
 पि उजचचष्ठ है। 

हल : माना 
y = sin x.(1 + cos ) 
= sin x + sin x.cos x 

= sin x +  sin 2x 

अविलन िरने पर 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= cos x + cos 2x 

पुन: अविलन िरने पर 

 = – sin x – 2 sin 2x 

उस्छचष्ठ तथा तनस्म्नष्ट मान िे ललए 



 

 
अतः फलने 𝑥 =

1

3
 या 𝑥 =

𝜋

3
 पर उस्छचष्ट होगा। 

इतत लसिम।् 

प्रश्न 7. 

लसि कीजजए कक फलन y = sinp θ.cosq θ का मान tan θ = , पि उजचिष्ठ है। 
हल : 
माना y = sinp x cosq x 

 



उस्छचष्ठ या तनस्म्नष्ठ मान िे ललए  

y( – q tan x + p cot x) = 0 

 
= -y{(q + p) + (p + q)} + 0 
= -2y(p + q) 
= -2(sinp x cosq x) (p + q) 
= -ive 

अतः y िा मान उस्छचष्ठ होगा। 
अतः y अथातत ्sinp x cosq x िा मान उस्छचष्ठ होगा यदद 

 
इतत लसिम।् 

 

 

 

 

 



Miscellaneous Exercise 

प्रश्न 1. यदद बेलन की त्रत्रज्या r तथा ऊाँ चाई h हैं तब त्रत्रज्या के सापेक्ष पषृ्ठीय क्षेत्रफल में 
परिवततन की दि ज्ञात कीजजए। 

हल : बेलन िी बत्रज्या = r 

तथा ऊँचाई = h 

बत्रज्या िे सापेक्ष पषृ्ठीय क्षेत्रफल में पररवततन िी दर 

=  

बेलन िा पषृ्ठीय क्षेत्रफल S = 2πr² + 2πrh 

 

प्रश्न 2. फ्लन y = x3 + 21 के ललए x तथा y के मान ज्ञात कीजजए, जबकक y में परिवततन की दि 
x में परिवततन की दि का तीन गुना है। 

हल : फलन y = x3 + 21 

t िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 
समीिरण (i) व (ii) िी तुलना से, 
3x² = 3 
⇒ x = ± 1 

समीिरण िा y = x3 + 21 में, 
x = ± 1 रखने पर, 

y = (1 + 1)3 + 21 
= 1 + 21 = 22 

x = – 1 रखने पर, 



y(-1)3 + 21 = – 1 + 21 = 20 

अत: x = ± तथा y = 22, 20 

प्रश्न 3. लसि कीजजए कक चिघातांकी फलन ex वधतमान फलन है। 
हल : 
माना y = ex 

तो  = ex 

= +ive ∀x∈R 

अत: x ∈ R िे ललए e एि वर्तमान फलन है। 
इतत लसिम।् 

प्रश्न 4. 

लसि कीजजए कक फलन f(x) = log (sin x) अन्तिाल  में वधतमान तथा अन्तिाल  में 
हासमान है। 
हल : F(x) = log (sin x) 

x िे सापेक्ष अविलन िरने पर 

 

प्रश्न 5. यदद वक्र √x – √y = √a के ककसी त्रबन्द ुपि स्पशत िेखा OX तथा OY को क्रमशः त्रबन्दओुं 
P तथा Q पि काटे तो लसि कीजजए OP + OQ = a, जहााँ O मूल त्रबन्द ुहै। 
हल : ददया है, वक़ िा समीिरण √x – √y = √a …(i) 

माना वक़ िे ललए (h,k) पर थपशत रेखा OX तथा OY अक्षों िो क्रमश: P और Q बबन्दओुं पर 
िाटती है। 
बबद् (h, k) वक़ पर स्थथत है। 
इसललए 

√x – √y = √a …..(ii) 

समीिरण (i) िे दोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष अविलन िरने पर हम पतो हैं। 



 
∴ वक्र िे द्धवन्द ु(h,k) पर थपशत रेखा िी प्रवणता 

 
अतः सूत्र y – y1 = m(x – x) से वक़ िे बबन्द ु(h, k) पर थपशत रेखा िा समीिरण 

 
यह समीिरण (i) िा रूप हैं। 
A = √ah, B = √ak 

∵ थपशत रेखा (iii) OX तथा OY िो क्रमश: द्धवन्दओुं P तथा Q पर िाटती है। 
∴ OP = थपशत रेखा द्वारा x-अक्ष पर िाटा गया अतं:खडं 

= A = √ah 

तथा OQ = थपशत रेखा द्वारा y-अक्ष पर िाटा गया अतं:खडं 

= B = – √ak 
⇒ OP + OQ = √ah – √ak 
= √a (√h – √k) 

= √a.√a = a [(ii) िे प्रयोग से] 
इतत लसिम।् 

प्रश्न 6. वक्र y = cos (x + y), x ∈ [- 2π, 2π] की स्पशत िेखाओं के समीकिण कीजजए जो िेखा x + 

2y = 0 के समान्ति है। 



हल : y = cos (x + y) 

 
∵ ददए गए वक्र िी थपशत रेखा x + 2y = 0 िे समाततर है स्जसिी प्रवणता  है। 

 

अत: ददए गए वक्र िे िेवल बबन्दओुं  और  

पर थपशत रेखाएँ, रेखा x + 2y = 0 िे समांतर है। थपशत रेखाओं िे समीिरण 

 
अत: समी. (i) व (ii) ह़ी थपशत रेखाओं िे अभीष्ट समीिरण हैं। 

प्रश्न 7. एक घनाकाि सन्दकू के आयतन की गणना में प्रनतशत त्रदुट ज्ञात कीजजए, जबकक घन 
की कोि की लम्बाई में त्रुदट 5 प्रनतशत होती है। 

हल : माना कि घन िी भुजा x तथा आयतन V है। 

 



घन िा आयतन V = x³ 

 
V से भाग देने पर, 

 
अतः आयतन में प्रततशत त्रदुट 

= 3 x 5 = 15% 

प्रश्न 8. धातु की एक वतृ्ताकाि चादि का ताप से इस प्रकाि द्धवस्ताि होता है कक इसकी त्रत्रज्या 
में 2 प्रनतशत की वदृ्धि होती है, इसके क्षेत्रफल में ननकटतम वदृ्धि ज्ञात कीजजए, जबकक ताप से पूवत 
चद्दि की त्रत्रज्या 10 सेमी है। 

हल : माना कि वतृ्तािार चादर िो बत्रज्या r सेमी तथा क्षेत्रफल S है। 
तो,  (प्रश्न से) 
वतृ्तािार चादर िा पषृ्ठीय क्षेत्रफल 

S = πr² 

 
∆S = 4π वगत सेमी 
अत: के्षत्रफल में तनिटतम वदृ्धि 4π वगत होती है। 



प्रश्न 9. लसि कीजजए कक गोले के अन्तगतत सबस ेबड़ ेशंकु का आयतन, गौले के आयतन 
का 𝟖

𝟐𝟕
 होता है। 

हल : माना ABC एि शंिु है जो 8 बत्रज्या िे गोले िे अन्तगतत बना है। 

 
O गोले िा िेन्र है। 
अतः OA = OB = OQ = R (गोले िी बत्रज्या) 
पुन: माना PQ = x ⇒ OP = (R – x) 

तब AP = AO + OP 

⇒ AP = R + R – x = 2R – x 

अत:शंिु िी ऊँचाई (h) = 2R – x 

शंिु िी बत्रज्या (r), 

 

 
माना शंिु िा आयतन V है, तब 

 
x िे सापेक्ष अविलन िरने पर, 



 
महत्तम आयतन िे ललए,  

 
समीिरण (i) िे दोनों पक्षों िा x िे सापेक्ष पुन: अविलन िरने पर 

 
अत: शंिु िा आयतन महत्तम होगा, जब 

 
पुनः शंिु िी ऊँचाई 



 

 

∴ शंिु िा आयतन =  x गोले िा आयतन। 
इतत लसिम।् 

प्रश्न 10. लसि कीजजए कक ददए हुए पषृ्ठ तथा महत्तम आयतन वाले लम्बवतृ्तीय शंकु का 
अितशीथत कोण  होता है। 

हल : माना शंिु िी द्धवयत ऊँचाई = l 

ऊँचाई = h 

बत्रज्या = r 

सम्पूणत पषृ्ठ = S 

आयतन = V 

अितशीर्त िोण = α 

शंिु िा सम्पूणत पषृ्ठ = πr² + πrl 

S = πr² + πrl 



 
थपष्ट है कि ददये हुए S िे ललए जब V उस्ववष्ठ तथा तनस्म्नष्ट होगा तभी V² भी उस्छचष्ठ तथा 
तनस्म्नष्ठ होगा। 

माना V² = Z 

 

Z िा मान उस्छचष्ठ या तनस्म्नष्ठ होगा, जब 



 

∵ इस स्थथतत में Z उस्छचष्ट है। 

समीिरण (i) में S = 4πr² रखने पर 

 

यदद α अितशीर्त िोण है, तब 

 

अत: जब शंिु िा अितशीथत िोण  है तो आयतन महत्तम है। 


