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जरा आठवूया.

· ज्या आकृत्या पिसपियांशी तंतोतंत जुळतयात त्या आकृत्यांनया एकरूप आकृत्या महणतयात.

· ज्या िेषयाखंडयांची लयांिी समयान असते ते िेषयाखंड एकरूप असतयात.

· ज्या कोनयांची मयापे समयान असतयात ते कोन एकरूप असतयात.

जारून घेऊया.

ररिकोरांची एकरूपता (Congruence of triangles) 

शेजयािील आकृतीवरून खयालील प्रशनयांची उततिे शोधया.

(i) ियाजू DE समोिील कोन कोणतया आहे?

(ii) Ð	E हया कोणत्या ियाजूसमोिील कोन आहे ?

(iii) ियाजू DE आरण ियाजू DF ्यांनी समयारवष्ट केलेलया कोन कोणतया?

(iv) Ð	E आरण Ð	F ्यांनी समयारवष्ट केलेली ियाजू कोणती?

(v) ियाजू DE च्या ल्त कोणते कोन आहेत?

पद्धत रदली आहे. पिंतु रिंदू A हया Q वि, रिंदू B हया R वि आरण रिंदू C हया P वि ठेवलया ति ते ररिकोण 

तंतोतंत जुळणयाि नयाहीत. महणजे रवरशष्ट पद्धतीनेच ते एकमेकयांशी जुळवले पयारहजेत. ही जुळवण्याची पद्धत 

एकयास-एक सं् तीने दयाखवली जयाते. रिंदू A ची सं्ती रिंदू P शी आहे, हे A «	 P असे रलरहतयात. ्ेथे, 

A «	P, B «	Q, C «	R अशया सं्तीत ते ररिकोण एकरूप आहेत. ्या पद्धतीने ररिकोण एकरूप झयाले 

की ÐA @ ÐP, ÐB @ ÐQ, ÐC @ ÐR तसेच िेख AB @ िेख PQ, िेख BC @ िेख QR,  

कृती : शेजयािील आकृत्या पयाहया. पयािदशगिक ट्ेरसं् पेपिवि  

D ABC कयाढून घ्या व तो कया्द D PQR वि ठेवून 

पयाहया. रिंदू A हया रिंदू P वि, रिंदू B हया रिंदू Q वि आरण 

रिंदू C हया रिंदू R वि ठेवून पयाहया. दोनही ररिकोण तंतोतंत 

जुळतयात, महणजेच ते एकरूप आहेत हे रदसेल.

कृतीमध्े D ABC हया D PQR वि ठेवण्याची एक 

13 ररिकोरांची एकरूपता
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िेख CA @ िेख RP ्या सहया एकरूपतया रमळतयात महणून D ABC व D PQR हे ABC «	PQR ्या सं् तीत 

एकरूप  आहेत  असे  महणतयात  व D  ABC @ D	  PQR असे रलरहतयात. अशया रलरहण्यामध्े A «	P, 

B «	Q, C «	R ही रशिोरिंदूंची एकयास एक सं्ती व त्यांमुळे रमळणयाऱ्या विील सहया एकरूपतया ्यांचया 

अंतभयागिव होतो, महणून दोन ररिकोण एकरूप आहेत हे रलरहतयानया रशिोरिंदूंचया रिम एकरूपतेची एकयास एक सं्ती 

पयाळतो ्याकडे लक् द्यावे.

चला, चचागि करूया.

D	ABC	आरण D PQR ्या एकरूप ररिकोणयांचे एकरूप घटक सयािख्या खुणयांनी दयाखवले आहेत. 
अरनल, िेहयानया व सिुरजत ्यांनी ्या 

ररिकोणयांच्या एकरूपतेचे लेखन पुढीलप्रमयाणे 

केले होते. 

अरनलचे लेखन ः D	ABC	 @ D QPR

िेहयानयाचे लेखन ः D	BAC	 @ D PQR

सुिरजतचे लेखन ः D	ABC	 @ D PQR

्यांपैकी कोणते लेखन ििोिि आहे 

आरण कोणते चूक आहे? चचयागि 

किया.

सोडवलेली उदाहररे

उदा. (1) शेजयािच्या आकृतीतील ररिकोणयांचे सयािख्या खुणयांनी  

  दयाखवलेले घटक एकरूप आहेत. 

  (i) रशिोरिंदूच्या ज्या एकयास एक सं् तीने हे ररिकोण  

   एकरूप होतयात त्या सं् तीत ररिकोणयांची  

   एकरूपतया दोन प्रकयािे रलहया. 
  (ii) D	XYZ @ D	STU हे लेखन ििोिि आहे की चूक, हे सकयािण रलहया.

उकल ः रनिीक्णयावरून रदलेले ररिकोण STU «	XZY ्या एकयास एक सं्तीत एकरूप आहेत. 

  (i) एक प्रकयाि ः D	STU @ D	XZY, दुसिया प्रकयािः D	UST @ D	YXZ

  हीच एकरूपतया आणखी वे् वे्ळ्या प्रकयािे रलरहण्याचया प्र्तन किया. 

  (ii) ्या ररिकोणयंाची एकरूपतया D	XYZ @  D	STU अशी रलरहली, ति ियाजू ST @ ियाजू XY  

  असया अथगि होईल, आरण ते चूक आहे.

  \	D	XYZ @ D	STU हे लेखन चूक आहे. 
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	 	 (D	XYZ @ D	STU ्या लेखनयामुळे आणखीही कयाही चुकया होतयात. त्या रवद्याथयाांनी शोधयाव्यात.  

  पिंतु उतति कया चूक आहे, हे सयां्ण्यासयाठी कोणतीही एक चूक दयाखवणे पिुेसे असते.)

उदा. (2) पुढे रदलेल्या आकृतीत, ररिकोणयांच्या जोडीतील सयािख्या खुणयांनी दयाखवलेले घटक एकरूप आहेत.  

  त्या ररिकोणयांच्या रशिोरिंदूंच्या कोणत्या एकयास-एक सं् तीत ररिकोण एकरूप होतील हे सयां्या व  

  ररिकोणयांची एकरूपतया रचनहयाने दशगिवया. 

उकल ः D	ABD आरण D	ACD ्यांमध्े ियाजू AD 

  हया सयामयाईक िेषयाखंड आहे.

  प्रत्ेक िेष्यायाखंड सवतःशी एकरूप असतो.

  सं्ती ः A «	A, B «	C, D «	D.  D	ABD @  D	ACD

  टीप ः सयामयाईक ियाजूवि ‘ ∼ ’ अशी खूण किण्याची पद्धत आहे. 

जारून घेऊया.

एखयाद्या जोडीतील ररिकोण एकरूप आहेत हे दयाखवण्यासयाठी सवगि सहया घटकयांची एकरूपतया दयाखवण्याची 

आवश्कतया नसते. एकया ररिकोणयाचे तीन रवरशष्ट घटक दुसऱ्या ररिकोणयाच्या सं्त घटकयांशी एकरूप असतयात, 

तेवहया उिलेल्या तीन घटकयांच्या जोड्याही पिसपियांशी एकरूप असतयात, महणजे ते रवरशष्ट तीन घटक एकरूपतेची 

कसोटी रनष्शचत कितयात.

आपण कयाही ररिकोण िचनया किया्लया रशकलो आहोत. जे तीन घटक रदले असतया ररिकोणयाची एकमेव 

आकृती कयाढतया ्ेते, तेच घटक एकरूपतेच्या कसोटया रनष्शचत कितयात, हे आपण पडतयाळून पयाहू.

(1) दोन बाजू आरर समारवष्ट कोन : बाकोबा कसोटी

 ियाजूंच्या दोन जोड्या एकरूप असतील आरण  

 त्यांनी समयारवष्ट केलेले कोनही एकरूप असतील  

 असे D	ABC आरण D	LMN कयाढया.

	 D	ABC व D	LMN मध्े l(AB) = l(LM), l(BC) = l(MN), mÐABC = mÐLMN   

 D	ABC हया ट्ेरसं् पेपिवि कयाढून घ्या व ट्ेरसं् पेपि D	LMN वि असया ठेवया की, रशिोरिंदू A  

 हया रशिोरिंदू L वि, ियाजू AB ही ियाजू LM वि, ÐB हया ÐM वि आरण ियाजू BC ही  

 ियाजू MN वि पडेल. D	ABC @ D	LMN आहे हे रदसून ्ेईल.   
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(2) तीन सं्त बाजू : बाबाबा कसोटी

l(PQ) = l(XY), l(QR) = l(YZ), l(RP) = l(ZX) 

असे ररिकोण D	PQR व D	XYZ कयाढया. 

ट्ेरसं् पेपिवि D	PQR कयाढून तो D	XYZ वि 

(4) कोकोबा (रकंवा बाकोको) कसोटी :

दोन ररिकोणयांतील सं् त कोनयांच्या दोन जोड्या एकरूप असतील, ति उिलेले कोन एकरूप असतयात; कयािण 

प्रत्ेक ररिकोणयातील तीनही कोनयांच्या मयापयांची िेिीज 180° असते. महणून कोणतेही दोन कोन व एकया कोनयाची 

ल्तची ियाजू दुसऱ्या ररिकोणयातील दोन कोन व सं्त ियाजू ्यांच्याशी एकरूप असतील, ति कोियाको कसोटीची 

अट पुिी होते व ते ररिकोण एकरूप असतयात.

(5) काटकोन ररिकोरांची करगिभुजा कसोटी

कयाटकोन ररिकोणयाचया कणगि व एक भुजया रदली असतया एकमेव 

ररिकोण कयाढतया ्ेतो. एकया कयाटकोन ररिकोणयाचया कणगि व एक 

भुजया दुसऱ्या कयाटकोन ररिकोणयाच्या सं्त घटकयांशी एकरूप 

असलेले दोन कयाटकोन ररिकोण कयाढया. वि रदलेल्या िीतीप्रमयाणे 

ते एकरूप आहेत हे पडतयाळया.  

(3) दोन कोन आरर समारवष्ट बाजू : कोबाको कसोटी

D	XYZ आरण D	DEF असे कयाढया की, 

l(XZ) = l(DF), Ð	X @	ÐD आरण Ð	Z @	ÐF

ट्ेरसं् पेपिवि D	XYZ कयाढून तो पेपि D	DEF 
वि ठेवया. X «	D, Y « E, Z « F ्या सं्तीनुसयाि D XYZ @	D	DEF असे रदसेल.

सोडवलेली उदाहररे 

उदा. (1) पुढील आकृत्यांतील ररिकोणयांच्या प्रत्ेक जोडीत सयािख्या खुणयांनी दयाखवलेले घटक एकरूप आहेत.  

  प्रत्के जोडीतील ररिकोण कोणत्या कसोटीनुसयाि आरण रशिोरिंदूंच्या कोणत्या एकयास एक सं् तीनुसयाि  

  एकरूप होतयात, हे रलहया. 
(i) (ii)

P «	X, Q «	Y, R «	Z अशया एकयास एक सं्तीने ठेवया. D PQR @	D	XYZ हे रदसून ्ेईल.
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उकल ः (i) िया-िया-िया कसोटीने PQR « UTS ्या सं्तीनुसयाि 

  (ii) को-िया-को कसोटीने DBA « DBC ्या सं् तीनुसयाि

उदा. (2) पुढील आकृत्यांतील ररिकोणयांच्या प्रत्ेक जोडीतील समयान खुणयांनी दयाखवलेले घटक एकरूप आहेत.  

  प्रत्ेक आकृतीखयाली ररिकोणयांच्या एकरुपतेची कसोटी रलरहली आहे. त्या कसोटीने ररिकोण  

  एकरूप होण्यासयाठी आणखी कोणती मयारहती देणे आवश्क आहे आरण ती मयारहती रदल्यावि ररिकोण  

  रशिोरिंदूंच्या कोणत्या एकयास सं्तीने एकरूप होतील, हे रलहया. 

उकल ः (i) रदलेले ररिकोण हे कयाटकोन ररिकोण आहेत. त्यांच्या एकेक ियाजू एकरूप आहेत. महणून त्यांचे  

   िेख LN व EF हे कणगि एकरूप आहेत, ही मयारहती देणे आवश्क आहे. ही मयारहती रदल्यावि  

   LMN «	EDF ्या सं्तीत  ररिकोण एकरूप होतील. 

  (ii) आकृतीतील ररिकोणयांची िेख CA ही भुजया सयामयाईक आहे महणून Ð	DCA @	Ð	BAC ही  

   मयारहती देणे आवश्क आहे. ही मयारहती रदल्यावि  DCA «	 BAC ्या सं् तीत ररिकोण  

   एकरूप होतील.

                                 सरावसंच 13.1

1. पुढील आकृत्यांतील ररिकोणयांच्या प्रत्ेक जोडीत सयािख्या खुणयांनी दयाखवलेले घटक एकरूप आहेत.  

 प्रत्ेक जोडीतील ररिकोण कोणत्या कसोटीनुसयाि आरण रशिोरिंदूच्या कोणत्या एकयास एक सं् तीनुसयाि  

 एकरूप होतयात, हे रलहया. 

(i)

(i)

(ii)

(ii) (iii)

(v)(iv)

कणगिभुजया कसोटी कोियाको कसोटी
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हे मला समजले.

(1) िा-को-िा कसोटी ः जर एका बरिकोणाच्या दोन बाजू व त्यांनी समाबवष्ट केलेला कोन हे दुसऱ्या  

 बरिकोणाच्या दोन संगत बाजू त्यांनी समाबवष्ट केलेला कोन ्यांच्याशी एकरूप असतील, तर ते बरिकोण  

 परसपरांशी एकरूप असतात.

(2) िा-िा-िा कसोटीः जर एका बरिकोणाच्या तीन बाजू ह्ा दुसऱ्या बरिकोणाच्या तीन संगत बाजूंशी एकरूप  

 असतील, तर ते दोन बरिकोण एकमेकांशी एकरूप असतात. 

(3) को-िा-को कसोटी ः जर एका बरिकोणाचे दोन कोन व त्यांनी समाबवष्ट केलेली बाजू हे दुसऱ्या बरिकोणाचे  

 दोन संगत कोन आबण त्यांनी समाबवष्ट केलेली बाजू ्यांच्याशी एकरूप असतील, तर ते दोन बरिकोण  

 एकमेकांशी एकरूप असतात. 

(4) को-को-िा कसोटी : जर एका बरिकोणाचे दोन कोन व त्यांच्यात समाबवष्ट नसलेली एक बाजू हे  

 दुसऱ्या बरिकोणाचे संगत कोन आबण त्यांच्यात समाबवष्ट नसलेली संगत बाजू ्यांच्याशी एकरूप असतील,  

 तर ते दोन बरिकोण परसपरांशी एकरूप असतात. 

(5) कण्म-भुजा कसोटी ः जर एका काटकोन बरिकोणाचा कण्व आबण एक बाजू हे दुसऱ्या काटकोन बरिकोणाचा  

 कण्व आबण संगत बाजू ्यांच्याशी एकरूप असतील, तर दोन बरिकोण परसपरांशी एकरूप असतात.

सोबतची आकृती पाहा. D	ABC आबण D	ABD ्यांमध्ये, 

बाजू AB सामाईक आहे. बाजू BC @	  बाजू BD, Ð	A हा 

सामाईक कोन आहे, परंतु त्या बाजूंनी समाबवष्ट केलेला तो 

कोन नाही. महणजे एका बरिकोणाचे तीन घटक दुसऱ्या बरिकोणाच्या 

संगत घटकांशी एकरूप आहेत, परंतु ते बरिकोण एकरूप नाहीत. 

्यावरून, एका बरिकोणाच्या दोन बाजू आबण त्यांनी समाबवष्ट न केलेला कोन हे दुसऱ्या बरिकोणाच्या 

संगत घटकांशी एकरूप असतील, तर दोन बरिकोण एकरूप असतीलच असे नाही. 

अत्धक मात्हतीसाठी 

एका बरिकोणाच्या दोन बाजू आबण त्यांनी समाबवष्ट न केलेला कोन दुसऱ्या बरिकोणाच्या संगत घटकांशी 

एकरूप असेल, तर ते दोन बरिकोण परसपरांशी एकरूप असतील का? 

A

3 सेमी

3 सेमी

4.5 सेमी
41° B

C

D
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उदा. (1)	 आकृती	 मध्ये,	c	 ABCD	 च्या	 एकरूप	 बयाजू,	 

सयारख्या	 खुणयांनी	 दयाखवल्या	 आहयेत.	 ्या	 आकृतीत	 

	 एकरूप	कोनयांच्या	जोड्या	आहयेत	कया,	 हये	 शोधया.

उकल ः D ABD	आणण	D CBD	मध्ये,	  
बयाज	ूAB	@ बयाज	ूCB	 .....	 (णदलयेलये	आहये)		

बयाज	ूDA	@ बयाज	ूDC	 .....	 (णदलयेलये	आहये)	

बयाज	ूBD	ही	सयामयाईक	आहये.	

2«. 	 	 	 सोबतच्या	आकृतीत,	 रयेख	 AD	@	 रयेख	 EC	आहये	 

	 	 आणखी	कोणती	मयाणहती	 णदली	असतया	D ABD	व	 
  D EBC	बयाकोको	कसोटीनये	 एकरूप	होतील	?

.....(एकरूप

णरिकोणयांचये	

संगत	कोन)

}

ÑÑÑ

उत्तरसूची
सरावसंच 13.1    1.	(i)	बयाकोबया,	XWZ	↔	YWZ				(ii)	कण्णभुजया	KJI	↔	LJI	
(iii) बयाबयाबया	HEG	↔	FGE			(iv)	कोबयाको	SMA	↔	OPT			(v)	बयाकोको	णकंवया	कोबयाको MTN	↔	STN
सरावसंच 13.2   1.	(1)	D MST	@ D TBM	-	कण्णभुजया,	बयाजू	ST	@	बयाजू	MB,
Ð SMT	@ Ð BTM,	Ð STM	@ Ð BMT	 (2)	D PRQ @ D TRS	-	बयाकोबया,
बयाज	ूPQ	@	बयाजू	TS,	Ð RPQ @ Ð RTS,	Ð PQR @ Ð TSR
(3) D DCH	@ D DCF	-		बयाकोको	णकंवया	कोबयाको,	Ð DHC	@ Ð DFC,
बयाज	ूHC	@	बयाजू	FC
2. Ð ADB @ Ð CEB	आणण	Ð ABD @ Ð CBE		णकंवया	Ð DAB @ Ð ECB	आणण	Ð ABD @ Ð CBE

\ D ABD @ D CBD	.........	(बया-बया-बया	
कसटनुसयार)

   Ð ABD @ Ð CBD

   Ð ADB @ Ð CDB 

\ D ABD @ D CBD	 .......	 (बया-बया-बया	कसोटीनुसयार)
Ð BAD @ Ð BCD

सरावसंच 13.2

1. पुढीलपैकी	प्रत्येक	जोडीतील	णरिकोणयांत	सयारख्या	खुणयांनी	दयाखवलयेलये	घटक	एकरूप	आहयेत.	प्रत्येक	जोडीतील

णरिकोण,	णशरोणबंदूच्या	कोणत्या	संगतीनये	आणण	कोणत्या	कसोटीनये	एकरूप	आहयेत	हये	णलहया.	प्रत्येक	जोडीतील

णरिकोणयांचये	 उरलयेलये	 संगत	 एकरूप	घटक	 णलहया.
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