
“கணிதவியலானது மனித உணர்வின் மிகவும் அழகான மற்றும் 
சக்திவாய்நத படைபபாகும்”

-  ஸ்டீபன் பானாக்

10.1 அறிமுகம் மற்றும் பாட வளர்ச்சி
        (Motivation and Early Developments)

 அன்றாட வறாழ்க்கையில் 
	 ●	 எறியப்படட ப்பறாருள், விணபவளி்ககைலன, து்ை்க்கைறாள் மற்றும் ்கைறாள்கைள் ஆகியவற்றின 

இய்ககைப்பறா்ை
	 ●	 மினசுற்றில் உள்்ள மினனூடடம் அல்லது மின்னறாடடம்
	 ●	 ஒரு ்கைறால் அல்லது ்பல்கை வழியறாகை ஏற்்படும் பவப்ப்ககைடதைல்
	 ●	 ஒரு கைம்பி அல்லது பமல்லிய ்ைறாலில் ஏற்்படும் அதிர்வுகைள்
ஆகியவற்்் கைை்ககிடும் நிகைழவுகை்்ள்க கைருது்வறாம். இது்்பறான் நிகைழவுகை்்ள கைணிைவியல் 
சமன்பறாடுகை்ளறாகை உருவறா்ககும்்்பறாது சில அறிவியல் விதிகைளின அடிப்ப்டயில் வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாடுகைள் உருவறாகின்ன. இவ்விதிகைள் ஒனறு அல்லது அைற்கு ்மற்்படட அ்ளவுகைளின மற்் 
அ்ளவுகை்்ளப ப்பறாருதது மறாறுவீைஙகை்்ள (வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள) உள்்ளட்ககியுள்்ளது. ஆகை்வ, இநை 
அறிவியல் விதிகைள் வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள உள்்ளட்ககிய கைணிைவியல் சமன்பறாடுகை்ளறாகை அைறாவது 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்ளறாகை அ்மகின்ன.
 வடிவ்ககைணிைம், இயநதிரவியல், இயற்பியல், ்வதியியல் மற்றும் ப்பறாறியியல் ஆகிய ்பறாடஙகைளில் 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் அதிகை அ்ளவில் ்பயன்படுதைப்படுகின்ன. முந்ைய வகுபபுகைளில் 
மறாறுவீைஙகை்்ளப ்பற்றி ்படிததுள்்்ளறாம். இது கைை்ேர மறாறுவீைம் எனவும் அ்ை்ககைப்படும். இை்ன 
dy
dx

 என்ககுறிபபிடு்வறாம்.

 ஒரு சில அறியப்படறாை சறார்புகைளு்ககும் அவற்றின மறாறு வீைஙகைளு்ககும் இ்ட்யயுள்்ள 
பைறாடர்புகை்்ள கீ்ை கைறாண்்பறாம்.
 (a) x ஐப ப்பறாருதது y இன மறாறுவீைம் y ்ககு ்ேர் விகிைததில் உள்்ளது:

   
dy
dx

 =  ky .

 (b) x ஐப ப்பறாருதது y இன மறாறுவீைம் y2 மற்றும் x இன ப்பரு்ககைல் ்பலனு்ககு ்ேர்விகிைததில் 
உள்்ளது :

   
dy
dx

 =  ky x2 .

 (c) x ஐப ப்பறாருதது y இன மறாறுவீைம் y ்ககு எதிர் விகிைததில் உள்்ளது:

   
dy
dx

 =  
k
y .
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152XII - கணிதவியல்

 (d)  xஐப ப்பறாருதது y இன மறாறுவீைம்  y2 ்ககு ் ேர்விகிைததிலும் மற்றும் x ்ககு எதிர் விகிைததிலும் 

உள்்ளது :

   dy
dx

 =  k y
x

2

.

 ஓர் அறியப்படறாை சறார்பின ஒனறு அல்லது அைற்கு ்மற்்படட வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள உள்்ளட்ககிய 
ஒரு சமன்பறாடு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 
 ப்பறாதுவறாகை ்ேரமறானது சறாரறா மறாறியறாகை எடுதது்க பகைறாள்்ளப்படும்.
 ே்டமு்் வறாழ்க்கை நிகைழவுகைளில் கைணிை மு்்கை்்ளப ்பயன்படுதை 
்வணடும். ப்பரும்்பறாலறான ே்டமு்்்க கைை்ககுகைள் மறாறும் அ்ளவுகைளு்ககு 
இ்ட்யயுள்்ள பைறாடர்புகை்்ள வி்ள்ககுவைறாகை்வ அ்மநதுள்்ளன. மறாறு 
வீைஙகைள் கைணிைவியலில் வ்கை்கபகைழு்ககை்ளறால் குறிபபிடப்படுவைறால் 
கைணிைவியல் மறாதிரிகைள் ஓர் அறியறாை சறார்பின ஒனறு அல்லது அைற்கு ்மற்்படட 
வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள உள்்ளட்ககிய சமன்பறாடுகை்ளறாகை கைறாைப்படுகின்ன.
 அதை்கைய சமன்பறாடுகைள் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்ளறாகும். அறிவியல், 
ப்பறாறியியல் ்்பறான் ்படிபபுகைளில் இயற்பியல் விதிகைளும் மற்றும் பைறாடர்புகைளும் 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்ளறாகை வடிவ்ம்ககைப்படுவைறால், இப்படிபபுகைளில் 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் அதிகை மு்ககியததுவம் வறாயநைைறாகை கைருைப்படுகின்ன. ம்ககைள் பைறா்கை 
ப்பரு்ககைம் அல்லது கைதிர்வீச்சு சி்ைவு ்்பறான்வற்்் உள்்ளட்ககிய கைணிைவியல் மறாதிரிகை்்ள 
உருவறா்ககும்்்பறாது வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் மிகைவும் ்பயனுள்்ளைறாகின்ன. ்மலும் உயிரியல் 
மற்றும் ப்பறாருளியியல் சறார்நை ்படிபபுகைள் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின ்பயன்பறாடினறி 
முழு்மய்டயறாது.
 வடிவ்க கைணிைம் மற்றும் இயற்பியல் ஆகியவற்றில் உள்்ள கைை்ககுகைளின தீர்வுகை்்ள்க கைறாண்பைற்கு 
நியூடடன மற்றும் லீபினிடஸ் ஆகி்யறாரறால் நுணகைணிைததுடன கைணடுபிடி்ககைப்படடதுைறான 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்ளறாகும்.
 ப்பர்்னறாலி குடும்்பம், ஆயலர் மற்றும் ்பலரறால்  ் மம்்படுதைப்படட நியூட்டறானியன இயற்பியலில் 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் மிகை மு்ககிய ்பஙகைறாற்றியது. ேறாம் அன்றாட வறாழ்க்கையில் ்பயன்படுததும் 
அ்ல்்பசி, மகிழவுநது, வறானூர்தி, இ்ையை்ளம், வறானி்ல முனனறிவிபபு, சுகைறாைறார ்மம்்பறாடு 
்்பறான்வற்றின ்பயன்பறாடடில் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு அவசியமறாகி்து.
 இநை அததியறாயததில், முைல் வரி்ச சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் ்பற்றியும் அவற்றின 
தீர்வுகை்்ள்க கைறாணும் சில வழிமு்்கை்்ளப ்பற்றியும் கைறாண்்பறாம்.

கற்்றலின ந�ாககஙகள்

இப்பறாடப்பகுதி்ய கைற்்பின பினவருவனவற்்் மறாைவர்கைள் அறிநதிருப்பர்
	 ●	 வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ள வ்கைப்படுததுைல்
	 ●	 வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ள அ்மதைல்
	 ●	 வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின வரி்ச மற்றும் ்படி கைறாைல்
	 ●	 மறாறிகை்்ளப பிரிதைல், பிரதியிடல், பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி கைறாைல் ் ்பறான் வழிமு்்கை்்ளப 

்பயன்படுததி வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின தீர்வு கைறாைல்
	 ●	 வறாழவியல் கைை்ககுகைளில் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ளப ்பயன்படுததுைல்,

ஜ�ாஹன் பபரஜனாலி

(1667-1748)
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சாதாரண வகைக்ைழுச் சமன்ாடுைள்153

10.2 வககக்கழுச் சமனபாடு, வரிகச மற்றும் படி
        (Differential Equation, Order, and Degree)
வகரயக்ற 10.1

 ஏ்ைனும் ஒரு சமன்பறாடு ஒரு சறார்பின கு்்நை்படசம் ஒரு சறாைறாரை வ்கை்கபகைழு அல்லது 
்பகுதி வ்கை்கபகைழு்வயறாவது பகைறாணடிரு்ககுமறானறால் அச்சமன்பறாடு வடகக்்கழுச் சமன்பாைாகும். 

 எடுதது்ககைறாடடறாகை, y f x= ( ) , இஙகு y  ஆனது ஒரு சறார்நை மறாறி ( f  என்பது பைரியறாை ஒரு சறார்பு)  

மற்றும் x  என்பது ஒரு சறாரறாமறாறி எனகை. பினபு,

 (1) dy
dx

= 0  என் சமன்பறாடு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 

 (2) dy
dx

x= sin  என் சமன்பறாடு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 

 (3) dy
dx

y x� � �7 5 என் சமன்பறாடு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 

 (4) d y
dx

dy
dx

y x
2

2
� � � sin  என் சமன்பறாடு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 

 (5) e x x
dy
dx � �ln , 0  என் சமன்பறாடு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 

 (6) tan� � �
�

�
�

�

�
� �

1
2

2

2 2
d y
dx

y x dy
dx

 என் சமன்பறாடு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். 

வகரயக்ற 10.2

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில் கைறாைப்படும் மிகை உயர்நை வ்கை்கபகைழுவின வரி்ச்ய 
அச்சமன்பறாடடின வரி்ச (order) ஆகும்.

 ஆகை்வ, ஒரு சமன்பறாடடில் கைறாைப்படும் அறியறாை சறார்பின மிகை உயர்நை வரி்சயு்டய 
வ்கை்கபகைழு k ஆவது வ்கை்கபகைழு எனில், அவ்வ்கை்க பகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச k ஆகும். இஙகு 
k என்பது ஒரு மி்கை முழு எணைறாகும்.

 எடுதது்ககைறாடடறாகை, 
d y
dx

d y
dx

dy
dx

3

3

2

3 2

2
3 5 4 0

�

�
�

�

�
� � � � �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 

மூனறு ஆகும்.

வகரயக்ற 10.3 (வககக்கழுச் சமனபாட்டின படி)

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வ வடிவில் எழுை இயலுபமனில், 
அச்சமன்பறாடடில் ்ைறானறும் மிகை உயர்நை வரி்சயு்டய வ்கை்கபகைழுவின முழு எண ்படி்ய 
அச்சமன்பறாடடின ்படி எனப்படும்.

 மறா்றாகை, ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வ வடிவில் எழுைப்படும் ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு பினவரும் 
நி்பநை்னகை்்ள நி்்வு பசயயுமறானறால், அச்சமன்பறாடடில் ்ைறானறும்  மிகை உயர்நை வரி்சயு்டய 
வ்கை்கபகைழுவின அடு்ககு அவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ்படி எனப்படும்.
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 (i) சமன்பறாடடில் உள்்ள அ்னதது வ்கை்கபகைழு்ககைளின அடு்ககுகைளும் பினனஙகை்ளற்்ைறாகை 
இரு்ககை ்வணடும்.

 (ii) மிகை உயர்நை வரி்ச பகைறாணட வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள மறாறியறாகை்க பகைறாணட ஆழநி்லச் 
சறார்பு, மு்க்கைறாைவியல் சறார்பு, விஞ்சிய அல்லது ்படி்ககுறிச் சறார்பு ்்பறான் சறார்புகை்ளறாகை 
இரு்ககை்ககூடறாது. உயர்நை வரி்ச உ்டய வ்கை்கபகைழு்வ்க பகைறாணட எநைபவறாரு உறுபபின 
பகைழுவும் x, y அல்லது கு்்வறான வரி்ச்க பகைறாணட வ்கை்கபகைழு ஆகியவற்றில் ஒனறி்ன 
மறாறியறாகை்க பகைறாணட சறார்்பறாகை இரு்ககைலறாம். ஆனறால், வ்கை்ககைழு்ககை்்ள மறாறியறாகை்க பகைறாணட 
விஞ்சிய மு்க்கைறாைவியல், ்படி்ககுறி, மட்க்கைச் சறார்புகை்ளறாகை இரு்ககை்ககூடறாது.

 ்மற்கூ்ப்படட நி்பநை்னகைளில் ஒனறு அல்லது அைற்கு ்மற்்படட நி்பநை்னகை்்ள ஒரு 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு நி்்வு பசயயவில்்ல எனில், ் மற்கூ்ப்படட அ்னதது   நி்பநை்னகை்்ளயும் 
நி்்வு பசயயும் வ்கையில் ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வ வடிவததிற்கு அவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட 
மறாற்றி அ்ம்ககை ்வணடும்.

 ஒரு வடகக்்கழுச் சமன்பாடடை மிக உயர்்நத வரிடசக் ்காணை வடகக்்கழுடவ 
முதன்டம உறுபபாகக் ்காணை பல்லுறுபபுக் ககாடவச் சமன்பாைாக எழுத இயலவில்டல எனில் 
அச்சமன்பாடடின் படிடய வடையறுக்க முடியாது.

 வவ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ்படி கைறாண்பைற்கைறான நி்பநை்னகைளில், கூ்ப்படடுள்்ள 
நுணு்ககைஙகை்்ள சரியறாகை புரிநது பகைறாள்்ளவில்்ல எனில், அவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ்படி்ய 
தீர்மறானிப்பது அவ்வ்ளவு எளிைறானைறாகை இரு்ககைறாது. ஆகை்வ, கீ்ை பகைறாடு்ககைப்படடுள்்ள வி்ள்ககை 
எடுதது்ககைறாடடுகைளில் விவரி்ககைப்படடுள்்ள மு்்கை்்ள கைவனிதது வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின 
்படி கைறாணும் நுட்பஙகை்்ள அறிநது பகைறாள்்ளலறாம்.

படி காணபதற்கான விளகக எடுத்துககாட்டுகள் :

 (1) 3 2

3 2

2

2y dy
dx

d y
dx

x�
�
�

�
�
� � � sin எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைருது்வறாம்.

  இச்சமன்பறாடடில் இடம் ப்பற்றுள்்ள மிகை உயர்நை வ்கை்கபகைழுவின வரி்ச 2, மற்றும் அைன 
அடு்ககு 1 ஆகும். ஆகை்வ, இவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 2 மற்றும் ்படி 1 ஆகும்.

 (2) 1

2 3

3
� �
�
�

�
�
� �

dy
dx

y d y
dx

 எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட கைருது்வறாம்.

  இச்சமன்பறாடு பினன அடு்ககுகை்்ளப ப்பற்றுள்்ளைறால், முைலில் பினன அடு்ககுகை்்ள நீ்ககை 
்வணடும். ஆகை்வ, சமன்பறாடடின இருபு்மும் வர்்ககைம் கைறாை, ேறாம் ப்பறுவது 

1

2

2
3

3

2

� �
�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
�

dy
dx

y d y
dx

.

  இபப்பறாழுது, இச்சமன்பறாடடில் இடம்ப்பற்றுள்்ள மிகை உயர்நை வ்கை்கபகைழுவின வரி்ச 3 
எனவும் அைன அடு்ககு 2 எனவும் பைளிவறாகை்க கைறாணகி்்றாம். ஆகை்வ இவ்வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாடடின வரி்ச 3 மற்றும் ்படி 2 ஆகும்.

 (3) sin
dy
dx

d y
dx

x�
�
�

�
�
� � � �

2

2
3 0  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட கைருது்வறாம்.

  இஙகு மிகை உயர்நை வ்கை்கபகைழுவின வரி்ச 2 மற்றும் இவ்வ்கை்கபகைழு எநை சறார்பிலும் 
உள்்ளடஙகியைறாகை இல்்ல. என்வ, இவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 2 ஆகும். 
்மலும், இச்சமன்பறாடு வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள பகைறாணட ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வச் சமன்பறாடல்ல. 
ஆகை்வ, இச்சமன்பறாடடின ்படி வ்ரயறு்ககைப்படவில்்ல.
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 (4) e x dy
dx

d y
dx

2

2

2� �sin( )  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைருதுகை. இச்சமன்பறாடடில் 

கைறாைப்படும் மிகை உயர்நை வ்கை்கபகைழுவின வரி்ச 2 மற்றும் இவ்வ்கை்கபகைழு ்படி்க குறிச் 

சறார்பின மறாறியறாகை உள்்ளது. ்மலும், இச்சமன்பறாட்ட 
d y
dx

2

2  னும் வ்கை்கபகைழு்வ 

முைன்ம உறுப்பறாகை்க பகைறாணட ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வயறாகை எழுை முடியறாது. என்வ, 
இச்சமன்பறாடடின ்படி்ய வ்ரயறு்ககை இயலறாது. இச்சமன்பறாடடின வரி்ச 2 ஆகும்.

 (5) பினவரும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளு்ககு ்படி கைறாை இயலறாது.

  (i) e dy
dx

dy
dx � � 0        (ii) log

d y
dx

dy
dx

2

2
0

�

�
�

�

�
� � �          (iii) cos

d y
dx

d y
dx

3

3

2

2
2 0

�

�
�

�

�
� � � .

 (6) 10 7 5 04 5( ) ( ) sin( )��� � �� � � � �y y y  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 3 ஆகும். 

ஆனறால், இச்சமன்பறாடடின ்படி வ்ரயறு்ககைப்படவில்்ல.
 (7) cos( ) sin� ��� � �� � � �y y y y x5 7  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 3 ஆகும். ஆனறால், 

இச்சமன்பறாடடின ்படி வ்ரயறு்ககைப்படவில்்ல.

குறிப்புகர

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ்படி எபப்பறாழுதும் ஒரு மி்கை முழு எணைறாகை இரு்ககும்   
என்ப்ை கைவனததில் பகைறாள்கை.

எடுத்துககாட்டு 10.1 
 பினவரும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின வரி்ச மற்றும் ்படி (இருபபின) ஆகியவற்்்்க 
கைறாணகை:

 (i) dy
dx

x y� � � 5   (ii) d y
dx

dy
dx

y x
4

4

3 7

4 6 5 3
�

�
�

�

�
� � �

�
�

�
�
� � � cos

 (iii) d y
dx

dy
dx

x d y
dx

2

2

2

2
2

2
3� �
�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
�log   (iv) 3 4

2

2

2
3

2d y
dx

dy
dx

�

�
�

�

�
� � � �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

 

 (v) dy xy x dx� �� � �cos 0  

தீர்வு

 (i) இச்சமன்பறாடடில் கைறாைப்படும் மிகை உயர்நை வரி்ச பகைறாணட வ்கை்கபகைழு 
dy
dx

 ஆகும். 

்மலும் இைன அடு்ககு 1 ஆகும். 
  என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 1 மற்றும் ்படி 1 ஆகும்

 (ii) இஙகு, மிகை உயர்நை வரி்ச பகைறாணட வ்கை்கபகைழு 
d y
dx

4

4  ஆகும். ்மலும், இைன அடு்ககு 3 
ஆகும்.

  என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 4 மற்றும் ்படி 3 ஆகும்.
 (iii) பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில் கைறாைப்படும் மிகை உயரநத வரி்ச பகைறாணட 

வ்கை்கபகைழு 
d y
dx

2

2  ஆகும். ்மலும், இைன அடு்ககு 1 ஆகும்.

  என்வ, இச்சமன்பறாடடின வரி்ச 2 ஆகும்.
  பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட அைனு்டய வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள்க பகைறாணடு 

்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வச் சமன்பறாடறாகை எழுை முடியறாது. ஆகை்வ, இச்சமன்பறாடடின ்படி 
வ்ரயறு்ககைப்படவில்்ல.
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 (iv) பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு  3 4
2

2

2
3

2d y
dx

dy
dx

�

�
�

�

�
� � � �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

  இருபு்மும் வர்்ககைம் கைறாை, ேறாம் ப்பறுவது  9 4
2

2

2 2
3

d y
dx

dy
dx

�

�
�

�

�
� � � �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

.

  இச்சமன்பறாடடில் உள்்ள மிகை உயர்நை வரி்சயு்டய வ்கை்கபகைழு 
d y
dx

2

2  ஆகும். இைன 

அடு்ககு 2 ஆகும்.
  என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச 2 மற்றும் ்படி 2 ஆகும்.

 (v) பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட 
dy
dx

xy x� � �cos 0  என எழுைலறாம்.  என்வ,

dy xy x dx� �� � �cos 0  என்பது ்படி 1 பகைறாணட முைல் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

பயிற்சி 10.1
 1. பினவரும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் ஒவ்பவறானறின வரி்ச மற்றும் ்படி (இரு்ககுமறானறால்) 

ஆகியவற்்்த தீர்மறானி்ககை.
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10.3  வககக்கழுச் சமனபாடுககள வககப்படுத்துதல்

          (Classification of Differential Equations)
வகரயக்ற 10.4:  (சாதாரண வககக்கழுச் சமனபாடு)

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ஒ்ரபயறாரு சறாரறா மறாறி்யப ப்பறாருதது ஒனறு அல்லது அைற்கு 
்மற்்படட சறார்புகைளின சறாைறாரை வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள்க பகைறாணடுள்்ளது எனில், அச்சமன்பறாடு 
சாதாைண வடகக்்கழுச் சமன்பாடு எனப்படும்.

வகரயக்ற 10.5:  (பகுதி வககக்கழுச் சமனபாடு)

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ஒனறு அல்லது அைற்கு ்மற்்படட சறார்புகைளின ்பகுதி 
வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள மடடும் பகைறாணடிரு்ககும் எனில், அச்சமன்பறாடு பகுதி வடகக்்கழுச் 
சமன்பாடு எனப்படும்.
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 எடுதது்ககைறாடடறாகை, அறியறாை சறார்பு y எனவும் சறாரறாமறாறி x எனவும் பகைறாள்கை. பினனர்
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x y� � �3 4  என்ப்வ சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடுகைளு்ககு சில உைறாரைஙகை்ளறாகும்.
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 என்ப்வ ்பகுதி வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடுகைளு்ககு சில உைறாரைஙகை்ளறாகும்.

 இநை அததியறாயததில் சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ளப ்பற்றி மடடும் கைறாண்்பறாம்.
 சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ள கேரியலான சறாைறாரை வ்கைபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் 
மற்றும் கேரியலற்்ற சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் என இரு ்வறு்படட பிரிவுகை்ளறாகை 
வ்கைப்படுதைலறாம்.

வகரயக்ற 10.6:  
 வரிடச n உடைய கேரியலான சாதாைண வடகக்்கழுச் சமன்பாடடின் ்பாது வடிவம்

 a x y a x y a x y a y g xn
n

n
n� � � � � � � � � � � � �� �
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'   ... (1)
ஆகும். இஙகு, பகைழு்ககைள் a x a x a x a xn n� � � � � � � � � ��0 0 1 1, , , ,  மற்றும் g x� �  என்பன சறாரறா மறாறி x
ஐப ப்பறாருதை சறார்புகை்ளறாகும் (பூச்சிய சறார்்்பயும் உள்்ளட்ககியது)

குறிப்பு

 (1) ்ேரியலறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளில், ஒரு சறார்பு y x( )  உடன அைன வ்கை்கபகைழு்ககைள் 
ப்பரு்ககைலறாகை இரு்ககைறாது. மற்றும் ஒரு சறார்பு அல்லது அைன வ்கை்கபகைழு்ககைளின அடு்ககு  
1 ஐ விட அதிகைமறாகை இரு்ககைறாது என்பது கைவனததில் பகைறாள்்ள ்வணடிய மு்ககியமறான 
குறிபபுகை்ளறாகும்.

 (2) ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளில் y ஐப ப்பறாருதை விஞ்சிய சறார்புகைள்       
(மு்க்கைறாைவியல், மட்க்கை ்்பறான்்வ) அல்லது அைனு்டய வ்கை்கபகைழு்ககைள் 
கைறாைப்படறாது.

 (3) ஒரு சறார்்்பறா அல்லது அைனு்டய வ்கை்கபகைழு்ககை்்ளறா மற்ப்றாரு சறார்பினுள் மறாறியறாகை 
உள்்ளடஙகி இரு்ககைறாது. உைறாரைமறாகை, ′y  அல்லது ey′ ்்பறான்்வ.

 (4) பகைழு்ககைள் a x a x a xn0 1 1� � � � � � ��, , ,  மற்றும் g x( )  ஆகிய்வ பூச்சிய அல்லது பூச்சியமற்் 
சறார்புகை்ளறாகை்வறா, மறாறிலி அல்லது மறாறிலிகை்ளற்் சறார்புகை்ளறாகை்வறா, ்ேரியலறான அல்லது 
்ேரியலற்் சறார்புகை்ளறாகை்வறா இரு்ககைலறாம். ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ்ேரியலறானைறா 
என்ப்ை உறுதிப்படுதை, ஒரு சறார்பு y x( )  மற்றும் அைனு்டய வ்கை்கபகைழு்ககைள் மடடு்ம 
்பயன்படுதைப்படுகின்ன.

வகரயக்ற 10.7:  
 கேரியல் அல்லாத ஒரு வடகக்்கழுச் சமன்பாடு ்ேரியலற்் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு 
எனப்படும்.

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில், y y y y n, , , , ( )′ ′′
  பகைழு்ககைளில் சறார்நை மறாறி y  அல்லது 

அைனு்டய வ்கை்கபகைழு்ககைள் அல்லது y y y y n, , , , ( )′ ′′
 , ( )′y 2  ்்பறான் அடு்ககுகைள் 

இடம்ப்பற்றிருநைறால் அவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ்ேரியலற்் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.
 எடுதது்ககைறாடடறாகை
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p x y q x� �( ) ( )  என்பன ்ேரியலறான சறாைறாரை 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்ளறாகும். ஆனறால் y dy
dx

x� �sin 0  என்பது ்ேரியல்்பற்் 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.
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158XII - கணிதவியல்

 (2) �� � � � �y x y xy x2 73 2  என்பது இரணடறாம் வரி்ச  

்ேரியலறான சறாைறாரை இரு்படி வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

 (3) �� � � �y y x  என்பது இரணடறாம் வரி்ச  

 ் ேரியலறான சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

 (4) y y x2 � � �  என்பது முைல் வரி்ச ்ேரியல்்பற்் 
சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

 (5) � �y x ysin( )  என்பது முைல் வரி்ச ் ேரியல்்பற்் சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

 (6) �� �y y xsin( )  என்பது இரணடறாம் வரி்ச ்ேரியலறான சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாடறாகும்.

வகரயக்ற 10.8:  
 சமன்பறாடு (1)இல் g x( ) = 0  எனில், அச்சமன்பறாடு சமபபடிததான சமன்பறாடு எனப்படும். 

அவ்வறாறில்்லபயனில் அச்சமன்பறாடு சமபடியற்்ற சமன்பறாடு எனப்படும்.
குறிப்புகர

 a x y x a x y x a x y x a x y xn
n

n
n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) '� � � � ��
�

1

1

1 0 0        …(2)

 எனும் சமன்பறாடடின இரணடு தீர்வுகைள் y x ii ( ), ,=1 2  எனில், 
 a x y x a x y x a x y x a x y xn i

n
n i

n
i i( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )� � � � ��

�
1

1

1 0 0 , ii �1 2,  ஆகும்.

 u x c y x c y x( ) ( ) ( )� �1 1 2 2 , இஙகு c1 , c2  என்பன ஏ்ைனும் இரு மறாறிலிகைள் எனகை. பினனர், u x( )  

என்பதும் சமன்பறாடு (2)-ன தீர்வறாகும் என்ப்ை எளிதில் சரி்பறார்்ககைலறாம்.
 ஆகை்வ, முைல் வரி்ச ்ேரியலறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட � � �y p x y f x( ) ( ) என 
எழுைலறாம். அவ்வறாறு எழுை முடியறாை முைல் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ்ேரியலற்்ைறாகும். 
y = 0   என்பது � � �y p x y( ) 0  எனும் சம்படிதைறான சமன்பறாடடின தீர்வு எனத பைளிவறாகை பைரிவைறால், 

இததீர்வி்ன பவளிப்ப்டத தீர்வு என அ்ை்ககி்்றாம். இச்சமன்பறாடடின மற்் தீர்வுகை்்ள 
பவளிப்ப்டயற்் தீர்வுகைள் என்்பறாம். இது ப்பறாதுவறான ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளு்ககும் 
உண்மயறாகும்.

10.4. வககக்கழுச் சமனபாடுகளின உருவாககம்

        (Formation of Differential Equations)
10.4.1  இயற்பியல் சூழ்நிகைகளிலிருந்து வககக்கழுச் சமனபாடுககள உருவாககுதல்

          (Formation of Differential equations from Physical Situations)
 அன்றாட வறாழ்க்கை நிகைழவுகைள் எவ்வறாறு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடு மறாதிரிகை்ளறாகை உருவறாகின்ன 
என்ப்ை விவரி்ககை ேறாம் சில மறாதிரிகை்்ள கைறாண்்பறாம்.

மாதிரி 1: (நியூட்டனின விதி)

 நியூடடனின இரணடறாம் இய்ககை விதிப்படி, m  எனும் 

மறா்றாை நி்் பகைறாணட ஒரு ப்பறாருளின மீது F  எனும் 

வி்ச பசயல்்படுவைறால் ஏற்்படும் கைை்ேர முடு்ககைம் a 
ஆனது F ma= எனும் சமன்பறாடடறால் ப்ப்ப்படுகி்து.
 ை்டயினறி விழும் ஒரு ப்பறாரு்ளறானது 
ை்ரமடடததிற்கு ்மல் h t( )  என் உயரததிலிருநது 
விடுவி்ககைப்படுகி்து. 
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 பினனர், நியூடடனின இரணடறாவது விதியறானது m d h
dt

f t h t dh
dt

2

2
� � ��

�
�

�
�
�, ,  எனும் வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடடறால் விவரி்ககைப்படுகி்து. இஙகு  m  என்பது ப்பறாருளின நி்், h  என்பது ை்ரமடடததிற்கு 

்மல் உள்்ள உயரம் ஆகும். இச்சமன்பறாடு கைறாலத்ைப ப்பறாருதது அறியறாை உயரத்ை்க குறிபபிடும் 
சறார்பின இரணடறாம் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

மாதிரி 2: (மககள் ்தாககப் ்பருககம்)

 குைந்ைகைளின எணணி்க்கை அதிகைரி்ககும்்்பறாது 
ம்ககைள் பைறா்கையும் அதிகைரி்ககும். எடுதது்ககைறாடடறாகை, 
முயல்கைளின ப்பரு்ககைத்ை ேறாம் எடுதது்க பகைறாள்்வறாம். 
முயல்கைளின எணணி்க்கை அதிகைமறாகை இருநைறால், குடடி 
முயல்கைளின எணணி்க்கையும் அதிகைமறாகும். கைறாலம் 
அதிகைரி்ககும்்்பறாது முயல்கைளின ப்பரு்ககைம் 
அதிகைரி்ககி்து.  t  ்ேரததில் உயிரினதபைறாகுதியின 
ப்பரு்ககைததின வ்ளர்ச்சி வீைம் N t( )  ஆனது உயிரினதபைறாகுதி ப்பரு்ககைததிற்கு விகிைமறாகை 

இரு்ககுமறானறால், ப்பரு்ககைத்ை தீர்மறானி்ககும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு 
dN
dt

rN=  ஆகும். இஙகு,  

r > 0  என்பது வ்ளர்ச்சி விகிைம் ஆகும்.

மாதிரி 3: (ைாஜிஸ்டிக வளர்ச்சி மாதிரி)

 ஒரு குறிபபிடட ம்ககைள் பைறா்கை L இல் ்ேறாய ்பரவும் வீைமறானது (அைறாவது, ்ேறாய பைறாற்று உள்்ள 
ம்ககைளின எணணி்க்கை N  அதிகைரி்ககும் வீைமறானது) ்ேறாயபைறாற்று உள்்ள ம்ககைளின       
எணணி்க்கையும் ்ேறாயபைறாற்று இல்லறாைவர்கைளின எணணி்க்கை்யயும் ப்பரு்ககி்க கி்ட்ககும் 
மதிப்பறாகும் :

dN
dL

kN L N k= − >( ), 0 .

பயிற்சி 10.2
 1. பினவரும் இயற்பியல் கூற்றுகைள் ஒவ்பவறான்்யும், வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகை எழுதுகை.

   (i) ்ரடியம் சி்ைவுறும் வீைமறானது கைறாைப்படும் அ்ளவு Q  -்ககு ்ேர்விகிைததில் இரு்ககும்.

   (ii) ஒரு ேகைரததின ம்ககைள் பைறா்கை P  ஆனது, ம்ககைள்பைறா்கை மற்றும் 5,00,000-்ககும் 
ம்ககைள் பைறா்கை்ககும் உள்்ள ்வறு்பறாடு ஆகியவற்்் ப்பரு்ககி்க கி்ட்ககும் மதிபபு்ககு 
்ேர்விகிைததில் அதிகைரி்ககி்து.

   (iii) ஒரு ப்பறாருளின பவப்பநி்ல Tஐப ப்பறாருதது ஆவி அழுதைம் P-ன மறாறுவீைமறானது, ஆவி 
அழுதைததிற்கு ்ேர்விகிைததிலும், பவப்பநி்லயின வர்்ககைததிற்கு எதிர்விகிைததிலும் 
உள்்ளது.

   (iv) ஒரு ்சமிபபுத பைறா்கை்ககு ஒரு வருடததிற்கு வைஙகைப்படும் 8% வடடித பைறா்கையறானது 
பைறாடர்ச்சியறாகை அசலுடன ்சர்்ககைப்படுகி்து. ்மலும், மற்ப்றாரு முைலீடடிலிருநது 
ஒவ்பவறாரு ஆணடும் கி்ட்ககும் வரவு `400  இதபைறா்கையுடன பைறாடர்ச்சியறாகை 
்சர்்ககைப்படுகி்து.

 2. ஒரு ்கைறா்ள வடிவ ம்ைததுளியறானது அைன வ்்ள்பரபபின மறாறுவீைததிற்கு ்ேர்விகிைததில் 
ஆவியறாகி்து. ம்ைததுளியின ஆரததின மறாறுவீைத்ை உள்்ளட்ககிய வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாட்ட உருவறா்ககுகை.
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்படம் 10.1

x

y

y
x=y

x
= 2

O

y
x

= −

y
x

= −
2

10.4.2  வடிவக கணிதத்திலிருந்து வககக்கழுச் சமனபாடுககள உருவாககுதல்

            (Formation of Differential Equations from Geometrical Problems)
 சில மறாறிலிகை்்ள து்ையலகுகை்ளறாகை்க பகைறாணட பகைறாடு்ககைப்படட சறார்புகைளு்ககு, அச்சறார்புகைளில் 
உள்்ள மறாறிலிகை்்ள நீ்ககி வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ள உருவறா்ககைலறாம். எடுதது்ககைறாடடறாகை, 

y e ex x� � �A B  எனும் சமன்பறாடடிலிருநது A, B  எனும் மறாறிலிகை்்ள நீ்ககுவைறால் 
d y
dx

y
2

2
0� �  

எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ப்ப்ப்படுகி்து.
 n  மறாறிலிகை்்ள்க பகைறாணட ஒரு வ்்ளவ்ர குடும்்பததின சமன்பறாட்ட்க கைருது்வறாம். 
இம்மறாறிலிகைள் இல்லறாை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட அ்மப்பைற்கைறான வழிமு்்்ய்க கைறாண்்பறாம்.

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடின n பைறாடர் வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள்க கைறாண்பைன மூலம் 

அச்சமன்பறாடடின n  வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ளப ப்பறுகி்்றாம். பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்டயும் 

அச்சமன்பறாட்டத பைறாடர்நது n  மு்் வ்கைப்படுததுவைறால் கி்ட்ககும் n  புதிய சமன்பறாடுகை்்ளயும் 

்சர்தது்க கி்ட்ககும் ( )n +1  சமன்பறாடுகைளிலிருநது n  மறாறிலிகை்்ள நீ்ககிய பினனர், n வரி்சயுள்்ள 

வ்கை்கபகைழு்வ்க பகைறாணட ்ை்வயறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு கி்ட்ககும்.

எடுத்துககாட்டு 10.2
 ஆதி வழியறாகைச் பசல்லும் ் ேர்்க்கைறாடுகைளின பைறாகுதியின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.
தீர்வு

     ஆதி வழிச்பசல்லும் ் ேர்்க்கைறாடுகைளின குடும்்பததின 
சமன்பறாடு y mx=  ஆகும். இஙகு, m என்பது ஏ்ைனும் 

ஒரு  மறாறிலி.    … (1)
 இருபு்மும் xஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு்க கைறாை, 
ேறாம் ப்பறுவது,

  dy
dx

m= .            … (2)

 சமன்பறாடுகைள் (1) மற்றும் (2) ஆகியவற்றிலிருநது, 

ேறாம் ப்பறுவது, y x dy
dx

= .  இது்வ ்ை்வயறான 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.
 பகைறாடு்ககைப்படட y mx=  எனும் சமன்பறாடு 
ஒ்ரபயறாரு மறாறிலி்ய மடடு்ம ப்பற்றுள்்ளது. என்வ, ேறாம் முைல் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாட்டப ப்பறுகி்்றாம் என்ப்ை கைவனததில் பகைறாள்கை.

எடுத்துககாட்டு 10.3

 y x x� �A Bcos sin  எனும் சமன்பறாடடிலிருநது A, B எனும் மறாறிலிகை்்ள நீ்ககி வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாட்ட உருவறா்ககுகை.
தீர்வு

   y  =  A Bcos sinx x+  ... (1)

 சமன்பறாடு (1)ஐ பைறாடர்நது இருமு்் வ்கையிட, ேறாம் ப்பறுவது

   dy
dx

 =  � �A Bsin cosx x . ... (2)
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   d y
dx

2

2  =  � � � � �A B A Bcos sin ( cos sin )x x x x . ... (3)

 சமன்பறாடு (1)ஐ  (3)இல் பிரதியிட, 
d y
dx

y
2

2
0� �  எனும் ்ை்வயறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட 

ேறாம் ப்பறுகி்்றாம்.

எடுத்துககாட்டு 10.4
 ( , )a 0  மற்றும் �� �a,0  எனும் புள்ளிகைள் வழியறாகைச் பசல்லும் வடட்க பைறாகுதியின வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.
தீர்வு

 a,0� �  மற்றும் �� �a,0  எனும் புள்ளிகைள் வழியறாகைச் பசல்லும் வடடததின ் மயம் y - அச்சின மீது 
அ்மயும்.
 வடடததின ்மயம் 0,b� �  எனகை. ஆகை்வ, வடடததின ஆரம் a b2 2+  ஆகும்.

 என்வ, a,0� �  மற்றும் �� �a,0  எனும் புள்ளிகைள் வழியறாகைச் பசல்லும் வடட்க பைறாகுதியின 

சமன்பறாடு x y b a b2 2 2 2� �� � � � .             ... (1)

 இஙகு b என்பது ஏ்ைனும் ஒரு மறாறிலியறாகும்.
 சமன்பறாடு (1)-ன இரு்ப்ககைமும்  x-ஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை,

   2 2x y b dy
dx

� �� �  =  0� � � � � � �y b x
dy
dx

b x
dy
dx

y .

 b-ன இம்மதிப்்ப சமன்பறாடு  (1)-ல் பிரதியிட, ேறாம் ப்பறுவது

   x x
dy
dx

2
2

2�
�
�
�

�
�
�

 =  a x
dy
dx

y2

2

� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

 

   � �
�
�

�
�
� �x dy

dx
x2

2
2  =  a dy

dx
x y dy

dx
2

2 2






+ + 











   � � �� � �x y a dy
dx

xy2 2 2 2  =  0 , இது்வ ்ை்வயறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.5
 y ax2 4=  எனும் ்பரவ்்ளயத பைறாகுதியின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை. இஙகு a  
என்பது ஏ்ைனும் ஒரு மறாறிலியறாகும்.
தீர்வு

 ்பரவ்்ளய்க குடும்்பததின சமன்பறாடு y ax2 4= , 
 இஙகு a என்பது ஏ்ைனும் ஒரு மறாறிலியறாகும். ... (1)
 சமன்பறாடடின இரு்ப்ககைமும் xஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை, ேறாம் ப்பறுவது  

 2 4
2

y dy
dx

a a y dy
dx

� � �    

 a இன மதிப்்ப சமன்பறாடு  (1)-ல் பிரதியிட, ேறாம் ப்பறுவது  dy
dx

y
x

=
2

 எனும் ்ை்வயறான 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.
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எடுத்துககாட்டு 10.6
 x -அச்சின மீது குவியஙகை்்ளயும் ஆதிபபுள்ளியில் ்மயத்ையும் பகைறாணட நீள்வடட்க 
குடும்்பததின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.
தீர்வு

 x -அச்சின மீது குவியஙகை்்ளயும் ஆதிபபுள்ளியில் ்மயத்ையும் பகைறாணட நீள்வடட்க 

குடும்்பததின சமன்பறாடு 
x
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 இஙகு a , b  என்பன ஏ்ைனுமிரு மறாறிலிகைள்.

 சமன்பறாடு (1)-ன இருபு்மும்  xஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை,
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சமன்பறாடு (2)-ன இரு்ப்ககைமும்  xஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை,
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இன மதிப்்ப சமன்பறாடு  (2)-ல் பிரதியிடடு எளி்மப்படுததினறால் ேம்ககு்க கி்டப்பது,
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இது்வ ்ை்வயறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

குறிப்புகர

 ஒரு மறாறிலி்ய்க பகைறாணட சமன்பறாடடிலிருநது அம்மறாறிலி்ய நீ்ககுவைறால் முைல் வரி்ச 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்டயும் மற்றும் இரணடு மறாறிலிகை்்ள்க பகைறாணட சமன்பறாடடிலிருநது 
இரணடு மறாறிலிகை்்ளயும் நீ்ககுவைறால் இரணடறாம் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்டயும் 
மற்றும் இ்ை்்பறால் பைறாடர, நீ்ககைப்படும் மறாறிலிகைளின எணணி்க்கை்கைற்்ப வரி்சகை்்ள்க பகைறாணட 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ளப ப்ப்லறாம்.

பயிற்சி 10.3
 1. ஒரு ை்ளததில் (i) ்ேர்்ககுதது அல்லறாை ்ேர்்க்கைறாடுகைள் (ii) கி்டமடடம் அல்லறாை 

்ேர்்க்கைறாடுகைள் ஆகிய பைறாகுபபுகைளின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ள்க கைறாணகை.

 2. x y r2 2 2� � எனும் வடடத்ைத பைறாடும் எல்லறா ்ேர்்க்கைறாடுகைளின வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.
 3. ஆதிபபுள்ளி வழியறாகைச் பசல்லும், ்மயததி்ன x -அச்சின மீது பகைறாணட எல்லறா 

வடடஙகைளின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.

 4. பசவ்வகைலம் 4a  மற்றும் x -அச்சு்ககு இ்ையறான அச்சுகை்்ள்க பகைறாணட ்பரவ்்ளயத 

பைறாகுபபின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.

 5. மு்ன ( , )0 1−  மற்றும் y -அச்்ச அச்சறாகைவும் பகைறாணட ்பரவ்்ளய்க குடும்்பததின 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.
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சாதாரண வகைக்ைழுச் சமன்ாடுைள்163

 6. ஆதிபபுள்ளி்ய ்மயமறாகைவும், y -அச்சின மீது குவியஙகை்்ளயும் பகைறாணட நீள்வடடத 
பைறாகுதியின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.

 7. y e ex x� � �A B8 8  எனும் சமன்பறாட்ட்க பகைறாணட வ்்ளவ்ர்க குடும்்பததின வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை. இஙகு A, B என்பன ஏ்ைனும் இரு மறாறிலிகைள். 

 8. xy ae be xx x� � �� 2  எனும் சமன்பறாடடறால் குறிபபிடப்படும் வ்்ளவ்ரயின வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.

10.5  சாதாரண வககக்கழுச் சமனபாடுகளின தீர்வு
           (Solution of Ordinary Differential Equations)

வகரயக்ற 10.9:   (வககக்கழுச் சமனபாட்டின தீர்வு)

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடி்ன நி்்வு பசயயுமறாறு சறார்நை மறாறிகை்்ள சறாரறா 
மறாறிகைளுடன பைறாடர்பு்படுததும் ்கைறா்வ அச்சமன்பறாடடின தீர்வு ஆகும்.

குறிப்பு

 (i) ஒவ்பவறாரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடும் ஒரு தீர்வி்னப ப்பற்றிரு்ககும் என உறுதியறாகை 
கூ்முடியறாது.

  எடுதது்ககைறாடடறாகை, y x y'( )� � � � �2 2 1 0  என் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட கைருது்வறாம். 

இஙகு, y x y'( )� � � � �� �2 2 1  என்பைறால் y x'( ) என்பது பமயமதிப்பறாகைறாது. என்வ, 

பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடிற்கு தீர்வு கி்டயறாது.

 (ii) ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடிற்கு தீர்வு இரு்ககுமறானறால், அததீர்வு ஒரு்மதைன்ம 
வறாயநைைறாகைறாது.

  எடுதது்ககைறாடடறாகை,  y e y ex x= =2 22, ,  y e x= 8 2 எனும் சறார்புகைள் dy
dx

y� �2 0  எனும் ஒ்ர 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வுகை்ளறாகும். y ce cx� �2 , 
 எனும் சறார்புகைள் அ்னததும் 

dy
dx

y� �2 0  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வுகை்ளறாகும். ஆகை்வ, ஒரு வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடடின வறாயபபுள்்ள எல்லறா தீர்வுகை்்ளயும் குறிபபிட, ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின 
ப்பறாதுத தீர்வு எனும் கைருதைறா்ககைத்ை கைறாண்்பறாம்.

வகரயக்ற 10.10:   (்பாதுத் தீர்வு)

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வில் உள்்ள மறா்தை்ககை மறாறிலிகைளின (எ்ைச்்ச 
மறாறிலிகைளின) எணணி்க்கையறானது, அவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச்ககுச் சமமறாகை 
இருபபின, அததீர்வி்ன அச்சமன்பறாடடின ்பாதுத தீர்வு எனகி்்றாம்.

குறிப்புகர

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வறாயபபுள்்ள எல்லறா தீர்வுகை்்ளயும் ்பாதுததீர்வு 
உள்்ளட்ககியிரு்ககும். ப்பறாதுவறாகை, சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின ப்பறாதுததீர்வு 
மறாறிலிகை்்ளயும், ்பகுதி வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின ப்பறாதுததீர்வு சறார்புகை்்ளயும் 
உள்்ளட்ககியிரு்ககும்.

வகரயக்ற 10.11:   (குறிப்பிட்டத் தீர்வு)

 ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுததீர்வில் உள்்ள மறா்தை்ககை மறாறிலிகைளு்ககு 
குறிபபிடட மதிபபுகை்்ள்க பகைறாடுப்பைறால் ப்ப்ப்படும் தீர்வி்ன குறிபபிடடத தீர்வு என்்பறாம்.
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164XII - கணிதவியல்

குறிப்புகர

 (i) கூடுைலறான நி்பநை்னகை்்ள்க பகைறாடுப்பைன மூலம் ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின 
குறிபபிடடத தீர்வி்ன்க கைறாணகி்்றாம்.

 (ii) y f x y' ,= ( )  எனும் முைல் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுத தீர்வறானது  

xy -ை்ளததில் ஒரு து்ையலகி்ன்க பகைறாணட வ்்ளவ்ரத பைறாகுதி்ய்க குறிபபிடுகி்து.

  எடுதது்ககைறாடடறாகை, y ce cx� �2 , 
 என்பது dy

dx
y� �2 0  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின 

ப்பறாதுத தீர்வறாகும்.
  y a x b x� �cos sin  என்பது 

d y
dx

y
2

2
0� �  எனும் இரணடறாம் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாட்ட நி்்வு பசயகி்து என ஏற்கைன்வ ்படிததுள்்்ளறாம். இது இரணடு 

மறாறிலிகை்்ளப ப்பற்றுள்்ளைறால்,  d y
dx

y
2

2
0� � எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுத 

தீர்வறாகி்து.  a b= =1 0,  எனப ப்பறாதுத தீர்வில் பிரதியிடுவைறால் ேம்ககு்க கி்ட்ககும் 

y x= cos  என்பது 
d y
dx

y
2

2
0� � எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின சி்பபுத தீர்வறாகி்து.

 ப்பறாதுவறாகை ்பயன்பறாடடில், மறா்தை்ககை எ்ைச்்ச மறாறிலிகை்்ள நீ்ககுவைறால் வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாடுகைள் எழுவதில்்ல. வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைள் ப்பறாதுவறாகை ப்பறாறியியல், அறிவியல் 
மற்றும் சமூகை அறிவியல் உட்பட அ்னததுப பிரிவுகைளிலும் ே்டமு்் நிகைழவுகை்்ள ஆரறாயும்்்பறாது 
கி்ட்ககி்து. பகைறாடு்ககைப்படட கைடடுப்பறாடுகை்்ள நி்்வு பசயயுமறாறு ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடிற்கு 
ஒரு்மதைன்ம வறாயநை தீர்வு கைறாை, ப்பறாதுவறாகை மறாறிலிகைளின  மீைறான சில நி்பநை்னகைள் 
இச்சமன்பறாடடுடன பகைறாடு்ககைப்படடு இரு்ககும்.

எடுத்துககாட்டு 10.7

 dy
dx

x
y

� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு x y r2 2 2� �  என நிறுவுகை. இஙகு  r என்பது 

மறாறிலியறாகும்.
தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு x y r2 2 2� � , r∈                                     ... (1)

 இச்சமன்பறாடு ஒ்ரபயறாரு மறாறிலி்ய மடடும் ப்பற்றுள்்ளது.
 ஆகை்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடிற்கு ஒருமு்் மடடும் வ்கை்கபகைழு கைறாண்்பறாம். சமன்பறாடு 
(1)ஐ x  ஐப ப்பறாருதது வ்கையிட, ேறாம் ப்பறுவது

2 2 0x y dy
dx

� �   ⇒    dy
dx

x
y

� � .

 ஆகை்வ, x y r2 2 2� �  என்பது 
dy
dx

x
y

� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட நி்்வு பசயகி்து.

 என்வ, x y r2 2 2� �  என்பது 
dy
dx

x
y

� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.8

 y mx
m
m� � �

7
0,  என்பது xy

y
y'

'
� � �7

1
0  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் 

என்ககைறாடடுகை.
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தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சறார்பு y mx
m

� �
7  ,  இஙகு m  ஏ்ைனும் ஒரு மறாறிலியறாகும். ... (1)

 சமன்பறாடு (1)-ன இருபு்மும்  x ஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை, ேறாம் ப்பறுவது y m' =  ஆகும்.

 y '  மற்றும் y -ன மதிபபுகை்்ள்க பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில் பிரதியிட  

xy
y

y xm
m

mx
m

� �
�
� � � � � �

7 7 7
0   எனப ப்பறுகி்்றாம்.

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சறார்பு xy
y

y'
'

� � �7
1

0  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.9

 y x Ce x� �� � � �2 12 2

 என்பது 
dy
dx

xy x� � �2 4 03  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் 

என்ககைறாடடுகை.

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சறார்பு y x Ce x� �� � � �2 12 2

, இஙகு C  ஏ்ைனும் ஒரு மறாறிலியறாகும். ...(1)

 சமன்பறாடு (1)-ன இருபு்மும்  x ஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை, 
dy
dx

x xCe x� � �4 2
2

.

 dy
dx

 மற்றும் y  ஆகியவற்றின மதிபபுகை்்ள்க பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில் 

பிரதியிட, 

 dy
dx

xy x� �2 4 3  = 4 2
2

x xCe x− − + 2 2 12 2

x x Ce x�� � ��
�

�
�

� −4 3x  = 0 எனப ப்பறுகி்்றாம்.

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சறார்பு 
dy
dx

xy x� � �2 4 03  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.10

 y a x b x x� � � � �cos(log ) sin log , 0  என்பது x y xy y2 0�� � � � �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் என்ககைறாடடுகை.

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சறார்பு y a x b x� � � �cos(log ) sin log     ...(1)

இஙகு a b,  என்பன ஏ்ைனும் இரணடு மறாறிலிகைள். இவ்விரு மறாறிலிகை்்ளயும் நீ்ககை பகைறாடு்ககைப்படட 

சறார்பின பைறாடர் வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள இருமு்் கைறாை்வணடும்.

 சமன்பறாடு (1)-ன இரு்ப்ககைமும் x ஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை ேறாம் ப்பறுவது, 

 � � � � � � � � � �y a x
x
b x

x
sin log cos log

1 1
⇒ xy a x b x� � � � � � � �sin log cos log . 

 இச்சமன்பறாடடி்ன மீணடும் xஐப ப்பறாருதது வ்கையிட,

 
xy y a x

x
b x

x
�� � � � � � � � � � � �cos log sin log

1 1
� ��� � � �x y xy y2 0 . 

 என்வ, y a x b x� � � �cos(log ) sin log என்பது பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின 
தீர்வறாகும்.
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பயிற்சி 10.4
 1. பினவரும் சமன்பறாடுகைள் ஒவ்பவறானறும் அவற்றிற்பகைதி்ர பகைறாடு்ககைப்படடுள்்ள 

வ்கை்கபகைழுச்  சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் என்ககைறாடடுகை.

    (i) y x= 2 2  ; xy y' = 2

    (ii) y ae bex x� � �  ; �� � �y y 0
 2. y emx= எனும் சறார்பு பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடிற்கு தீர்வறாகை அ்மயுமறாறு 

m -ன மதிபபுகை்்ள்க கைறாணகை. 
    (i) y y'� �2 0  (ii) y y y'' '� � �5 6 0  

 3. ஏ்ைனும் ஒரு புள்ளியில் ஒரு வ்்ளவ்ரயின பைறாடு்கைறாடடின சறாயவு, அபபுள்ளியின y 
அச்சுத பைறா்லவின 4 மடஙகின ை்லகீழியறாகும். ்மலும்  வ்்ளவ்ர (2,5) எனும் புள்ளி 
வழியறாகைச் பசல்கி்து  எனில், வ்்ளவ்ரயின சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.

 4. y e mx nx� � ��  என்பது e d y
dx

x
2

2
1 0

�

�
�

�

�
� � �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் 

என்ககைறாடடுகை.

 5. y ax b
x
x� � �, 0  என்பது x y xy y2 0�� � � � �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் 

என்ககைறாடடுகை.
 6. y ae bx� ��3  என்பது  d y

dx
dy
dx

2

2
3 0� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் 

என்ககைறாடடுகை. இஙகு a , b  ஏ்ைனும் இரு எ்ைச்்ச மறாறிலிகைள்.

 7. y a x a2

2

32� �
�

�
�

�

�
�  எனும் வ்்ளவ்ரத பைறாகுதி்ய்க குறி்ககும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு  

y xy dy
dx

y dy
dx

2

3 5

2 8��
�
�

�
�
� � �

�
�

�
�
�  என்ககைறாடடுகை. இஙகு a   என்பது மி்கை மதிபபு்டய 

து்ையலகைறாகும்.

 8. y a bx= cos  என்பது 
d y
dx

b y
2

2

2 0� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும் 

என்ககைறாடடுகை.
 முைல் வரி்ச, முைற்்படி வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின தீர்வுகைறாணும் சில மு்்கை்்ள 
இபப்பறாழுது கைறாண்்பறாம்.

10.6  முதல் வரிகச, முதற்படி வககக்கழுச் சமனபாடுகளின தீர்வு

          (Solution of First Order and First Degree Differential Equations)

10.6.1  மாறிககளப் பிரிககும் முக்ற (Variables Separable Method)
 வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின மறாறிகை்்ளப பிரிதது தீர்வு கைறாணும் மு்்யறானது பைறாட்ககைததில் 
லிபினிடஸ் என்பவரறால் அறிமுகைப்படுதைப்படடது. அைன பினனர், 1694-ல் ப்பர்்னறாலி என்பவரறால் 
இது மு்்ப்படுதைப்படடது.
 ஒரு முைல் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட h y y g x( ) ( )� �   எனும் வடிவில் எழுை 
முடியுமறானறால், அச்சமன்பறாடடின மறாறிகைள் பிரி்பட்ககூடியனவறாகும். இஙகு, ′y   மற்றும் y -ன சறார்பு 
ஆகியவற்றின ப்பரு்ககைல் இச்சமன்பறாடடின இடப்ப்ககைமும், சறார்பு  x  ஆனது இச்சமன்பறாடடின 
வலப்ப்ககைமும் அ்மநதிரு்ககும். வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட பிரிதது இவ்வறாறு எழுதும் மு்் 
மறாறிகைள் பிரி்ககை்ககூடிய மு்் எனப்படும்.
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 முைல் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின மறாறிகை்்ள பிரிதபைழுை முடியுமறானறால் 
அச்சமன்பறாடடின தீர்வு கைறாண்பது எளிைறாகும். f x g y dx f x g y dy1 1 2 2 0( ) ( ) ( ) ( )� �  எனும் வடிவில் 

உள்்ள சமன்பறாடு மாறிகள் பிரிபைக்கூடியது அல்லது மாறிகள் பிரிபைக்கூடிய சமன்பாடு எனப்படும். 

 பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட 
f x
f x

dx g y
g y

dy1

2

2

1

( )

( )

( )

( )
� �  ...(1)

 எனும் அ்மபபில் எழுதுகை. சமன்பறாடு (1)-ன இருபு்மும் வ்கையிட ேம்ககு பகைறாடு்ககைப்படட 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுததீர்வு
f x
f x

dx g y
g y

dy C1

2

2

1

( )

( )

( )

( )� �� � �  என்ககி்ட்ககி்து. இஙகு  

C என்பது மறாறிலியறாகும்.
குறிப்புகர

 1. இரு ்ப்ககைமும் உள்்ள மறாறிலிகை்்ள ஒருஙகி்ைதது ஒ்ர மறாறிலியறாகை  
மறாற்றுவைறால் சமன்பறாடடின தீர்வு கைறாணும்்்பறாது மறாறிலிகை்்ள இருபு்மும் ்சர்்ககைத 
்ை்வயில்்ல.

 2. இநை எ்ைச்்ச மறாறிலியுடன கைறாைப்படும் தீர்வு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுததீர்வு 
எனப்படும்.

ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு கைறாணும் மு்்யில் பைறா்கையிடலும் ்பயன்படுதைப்படுவைறால் 
“வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு கைறாைல்” என்ப்ை “வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின பைறா்கை 
கைறாைல்”, எனவும் குறிபபிடு்வறாம்.

எடுத்துககாட்டு 10.11

 தீர்்ககை 1 12 2�� � � �x dy
dx

y .

தீர்வு

   1 2�� �x dy
dx

 =  1 2+ y . ... (1)

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடின மறாறிகை்்ளப பிரிதது

   dy
y1 2+

 =  dx
x1 2+

 ... (2)

 என எழுைலறாம்.
 சமன்பறாடு (2)-ன இரு்ப்ககைமும் பைறா்கையிட்க கி்டப்பது tan tan� �� �1 1y x C . ... (3)

   ஆனறால்  tan tan− −−1 1y x  =  tan� �
�

�

�
�

�

�
�

1

1

y x
xy

. ... (4)

சமன்பறாடு (4)ஐ (3)-ல் ்பயன்படுதை்க கி்டப்பது 

   tan� �
�

�

�
�

�

�
�

1

1

y x
xy

 =  C  ⇒   
y x
xy

C a�
�

� �
1

tan  (எனகை).

   ஆகை்வ, y x−  =  a xy( )1+ . இது்வ ்ை்வயறான தீர்வு ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.12
 y( )1 2=  எனும் நி்பநை்ன்ய நி்்வு பசயயும் 1 03 2�� � � �x dy x ydx  எனும் வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடடின குறிபபிடடத தீர்வு கைறாணகை.

தீர்வு
 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு ( )1 3 2� �x dy x ydx  =  0 .
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 இச்சமன்பறாட்ட 
dy
y

x
x
dx�

�

2

31
 =  0  என எழுைலறாம்.

 இருபு்மும் பைறா்கையிட்க கி்டப்பது log log( )y x� �
1

3
1 3  =  C1

 ⇒   3 1 3log log( )y x� �  =  logC .

 3log y  =  log( ) log1 3+ +x C , 

 அைறாவது,  log y3  =  log ( )C x1 3+ .

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுத தீர்வு y C x3 31� �( ) .

 x y= =1 2,  எனும்்்பறாது, 2 1 13 � �C( )  ⇒  C = 4

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின குறிபபிடட தீர்வு y x3 34 1� �( ) .

10.6.2  பிரதியீட்டு முக்ற (Substitution Method)

 dy
dx

f ax by c� � �( )  எனும் வடிவில் உள்்ள வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட கைருது்வறாம்.

 (i) a	≠	0	மற்றும் b ¹ 0  எனில் ax by c z� � �  எனப பிரதியிட பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு மறாறிகைள் 

பிரி்ககை்ககூடிய அ்மபபு்ககு மறாறும்.
 (ii) a = 0 அல்லது b = 0  எனில் பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு மறாறிகைள் 

பிரி்ககை்ககூடியைறாகை இருப்ப்ை்க கைறாைலறாம்.

எடுத்துககாட்டு 10.13

 தீர்்ககை  : y x y' sin� � �� �2 1 .

தீர்வு
   ′y  =  sin2 1x y� �� �  

    z  =  x y� �1  எனகை. என்வ, 
dz
dx

dy
dx

� �1 .

 ஆகை்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு  1− dz
dx

 =  sin2 z  என மறாறுகி்து.

   அைறாவது,  dz
dx

 =  1 2 2� �sin cosz z .

 மறாறிகை்்ளப பிரிதது எழுை்க கி்டப்பது 
dz
zcos2

 =  dx  (அல்லது) sec2 zdz dx= .

   பைறா்கையிட, ேறாம் ப்பறுவது  tan z  =  x C+  (அல்லது) tan x y x C� �� � � �1 .

எடுத்துககாட்டு 10.14

 தீர்்ககை  :  dy
dx

x y� � �4 2 1  .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு 
dy
dx

x y� � �4 2 1  .
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 z x y� � �4 2 1  எனப பிரதியிட்க கி்டப்பது 

   
dz
dx

 =  4 2 4 2� � �
dy
dx

z

   என்வ, 
dz
z4 2+

 =  dx .

   பைறா்கையிட,   dz
z4 2��  =  x C+ .

   z  =  u2  எனபபிரதியிட,

   dz
z4 2��  =  

udu
u

u u C
+

= − + +∫ 2
2 2log ,   

   அல்லது    z z− +2 2log  =  x C+  

   z  =  4 2 1x y� �  எனப பிரதியிட, ேறாம் ப்பறும் ப்பறாைத தீர்வு

 4 2 1 2 4 2 1 2x y x y+ − − + − +log  =  x C+ .

எடுத்துககாட்டு 10.15

 தீர்்ககை : 
( )

5
2 7

dy x y
dx x y

- +
=

- +
 .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு 
( )

5
2 7

dy x y
dx x y

- +
=

- +
 .

   z  =  x y−  எனகை.

   dz
dx

 =  1− dy
dx

 

   dy
dx

 =  1− dz
dx

 

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு

   1− dz
dx

 =  z
z
+
+
5

2 7
  என மறாறும்.

   dz
dx

 =  1 5

2 7
�

�
�

z
z

 

   dz
dx

 =  z
z
+
+
2

2 7

 மறாறிகை்்ளப பிரிதது எழுை, ேறாம் ப்பறுவது

   2 7

2

z
z

dz+
+

 =  dx  
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   2 2 3

2

( )z
z
+ +
+

 =  dx  

   2
3

2
�

�
�
�
�

�
�
�z
dz  =  dx  

 இரு்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, ேறாம் ப்பறுவது
   2 3 2z z+ +log  =  x C+  

   அைறாவது,  2 3 2( ) logx y x y� � � �  =  x C+  
எடுத்துககாட்டு 10.16

 தீர்்ககை : dy
dx

x y� � �� �3 4
2 . 

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு 
dy
dx

x y� � �( )3 4 2

 இ்க பகைறாடு்ககைப்படடச் சமன்பறாடடின தீர்வு கைறாை z x y� � �3 4  எனபபிரதியிடுகி்்றாம்.

 xஐப ப்பறாருதது வ்கை்கபகைழு கைறாை, ேறாம் ப்பறுவது, dy
dx

dz
dx

� �3 .  என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு 
dz
dx

z� �2 3  என மறாறும். இச்சமன்பறாடடில் மறாறிகைள் பிரி்பட்ககூடியன.

 என்வ, மறாறிகை்்ளப பிரிதது பைறா்கையிட, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின 

ப்பறாதுததீர்வு 
1

3

3 4

3

1tan� � ��

�
�

�

�
� � �

x y x C  என ேம்ககு்க கி்ட்ககி்து.

பயிற்சி 10.5
 1. நி்் M  உ்டய ஒரு ைறானியஙகி இயநதிரததின இய்ககியறால் உருவறா்ககைப்படும் மறா்றாை 

வி்ச F  எனில், அைனு்டய தி்ச்வகைம் V  என்பது M dV
dt

F kV� �  எனும் சமன்பறாடடறால் 

குறி்ககைப்படுகி்து.   k  என்பது மறாறிலியறாகும்.  t = 0  எனில் V = 0  என பகைறாடு்ககைப்படும்்்பறாது 

V ஐ t -ன சறார்்பறாகை எழுதுகை. 
 2. பசஙகுதைறாகை விழும் வறானகு்ட மிை்வ (parachute)யின தி்ச்வகைம் v  ஆனது 

v dv
dx

g v
k

� �
�

�
�

�

�
�1

2

2
 எனும் சமன்பறாட்ட நி்்வு பசயகி்து. இஙகு  g  மற்றும் k  என்பன 

மறாறிலிகைள் ஆகும்.  ஆரம்்ப நி்லயில்  v  மற்றும் x  ஆகிய இரணடும் பூச்சியமறானறால், v ஐ  

x -ன சறார்்பறாகை்க கைறாணகை .
 3. ஒரு வ்்ளவ்ரயின சறாயவு 

y
x x
�
�

1
2

ஆகும். வ்்ளவ்ர 1 0,� �  எனும் புள்ளி வழிச் 

பசல்லுபமனில், அைன சமன்பறாட்ட்க கைறாணகை.
 4. பினவரும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின தீர்வுகை்்ள்க கைறாணகை :

   (i) dy
dx

y
x

�
�
�

1

1

2

2
 (ii) ydx x x dy� �� � ��1 02 1tan  

   (iii) sin ,
dy
dx

a y� � � �  0 1  (iv) 
dy
dx

e x ex y y� �� 3
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   (v) e x dx e x dyy y�� � � �1 0cos sin    (vi) ydx xdy x
y

ny dx�� � �

�
�

�

�
� �cot 2  

   (vii) dy
dx

x x� � �25 02   (viii) x y dy e x x dxxcos log � �� �1  

   (ix) tan cos cosy dy
dx

x y x y� �� � � �� �   (x) dy
dx

x y� �� �tan2  

10.6.3 சமபடித்தான அகமப்பு அல்ைது சமபடித்தான வககக்கழுச் சமனபாடுகள்

         (Homogeneous Form or Homogeneous Differential Equation)

வகரயக்ற 10.12 :   (n-ஆம் சமபடித்தான சார்பு)

 n∈  மற்றும் ப்பறாருதைமறாகை்க கைடடுப்படுதைப்படட x y,  மற்றும் t ஆகியவற்று்ககு 
f tx ty t f x yn( , ) ( , )=   எனில், x , y  ஆகியவற்்் மறாறிகை்ளறாகை்க பகைறாணட சறார்பு  f x y( , )  ஆனது  
n ஆம் ்படியில் சமபடிததான சறார்பு எனப்படும். இது ஆயலரின் சமபடிததன்டம எனவும் 
அ்ை்ககைப்படும்.

 எடுதது்ககைறாடடறாகை,
 (i) f x y x xy y( , ) � � �6 2 42 2 என்பது x, y-ல் அ்மநை ்படி  2 உ்டய சம்படிதைறான சறார்்பறாகும்.

 (ii) ஆனறால் f x y x x ey( , ) sin� � � �3  என்பது சம்படிதைறான சறார்பு அல்ல.

 f x y( , )  என்பது ்படி 0 பகைறாணட சமபடிததான சறார்பு எனில்,  f x y( , )  என்ப்ை எபப்பறாழுதும்

g y
x

�
�
�

�
�
�  அல்லது g

x
y







எனும் வடிவில் எழுதுமறாறு g  எனும் சறார்பு இரு்ககும்.

வகரயக்ற 10.13 :   (சமபடித்தான வககக்கழுச் சமனபாடு)

ஒரு சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட 
dy
dx

g y
x

= 



  எனும் அ்மபபில் எழுைமுடியுமறானறால், 

அச்சமன்பறாடு சமபடிததான அடமபபில் உள்்ள வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு எனப்படும்.

கவனிக்க
 வ்ரய்் 10.8இல் ்பயன்படுதைப்படடுள்்ள “சம்படிதைறான” எனும் வறார்த்ையும் வ்ரய்் 
10.12இல் ்பயன்படுதைப்படடுள்்ள “சம்படிதைறான” எனும் வறார்த்ையும் பவவ்்வறு ப்பறாருள் 
பகைறாணட்வ என்ப்ை கைவனததில் பகைறாள்கை.
குறிப்புகர

 (i) M  மற்றும் N  என்ப்வ ஒகை படி ்காணை சமபடிததான சார்புகள் எனில், வ்கையீடு 
அ்மபபில் உள்்ள M x y dx N x y dy( , ) ( , )� � 0   எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு சமபடிததான 

வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு எனப்படும்.

 (ii)  ்மற்கைணட சமன்பறாட்ட, 
dy
dx

f x y= ( , )  [வ்கை்கபகைழு வடிவம்] என எழுைலறாம். இஙகு  

f x y M x y N x y( , ) ( , ) / ( , )� �   ஆகும். இச்சறார்பு ்படி 0  பகைறாணட சம்படிதைறான சறார்பு எனத 
பைளிவறாகை்க கைறாைலறாம்.

எடுதது்ககைறாடடறாகை,
 (1) x y dx xy dy2 23 2 0�� � � �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட கைருது்வறாம். பகைறாடு்ககைப்படட 

சமன்பறாட்ட 
dy
dx

y x
xy

�
�3

2

2 2

� �
�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
�

3

2

1

2

1y
x y x/

 என எழுைலறாம். 
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  ஆகை்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட
dy
dx

y
x y x

g y
x

� �
�
�

�
�
� �

�

�
�

�

�
� �

�
�
�

�
�
�

3

2

1

2

1

/
 என எழுைலறாம். 

  என்வ, x y dx xy dy2 23 2 0�� � � � எனும் சமன்பறாடு சம்படிதைறான வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடறாகும்.

 (2) dy
dx

x y
x xy

�
�
�

3 2

3 22
 எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு சமப்படிதைறான சமன்பறாடு அல்ல (சரி்பறார்!)

 dy
dx

g y
x

� �
�
�

�
�
�  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு கைறாண்பைற்கு  v y

x
=  எனப பிரதியிடுகை. 

பினனர், y xv=   மற்றும் 
dy
dx

v x dv
dx

� �  ஆகும். ஆகை்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு

x dv
dx

f v v� �( )  என வடிவததிற்கு மறாறும். இச்சமன்பறாடடின தீர்வி்ன மறாறிகை்்ளப பிரி்ககும் 

மு்்யில் கைறாைலறாம். இதிலிருநது பினவரும் முடிவி்னப ப்பறுகி்்றாம்.

நதற்்றம் 10.1

 M x y dx N x y dy( , ) ( , )� � 0  என்பது சம்படிதைறான சமன்பறாடு எனில், y vx=  எனப பிரதியிடடு 

மறாறி்ய மறாற்றுவைறால் இச்சமன்பறாடு v  மற்றும் x எனும் பிரி்பட்ககூடிய மறாறிகை்்ள்க பகைறாணட 

சமன்பறாடறாகை உருமறாறுகி்து.

எடுத்துககாட்டு 10.17
 தீர்்ககை : x y dx xydy2 23 2 0�� � � � .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு சம்படிதைறான சமன்பறாடறாகும் என்பது ேம்ககுத பைரியும்.

 ஆகை்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட 
dy
dx

 =  3

2 2

y
x

x
y

−  என எழுைலறாம்.

 y vx=  எனில்,  v x dv
dx

+  =  3

2

1

2

v
v

−    அல்லது x dv
dx

v
v

�
�2 1

2
.

 மறாறிகை்்ளப பிரிதது எழுை 
2

12

vdv
v −

 =  dx
x

 எனப ப்பறுகி்்றாம்.

 இருபு்மும் பைறா்கையிட, log v2 1−  =  log logx C+ ,

 என்வ, v2 1−  =  Cx , இஙகு C  என்பது எ்ைச்்ச மறாறிலி

 v ்ககுப ்பதிலறாகை y
x

எனப பிரதியிட, ேம்ககு்க கி்டப்பது

 
y
x

2

2
1−  =  Cx .
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 என்வ, y x2 2−  =  Cx3 .

 ஆகை்வ, y x2 2−  =   ±Cx3  (அல்லது) y x kx2 2 3� �  
 இது்வ பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுத தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.18

 தீர்்ககை : y x y dx xdy y� �� � � � �2 2 0 1 0, ( ) .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு சம்படிதைறான சமன்பறாடறாகும் (சரி்பறார்!).

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட 
dy
dx

y x y
x

�
� �2 2

 எனும் வ்கை்கபகைழு அ்மபபில் எழுைலறாம்.

 x -ன ஆரம்்ப மதிபபு 1 எனைறால்,  x > 0  என கைருது்வறாம்.

 ்மலும் x x= 2  என எடுதது்க பகைறாள்்வறாம்.

 dy
dx

y
x

y
x

� � � �
�
�

�
�
�1

2

.

 y vx= . எனகை. பினனர், v x dv
dx

v v� � � �1 2 , இதிலிருநது x dv
dx

v� �1 2  எனப ப்பறுகி்்றாம்.

 மறாறிகை்்ளப பிரிதது எழுை, 
dv
v

dx
x2 1�

� .

 இச்சமன்பறாடடின இரு்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, 

   log v v+ +2 1  =  log logx C+

   அல்லது  v v+ +2 1  =  xC .

 ்மலும் 
y
x

 ்ககு v ஐப பிரதியிட, கி்டப்பது y
x

y
x

Cx� � �
2

2
1  (அல்லது )  y x y Cx� � �2 2 2

 இது்வ பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுத தீர்வறாகும். 

 ்மலும் x =1  எனில், y = 0  எனும் நி்பநை்ன்யப ்பயன்படுததி C =1  எனப ப்பறுகி்்றாம். 

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின குறிபபிடட தீர்வு y x y x� � �2 2 2 .

எடுத்துககாட்டு 10.19

 தீர்வு கைறாணகை : 2 3 0x y dx y x dy�� � � �� � � .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட  dy
dx

 =  2 3x y
x y
�
�

 என எழுைலறாம்.

 இச்சமன்பறாடு சமப்படிதைறான சமன்பறாடறாகும்.
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  y vx=  எனகை. பினனர்,   v x dv
dx

+  =  2 3

1

�
�

v
v

.

  ⇒  x dv
dx

v v
v

�
� �
�

2 2

1

2

  அல்லது 1

1 1
2

�

�� � �
�

v
v

dv dx
x

 அல்லது�
�

� �
�

�� � �

�

�
�
�

�

�
�
�

�
1

2

2 2

2 2

4

1 1
2 2

v
v v v

dv dx
x

.

 இரு ்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, � � � � �� � � ��1

2
2 2 2 12 1log tan log logv v v x C

 அல்லது log tan log logv v v x C2 12 2 4 1 2 2� � � �� � � � ��

 அல்லது log log tan logv v x v C2 2 12 2 4 1 2� � � � �� � � ��

 அல்லது log tan logv v x v C2 2 12 2 4 1 2� �� � � �� � � �� .

 v y
x

= எனபபிரதியிட, log tany xy x x y
x

k2 2 12 2 4� � �
��

�
�

�
�
� �

� , இஙகு k C� �2log  ஆகும். 

 இது்வ ்ை்வயறான தீர்வு ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.20

 தீர்வு கைறாணகை : y x dy
dx

xy dy
dx

2 2� � .

தீர்வு

   பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட 
dy
dx

 =  y
xy x

2

2−
 என எழுைலறாம்.

 இச்சமன்பறாடு சம்படிதைறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

   y vx=  எனபபிரதியிட,  x dv
dx

 =  v
v −1

.

   மறாறிகை்்ளப பிரிதது எழுை, v
v
dv−1  =  dx

x
.

 இரு்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, ேறாம் ப்பறுவது v v− log  =  log logx C+   அல்லது v vxC= log .

 v y
x

=  எனப பிரதியிட, 
y
x

Cy= log  அல்லது Cy ey x= / or y key x= /    (எப்படி!) 

 இது பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.21

 தீர்வு கைறாணகை : 1 2 2 1 0�� � � �
�

�
�

�

�
� �e dx e x
y
dyx y x y/ / .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட 
dx
dy

x
y

e

e
g x
y

x y

x y�
�

�

�
�

�

�
�

�
�

�

�
�

�

�
�

1 2

1 2

/

/
 என எழுைலறாம். …(1)
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 சமன்பறாடு (1)-ல் 
x
y

 எனும் உறுபபு கைறாைப்படுவைறால், இச்சமன்பறாடடில் x vy= எனப பிரதியிடுவது 

ப்பறாருதைமறாகை இரு்ககும்.

 x vy=  என சமன்பறாடு (1)-ல் பிரதியிட, y dv
dy

e v
e

v

v� �
�

�
2

1 2
 என்ககி்ட்ககி்து.

 மறாறிகை்்ளப பிரிதபைழுை,  
1 2

2

�
�

� �
e

v e
dv dy

y

v

v .

 இரு ்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, 

 
log log log2e v y Cv � � � �  அல்லது log log2ye vy Cv � �  அல்லது 2ye vy Cv � � � .

 v x
y

=  எனபபிரதியிட, 2ye x kx y/ � � , இஙகு k C� �  ஆகும்.

 இது்வ ்ை்வயறான தீர்வு ஆகும்.

பயிற்சி 10.6
பினவரும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின தீர்வு கைறாணகை:

 1. x y y
x

dx x y
x
dy� �

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� � �

�
�

�
�
�cos cos  2. x y dy x ydx3 3 2 0�� � � �

 3. ye dx xe y dy
x
y

x
y� �

�

�
��

�

�
��  4. 2 2 02 2xydx x y dy� �� � �

 5. y xy dx x xy dy2 22 2�� � � �� �  6. x dy
dx

y x y
x

� � �
�
�

�
�
�cos2

 7. 1 3 3 1 0�
�

�
�

�

�
� � ��

�
�

�
�
� �e dy e y
x
dx

y
x

y
x , x =1  எனில் y = 0  என்கபகைறாடு்ககைப்படடுள்்ளது

 8. x y dy xy dx2 2�� � � . y 1 1� � � மற்றும் y x e0� � �  என்கபகைறாடு்ககைப்படடுள்்ளது.

   x0 -ன மதிப்்ப்க கைறாணகை.

10.7  முதல் வரிகச ந�ரியல் வககக்கழுச் சமனபாடுகள் 

        (First Order Linear Differential Equations)

 முதல் வரிடச கேரியல் வடகக்்கழுச் சமன்பாடடின் வடிவம்

   dy
dx

Py+  =  Q . ... (1)

ஆகும். இஙகு P  மற்றும் Q  என்பன x -ல் மடடு்ம உள்்ள சறார்புகை்ளறாகும். இச்சமன்பறாடடில்  y  

மற்றும் அைன வ்கை்கபகைழு dy
dx

 இவ்விரணடின ப்பரு்ககைல் ்பலன இரு்ககைறாது. ்மலும் சறார்நை மறாறி  y  

மற்றும் சறாரறாமறாறி x ஐப ப்பறாருதை அைனு்டய வ்கை்கபகைழு ஆகிய்வ முைலறாம் ்படியறாகை மடடு்ம 

கைறாைப்படும். 

 சமன்பறாடு (1)-ன தீர்வு கைறாண்பைற்கு முைலில் 
dy
dx

Py� � 0         ...(2)
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 எனும் சம்படிதைறான சமன்பறாட்ட எடுதது்க பகைறாள்்வறாம்.
 சமன்பறாடு (2)-ன தீர்வி்ன பினவருமறாறு கைறாைலறாம்:

 மறாறிலிகை்்ளப பிரிதது எழுை,  dy
y

 =  −Pdx .

 பைறா்கையிட, ேம்ககு்க கி்டப்பது ye
Pdxò  =  C .

 இபப்பறாழுது,  d
dx

ye Pdx��
�
�

�
�
�  =  e dy

dx
y PePdx Pdx� � �.  

  =  e dy
dx

Py QePdx Pdx� ��
�
�

�
�
� �

� ...(3) 

(சமன்பறாடு (1)ஐப ்பயன்படுதை)
 சமன்பறாடு (3)-ன இரு்ப்ககைமும்  xஐப ப்பறாருதது பைறா்கையிட, பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாடடின தீர்வு 

   ye
Pdxò  =  Qe dx CPdx� ��  என்க கி்ட்ககி்து.

 
இஙகு e

Pdxò என்பது சமன்பறாடு (1)-ன ்தாடகயீடடுக் காைணி (்தா.கா) எனப்படும். 

குறிப்புகர

 1. ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு
  y Q dx C� � ��( ) ( )bjh/fh bjh/fh ஆகும். இஙகு C என்பது எ்ைச்்ச மறாறிலி.

 2. பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில் கைறாைப்படும் 
dy
dx

-ன பகைழு 1 என 

இரு்ககும்்்பறாது, பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி  e
Pdxò -ல் உள்்ள P  என்பது y -ன பகைழுவறாகும்.

 3. dx
dy

Px Q� �  என் முைல் வரி்ச ்ேரியல் சமன்பறாடடில் P  மற்றும் Q  என்பன y -ல் 

மடடு்ம உள்்ள சறார்புகை்ளறாகும். இச்சமன்பறாடடில்  x  மற்றும் 
dx
dy

 இவ்விரணடும் ப்பரு்ககைலறாகை 

இரு்ககைறாது. ்மலும் சறார்நை மறாறி x  மற்றும் சறாரறாமறாறி  y ஐப ப்பறாருதை அைன வ்கை்க பகைழு 

ஆகியவற்றின ்படி 1 ஆகை மடடு்ம கைறாைப்படும்.
  இவ்வ்கையில், வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு xe Qe dy CPdy Pdy� � � ��  ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.22

 தீர்வு கைறாணகை : dy
dx

y e x� � �2 .

தீர்வு

   பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு 
dy
dx

y+ 2  =  e x−   ... (1)

 இது dy
dx

Py Q� � என் ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வடிவில் உள்்ளது.

 இஙகு P = 2 ;   Q e x� �  ஆகும்.
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    Pdxò  =  2 2dx x�� .

   பைறா்கையீடடு்ககைறாரணி (பைறா.கைறா) =  e ePdx x� � 2 .

   என்வ, சமன்பறாடு (1)-ன தீர்வு ye
Pdxò  =  Qe dx CPdx� �� .

           ye e e dx Cx x x2 2� ���  அல்லது ye e Cx x2 � � or y e Cex x� �� �2  

 இது்வ சமன்பறாடு (1)-ன தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.23

 தீர்வு கைறாணகை : y x x x x dx xdy1 02�� � ��� �� � �tan cos .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட
dy
dx

x x
x

y x x�
�� �

�
tan

cos
1

 என எழுைலறாம்.

 இது ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். இஙகு P
x x

x
�

�� �tan 1
;   Q x x= cos .

 
Pdx

x x
x

dx x x x x
x x

�
�� �

� � � � � ���
tan

log cos log log cos log
cos

1 1 .

   பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி =  e e
x x

Pdx x x� � �
log

cos

cos

1

1  

  பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடின தீர்வு ye
Pdxò  =  Qe dx CPdx� ��

   i.e.,   y
x x

1

cos
 =  x x

x x
dx Ccos

cos
� � ��

1

   அல்லது  y
x x

1

cos
 =  x C+

   அல்லது y  =  x x Cx x2 cos cos+

  இது்வ ்ை்வயறான தீர்வு ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.24

 தீர்வு கைறாணகை : dy
dx

y x x x� �2 3 2 2cot cosec .

தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு 
dy
dx

y x x x� �2 3 2 2cot cosec .

 இது ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும். இஙகுP x= 2cot ;   Q x x= 3 2 2cosec .

 
Pdx xdx x� ��� 2 2cot log sin   =  log sin logsinx x2 2= .

 பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி  =  e
pdxò =  e xxlogsin sin

2 2= .

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடின தீர்வு ye
Pdxò   =  Qe dx CPdx� �� .
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 y xsin2  =  3 32 2 2 2 3x x xdx C x dx C x Ccosec � � � � � �� �sin .

 என்வ, y xsin2  =  x C3 +  என்பது ்ை்வயறான தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.25

 தீர்வு கைறாணகை : 1 6 13 2 2�� � � � �x dy
dx

x y x .

தீர்வு

 இஙகு 
dy
dx

-ன பகைழு்வ 1ஆகை மறாற்் சமன்பறாடடின இருபு்மும் 1 3�� �x ஆல் வகு்ககை ்வணடும்.

 என்வ, பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடு 
dy
dx

x y
x

x
x

�
�

�
�
�

6

1

1

1

2

3

2

3
.

 இது y-ல் ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

   இஙகு,  P  =  6

1

1

1

2

3

2

3

x
x
Q x

x�
�

�
�

;  

   Pdxò  =  6

1
2 1 1 1

2

3

3 3
2

3
2x

x
dx x x x

�
� � � � � �� �� log log log

   பைறா்கையீடடு்ககைறாரணி =  e e xPdx x� � � �� ��� �log 1 3
23

2

1

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடின தீர்வு ye
Pdxò  =  Qe dx CPdx� �� .

   y x x
x

x dx C x x dx C x x x1
1

1
1 1 1 13

2
2

3

3
2

2 3 2 3 5�� � �
�
�

�� � � � �� � �� � � � � � �� � �� � �� dx C

 அல்லது y x x x x x C1
3 4 6

3
2

3 4 6

�� � � � � � �

 மற்றும் y =
1

1 3 4 63 2

3 4 6

( )�
� � � �

�

�
�

�

�
�x

x x x x C .  இது்வ ்ை்வயறான தீர்வறாகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.26

 தீர்வு கைறாணகை : ye dx y xe dyy y� �� �3 2 .
தீர்வு

 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாட்ட 
dx
dy y

x y e y� � �2 2  என எழுைலறாம்.

 இது 
dx
dy

Px Q� � என் வடிவில் உள்்ள ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடறாகும்.

 இஙகு  P
y

� �
2

; Q y e y� �2  

 
pdyò  =  � � � � �

�

�
�

�

�
��

�2
2

12

2y
dy y y

y
log log log ,

 பைறா்கையீடடு்ககைறாரணி =  e e
y

Pdy y� � �
�

�
��

�

�
��log

1

2

2 1 .
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 பகைறாடு்ககைப்படட சமன்பறாடடின தீர்வு xe
Pdyò  =  Qe dy CPdy� ��  

  x
y
1

2

�

�
�

�

�
�  =  y e

y
dy C e dy C e Cy y y2

2

1� � ��

�
�

�

�
� � � � � � �� �  

 அல்லது  x  =  � ��y e Cyy2 2  
 இது்வ ்ை்வயறான தீர்வறாகும்.

பயிற்சி 10.7
பினவரும் ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின தீர்வு கைறாணகை :

 1. cos sinx dy
dx

y x� �1 2. 1 12�� � � �x dy
dx

xy

 3. dy
dx

y
x

x� � sin  4. x dy
dx

xy x2 21 2 4�� � � � �

 5. 2 10 03x y dy ydx�� � � �  6. x x dy
dx

x x x y xsin cos sin sin� �� � �

 7. y e dx
dy

xx�� � � � �
�sin 1

1 02  8. dy
dx

y
x x

x�
�� �

� �
1

1

 9. 1 02 3� �� � � �� � �x xy dy
dx

y y  10. dy
dx

y
x x

x
x

� �
log

sin

log

2

 11. x a dy
dx

y x a�� � � � �� �2
4  12. dy

dx
x
x

x
x
y�

�
�

�
sin2

3

2

31

3

1

 13. x dy
dx

y x x� � log  14. x dy
dx

y x x� � �2 02 log

 15. dy
dx

y
x x

� �
3 1

2
 , x =1  எனில் y = 2  

10.8  முதல் வரிகச சாதாரண வககக்கழுச் சமனபாடுகளின பயனபாடுகள்

         (Applications of First Order Ordinary Differential Equations)
 ே்டமு்் வறாழவில் சில நிகைழவுகைளின தீர்வு கைறாண்பதில் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின 
்பயன்பறாடு அதிகை மு்ககியததுவம் ப்பறுகி்து. எதிர்கைறாலததில் அல்லது அறியறாை ஒரு பசயல்்பறாடடின 
ைன்ம்ய முனகூடடி்ய கைணிப்பதில் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின தீர்வுகைள் ்பயன்படுகின்ன. 
ப்பரும்்பறாலறான நிகைழவுகைளில் ஒரு அ்ளவின மறாறுவீைமறானது அநை அ்ளவின கைறாலத்ைப ப்பறாருதை 
சறார்்பறாகை பகைறாடு்ககைப்படும்்்பறாது அநை அ்ளவி்ன்க கைறாண்ப்ை ேமது குறி்க்கைறா்ளறாகும்.  t  ்ேரததில் 

ஒரு ப்பறாருளின இருபபு x  எனில், t  ்ேரததில் அபப்பறாருளின இருபபின கைை்ேர மறாறுவீைம்  dx
dt

 

ஆகும். இதிலிருநது 
dx
dt

f x t= ( , )  என் வடிவில் உள்்ள வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்டப ப்பறுகி்்றாம். 

இப்பறாடப்பகுதியில் இவ்வறா்றான கைை்ககுகை்்ள மடடு்ம ேறாம் கைறாை உள்்்ளறாம். ்மலும் கைை்ேர 
மறாறுவீைம் என்ப்ை மறாறுவீைம் என்் ேறாம் குறிபபிடு்வறாம்.
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10.8.1 ்பாருளின இருப்பின ்பருககம் (Population growth)
 ேறாம் ப்பறாருளின இருபபின ப்பரு்ககைத்ை  (எடுததுகைறாடடறாகை ம்ககைள்பைறா்கைப ப்பரு்ககைம், விலஙகு 

இனபப்பரு்ககைம் அல்லது நுணணுயிரிகைளின வ்ளர்ச்சி) ்ேரம் t -ன சறார்்பறாகை கைருது்வறாம்.

 t  ்ேரததில் ப்பறாருளின இருபபு x t( )  எனகை.  x t( )  என்பது முழு எண மதிபபு்டய சறார்்பறாகை 

இருபபினும், கிடடைடட (்ைறாரறாயமறாகை) x t( ) ஐ வ்கை்மயுள்்ள சறார்்பறாகை்க கைருதி வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடுகைளின உததிகை்்ளப ்பயன்படுததி  x t( ) ஐ கைறாணகி்்றாம். ப்பறாருளின இருபபின மறாறுவீைம் 

அந்ேரததில் ஆரம்்ப இருபபு்ககு ்ேர் விகிைததில் இரு்ககும் என்க கைருது்வறாம். பினனர் 

 
dx
dt

kx= , இஙகு k  என்பது விகிைச் சம மறாறிலியறாகும். … (1)

 ்மலும், ப்பறாருளின இருபபு எப்்பறாதும் அதிகைரிப்பைறால், k > 0  ஆகும். இவ்வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடடின தீர்வு x t Cekt( ) = , இஙகு C  என்பது பைறா்கையீடடு மறாறிலியறாகும். 

 C  மற்றும் k  ஆகியவற்றின மதிபபுகை்்ள ஆரம்்ப நி்பநை்னகை்்ளப ்பயன்படுததி்க கைறாைலறாம். 

ஆகை்வ, இருபபு x t( )  என்பது அடு்க்கை ்வகைததில் அதிகைரி்ககும். ப்பறாருளின இருபபு அதிகைரி்ககும் 

இவ்விதி மால்தாஸ் விதி எனப்படும்.

எடுத்துககாட்டு 10.27
 ப்பறாருளின இருபபின ப்பரு்ககைமறானது அதில் கைறாைப்படும் ப்பறாருளின இருபபின எணணி்க்கையின 
விகிைமறாகை அ்மநதுள்்ளது. ப்பறாருளின இருபபு 50 ஆணடுகைளில் இரு மடஙகைறாகி்து எனில், எதை்ன 
ஆணடுகைளில் ப்பறாருளின இருபபு மும்மடஙகைறாகும்? 
தீர்வு

 t  ்ேரததில் ப்பறாருளின இருபபு x t( )  எனகை. பினனர் 
dx
dt

kx= .

 மறாறிகை்்ளப பிரிதது எழுை, 
dx
x

kdt= .

 இரு ்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, log logx kt C� �    அல்லது  x Cekt= ,

 இஙகு C எ்ைச்்ச மறாறிலி.
 t = 0  எனும்்்பறாது ப்பறாருளின இருபபு x0  எனகை. என்வ, C x= 0  ஆகும்.

 ஆைலறால், x x ekt= 0 .

 t = 50  எனும்்்பறாது x x= 2 0 ,  என்பைறால் k =
1

50
2log  ஆகும்.

 என்வ, t ்ேரததில் ப்பறாருளின இருபபு x x
t

= 0
502  ஆகும்.

 t1  ்ேரததில் ப்பறாருளின இருபபு மும்மடஙகைறாகி்து எனகை.

 அைறாவது, t t= 1  எனில் x x= 3 0  என்பைறால் t1 50
3

2
�

�

�
�

�

�
�

log

log
 ஆகும். 

 என்வ, 50
3

2

log

log

�

�
�

�

�
�  வருடஙகைளில் ப்பறாருளின இருபபு மும்மடஙகைறாகும்.
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10.8.2 கதிரியககச் சிகதவு (Radioactive decay)
 ஒரு அணு்ககைருவறானது பு்ரறாடடறானகைள் மற்றும் நியுடரறானகைளின ்சர்வறாகை உள்்ளது. 
பு்ரறாடடறானகைள் மற்றும் நியுடரறானகைளின இ்ைவறானது ப்பரும்்பறாலும் நி்லயறானைறாகை 
இருப்பதில்்ல. அைறாவது, அவ்வறா்றான அணு்ககைள் சி்ைவுறும் அல்லது மற்ப்றாரு ப்பறாருளின 
அணுவறாகை உருமறாற்்ம்டயும். இதை்கைய அணு்ககைரு்ககைள் கதிரியக்கப ்பணபு பகைறாணட்வயறாகும்.

 ஒரு ப்பறாருளின அணு்ககைரு சி்ைவுறும் வீைம் d
dt
A  ஆனது t ்ேரததில் மீைமுள்்ள அபப்பறாருளின 

அ்ளவு்ககு விகிைமறாகை உள்்ளது என்ககைருது்வறாம்.

 என்வ, ்ை்வயறான வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு 
d
dt
A A∝   அைறாவது   d

dt
kA A=  …(2) 

 இஙகு k என்பது விகிைச்சம மறாறிலியறாகும். இஙகு சி்ைவுறுைல் ே்டப்பறுவைறால், k < 0  ஆகும்.

குறிப்புகர

 சமன்பறாடுகைள் (1) மற்றும் (2) ஆகிய இரணடு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளும் ஒன்்யறாகும். 
ஆனறால், அவற்றின குறியீடுகைள் மற்றும் விகிைச் சம மறாறிலிகைளின ப்பறாருள் வி்ள்ககைம் மடடும் 
பவவ்்வ்றாகும். சமன்பறாடு (1)-ல் வ்ளர்ச்சியின ்்பறாது k > 0  எனவும் சமன்பறாடு (2)-ல் 
சி்ைவுறுைலின்்பறாது  k < 0  எனவும் உள்்ளது.

ஒரு தனிதத வடகக்்கழுச் சமன்பாடு பல்கவறு மாறுபடை நிகழ்வுகளின் கணிதவியல் 
மாதிரியாகப பயன்படும்.

எடுத்துககாட்டு 10.28

 ஆரம்்பததில் ஒரு கைதிரிய்ககை ஐ்சறா்டறாபபின நி்்  200 மி.கி. ஆகும். 2 வருடஙகைளு்ககுப  பினனர் 
அைன நி்் 50 மி.கி. ஆகை உள்்ளது. t ் ேரததில் மீைமுள்்ள ஐ்சறா்டறாபபின நி்்்ககைறான சமன்பறாட்ட்க 
கைறாணகை. அைன அ்ர ஆயுடகைறாலம் எவ்வ்ளவு? (ஒரு குறிபபிடட கைதிரிய்ககை ஐ்சறா்டறாபபின ஆரம்்ப 
அ்ளவு ்பறாதியறாகை்க கு்்ய ஆகும் கைறால அ்ளவு அ்ர ஆயுட கைறாலம் எனப்படும்).

தீர்வு

 t  ்ேரததில் மீைமுள்்ள ஐ்சறா்டறாபபின இருபபு A   எனகை. −k  என்பது விகிைச் சம மறாறிலி எனகை. 

இஙகு k > 0  ஆகும். பினனர், கைதிரிய்ககை ஐ்சறா்டறாபபின சி்ைவுறும் வீைம் 
d
dt

kA A� �  எனும் 

சமன்பறாடடறால் ப்ப்ப்படுகி்து. இச்சமன்பறாடடில் உள்்ள கு்் குறி நி்் கு்்வ்ை்க குறி்ககி்து. 
்மலும், இச்சமன்பறாடு மறாறிகைள் பிரி்பட்ககூடிய சமன்பறாடறாகும். என்வ, மறாறிகை்்ளப பிரிதைது எழுை்க 

கி்டப்பது  d kdtA
A

� �  ஆகும்.

 இரு ்ப்ககைமும் பைறா்கையிட்க கி்டப்பது log logA � � �kt C   அல்லது A Ce kt� � .
 ஆரம்்பததில் ப்பறாருளின நி்் 200 மி.கி. ஆகும். 

 அைறாவது t = 0  எனும்்்பறாது A = 200  ஆகும். என்வ, சமன்பறாடு (1)லிருநது,  C = 200 எனப 

ப்பறுகி்்றாம்.
 A � �200e kt .
 ்மலும் t = 2  எனும்்்பறாது A =150  என்பைறால், k � �

�
�

�
�
�

1

2

4

3
log .

 என்வ, t வருடஙகைளு்ககுப பி்கு மீைமுள்்ள ஐ்சறா்டறாபபின நி்்  A( )
log

t e
t

�
� �

�
�

�
�
�

200 2

4

3  ஆகும்.

 A =100  மி.கிரறாமறாகை கு்்ய ஆகும் கைறாலம் அ்ர ஆயுட கைறாலம் th  ஆகும். 
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 என்வ,   th �

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

2
1

2

3

4

log

log

.

10.8.3  நியூட்டனின குளிர்ச்சி அல்ைது ்வப்பம் அகடயும் விதி

            (Newton’s Law of cooling/warming)

 80°C  உள்்ள ஒரு அ்்யில் ஒரு ் கைறாப்்பயில் ஊற்றி ் வ்ககைப்படடுள்்ள கைறாபியின 

பவப்பநி்ல 150°  C எனகை. கைறாபியின பவப்பநி்ல எனனவறாகும்? கைறாபியின 

பவப்பநி்ல அ்்யின பவப்பநி்ல்ய அ்டயும் வ்ர கு்்வ்ை்க 
கைறாணகி்்றாம்.
 இபப்பறாழுது, பவப்பநி்ல 80°C  உள்்ள ஒரு அ்்யில் குளிர் 

சறாைனப ப்படடியில் இருநது எடுதது ்வ்ககைப்படட குளிர்நை நீரின பவப்பநி்ல 35°

C எனகை. குளிர்நை நீரின பவப்பநி்ல எனனவறாகும்? ்மற்கூறியவறா்், நீரின 
பவப்பநி்லயறானது அ்்யின பவப்பநி்ல்ய அ்டயும் வ்ர அதிகைரிப்ப்ை்க 
கைறாணகி்்றாம்.
 நியூடைனின் குளிர்ச்சி அல்லது ்வபபமடையும் விதிபபடி, ஒரு ப்பறாருளின பவப்பநி்ல மறாறும் 
வீைமறானது ப்பறாருளின பவப்பநி்ல்ககும் சுற்றுபபு் ஊடகைததின பவப்பநி்ல்ககும் உள்்ள 
்வறு்பறாடடிற்கு ்ேர்விகிைமறாகை அ்மயும். t  ்ேரததில் ப்பறாருளின பவப்பநி்ல T t( )  எனவும், 

சுற்றுபபு் ஊடகைததின பவப்பநி்ல Tm  எனவும், பவப்பநி்லயின மறாறுவீைம் 
dT
dt

 எனவும் இருபபின 

நியூடடனின குளிர்ச்சி (அல்லது பவப்பம்) அ்டயும் விதிப்படி 
dT
dt

T Tm� � or dT
dt

k T Tm� �� � , இஙகு 

k  என்பது விகிைச் சம மறாறிலியறாகும்.
 குளிர்ச்சி அல்லது பவப்பம் அ்டைல் எனும் இரு நி்லகைளிலும் Tm  ஒரு மறாறிலி எனில், k < 0  

ஆகும்.

எடுத்துககாட்டு 10.29
 ஒரு துப்பறிவறா்ளர் ஒரு பகைறா்ல்ககைறான புலன விசறார்ையின ்்பறாது, ஒருவரின உயிரற்் 
உட்ல சரியறாகை பிற்்பகைல் 8  மணி்ககு கைறாணகி்றார். முனபனச்சரி்க்கையறாகை துப்பறிவறா்ளர் அவ்வுடலின 
பவப்பநி்ல்ய அ்ளநது 70oF என்க குறிதது்க பகைறாள்கி்றார். 2 மணி ்ேரம் கைழிதது அநை உடலின 
பவப்பநி்ல 60oF ஆகை இருப்ப்ை்க கைறாணகி்றார். உடல் இருநை அ்்யின பவப்பநி்ல 50oF ஆகும். 
மற்றும் இ்ப்பைற்கு முனபு அநே்பரின உடல் பவப்பநி்ல 98.6oF எனில், அநே்பர் பகைறா்ல பசயயப்படட 
்ேரம் எனனவறாகை இருநதிரு்ககும்?

 
log . . ; log . .2 43 0 88789 0 5 0 69315� � � � � � ��� ��

தீர்வு

 t  ்ேரததில் உடலின பவப்பநி்ல T  எனகை. பிற்்பகைல் 8 மணி என்ப்ை t = 0  என்கபகைறாள்கை.

 நியுடடனின குளிர்வு விதிப்படி, 
dT
dt

k T� �� �50 அல்லது 
dT
T

kdt
−

=
50

.

 இரு ்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, log log50� � �T kt C    அல்லது 50� �T Cekt .

 t = 0  எனும்்்பறாது T = 70  என்பைறால், C � �20
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 t = 2  எனும்்்பறாது T = 60  என்பைறால், � � �10 20 2ek .

 ஆகை்வ, k � �
�
�

�
�
�

1

2

1

2
log .

 என்வ, தீர்வு 50 20

1

2

1

2� � �
�
�
�

�
�
�

T e
t log

 அல்லது    T
t

� � �
�
�

�
�
�50 20

1

2

2

 ேறாம் இபப்பறாழுது T t( ) .= 98 6 ஆகை இரு்ககும்்்பறாது  t-ன மதிப்்ப்க கைறாை்வணடும்.

 t �

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

� �2

48 6

20

1

2

2 56

log
.

log

.

 என்வ, அநே்பர் இ்நை ்ேரம் ்ைறாரறாயமறாகை பிற்்பகைல் 5.30 மணியறாகும்.

10.8.4  கைகவ கணககுகள் (Mixture problems)

 இரசறாயனத பைறாழில்து்்யில் கைல்வ கைை்ககுகைள் ப்பரும்ளவில் ்பயன்படுதைப்படுகி்து. ஒரு 
பகைறாள்கைல்ன அடிப்ப்ட மறாதிரியறாகை்க பகைறாணடு கைல்வ்க கைை்ககின தீர்வு கைறாணும் மு்்்ய 
வி்ள்ககு்வறாம்.
 ஒரு ப்பறாருள் S  ஆனது ஒரு பகைறாள்கைலனில் உள்்ள கைல்வயில் ஓடட விகிைம் 
மறா்றாைவறாறு கைல்ககி்து. ்மலும் இ்ககைல்வ்ய பைறாடர்நது கி்ளறி கைல்வ சீரறாகை 
்வ்ககைப்படுகி்து. அம்மறாதிரியறான சூழநி்லயில், இநை சீரறான கைல்வயறானது 
ஒ்ர ்ேரததில் மற்ப்றாரு விகிைததில் பகைறாள்கைலனிலிருநது பவளி்யற்்ப்படுகி்து 
எனகை. இபப்பறாழுது, t  ்ேரததில் அ்ககைல்வயில் உள்்ள ப்பறாருள்  S -ன அ்ளவி்ன 
ேறாம் கைறாை வி்ைகி்்றாம்.

 t ்ேரததில் ப்பறாருள் S -ன x  எனகை. மற்றும் 
dx
dt

 எனும் வ்கை்கபகைழு t ஐப ப்பறாருதது x-ன 

மறாறுவீைம் எனகை. 'உள்ளீடு' என்பது ப்பறாருள் S பகைறாள்கைலனில் உள்்ள கைல்வயினுள் கைல்ககும் 
(நு்ையும்) வீைம் மற்றும் 'பவளியீடு' என்பது கைல்வ பகைறாள்கைலனிலிருநது பவளி்யறும் வீைம் எனில்,  

dx
dt

=  உள்ளீடு −பவளியீடு எனும் சமன்பறாட்டப ப்பறுகி்்றாம்.

எடுத்துககாட்டு 10.30

 ஒரு பைறாடடியில் உள்்ள 1000 லிடடர் நீரில் 100 கிரறாம் உபபு கை்ரநதுள்்ளது. பி்ரன என்பது 
அடர்நை அடர்ததி்க பகைறாணட உபபு்க கை்ரசலறாகும். வை்ககைமறாகை ்சறாடியம் கு்்ளறா்ரடு கை்ரசலறாகும். 
பி்ரன ஒரு நிமிடததிற்கு 10 லிடடர் வீைம் உடபுகுதைப்படுகி்து. ்மலும், ஒவ்பவறாரு லிடடர் நீரிலும் 5 
கிரறாம் உபபு கை்ரநதுள்்ளது. பைறாடடியில் உள்்ள நீரறானது பைறாடர்நது கைல்ககைப்படடு சீரறாகை 
்வ்ககைப்படடுள்்ளது. பி்ரன ஒரு நிமிடததிற்கு 10 லிடடர் வீைம் பவளி்யறுகி்து. t  ்ேரததில் 
பைறாடடியில் உள்்ள உபபின அ்ள்வ்க கைறாணகை.
தீர்வு

 t  ்ேரததில் பைறாடடியில் உள்்ள உபபின அ்ளவு x t( )  எனகை. இைன மறாறுவீைம் 

dx
dt

=  உள் நு்ையும் வீைம் −  பவளி்யறும் வீைம்.

 ்படம் 10.2

உள்ளீடு

பவளியீடு
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 இபப்பறாழுது ஒரு லிடடர் நீரில் 5  கிரறாம் உபபு கை்ர்ககைப்படடு பைறாடடியில் உடபுகுதைப்படுவைறால், 
10  லிடடர் நீரில் 50 கிரறாம் உபபுத பைறாடடியில் உள்்ள நீரில் கை்ரநதிரு்ககும். ்மலும், பைறாடடியில் 
இருநது உபபு்க கை்ரசல் (பி்ரன) ஒரு நிமிடததிற்கு 10 லிடடர் வீைம் பவளி்யறுகி்து. இது பைறாடடியில் 
உள்்ள பமறாதை உபபு்க கை்ரசலின 10 1000 0 01/ .= மடஙகைறாகும். ஆகை்வ, t ்ேரததில் உள்்ள உபபின 
அ்ளவு  x t( ) -ன  0.01 மடஙகைறாகும். அைறாவது  0 01. ( )x t  ஆகும்.

 என்வ, இநை மறாதிரியின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு 
dx
dt

x x� � � � �� �50 0 01 0 01 5000. .

 இச்சமன்பறாடடி்ன 
dx

x
dt

�
� �

5000
0 01( . )  என எழுைலறாம்.

 சமன்பறாடடின இரு ்ப்ககைமும் பைறா்கையிட, log . logx t C� � � �5000 0 01

 அல்லது x Ce t� � �5000 0 01. அல்லது x Ce t� � �5000 0 01.

 ஆரம்்பததில், அைறாவது t = 0  எனும்்்பறாது x =100

 அைறாவது 100 5000� �C . ஆ்கையறால், C � �4900 .
 என்வ t ்ேரததில் பைறாடடியில் உள்்ள உபபின அ்ளவு is x e t� � �5000 4900 0 01. .

பயிற்சி 10.8
 1. நுணணுயிர்கைளின ப்பரு்ககைததில், ்பறா்கடீரியறா்ககைளின எணணி்க்கையின ப்பரு்ககை 

வீைமறானது அதில் கைறாைப்படும் ்பறா்கடீரியறா்ககைளின எணணி்க்கையின விகிைமறாகை உள்்ளது. 
இபப்பரு்ககைதைறால் ்பறா்கடீரியறாவின எணணி்க்கை மும்மடஙகைறாகி்து எனில், 10 மணி ்ேர 
முடிவில் ்பறா்கடீரியறா்ககைளின எணணி்க்கை எனனவறாகை இரு்ககும்?

 2. ஒரு ேகைரததின ம்ககைள் பைறா்கை வ்ளர்ச்சி வீைம் t ்ேரததில் உள்்ள ம்ககைள் பைறா்கையின 
விகிைமறாகை அ்மநதுள்்ளது. ்மலும் ேகைரததின ம்ககைள் பைறா்கை 40 ஆணடுகைளில்  
3,00,000லிருநது  4,00,000 ஆகை அதிகைரிததுள்்ளது என்க பகைறாடு்ககைப்படடுள்்ளது எனில்,  
t ்ேரததில் அநேகைரததின ம்ககைள் பைறா்கை்ய்க கைறாணகை.

 3. மினை்ட மற்றும் ைன மின தூணடல் பகைறாணட ஒரு மின சுற்றின மின இய்ககு வி்சயின 

சமன்பறாடு E Ri L di
dt

� �   ஆகும். இஙகு E  என்பது மின சுற்று்ககு பகைறாடு்ககைப்படும் மின 

இய்ககு வி்ச, R  என்பது மினை்ட மற்றும் L என்பது ைன மின தூணடல் எண ஆகும். E = 0 
எனும்்்பறாது t ்ேரததில், மினசறாரம் iஐ்க கைறாணகை.

 4. வினறாடி்ககு 10 மீடடர் ்வகைததில் இயஙகும் ஒரு மினவி்சப ்படகின இயநதிரம் 
நிறுதைப்படுகி்து. அைன பினனர் ஏ்ைனும் ஒரு ்ேரததில் (இயநதிரம் நிறுதைப்படட பி்கு) 
மின வி்சப ்படகின ்வகைம் கு்்யும் வீைமறானது அந்ேரததில் அைன தி்ச்வகைததிற்கு 
சமமறாகை உள்்ளது என்க பகைறாடு்ககைப்படடுள்்ளது. இயநதிரம் நிறுதைப்படட 2 வினறாடிகைளு்ககுப 
பி்கு வி்சப்படகின தி்ச்வகைம் கைறாணகை.

 5. வருடததிற்கு 5% பைறாடர் கூடடு வீைததில் ஒருவர் `10,000-த்ை வஙகி்க கைை்ககில் முைலீடு 
பசயகி்றார்.  18 மறாைஙகைளு்ககுப பினனர் அவர் வஙகி்க கைை்ககில் எவ்வ்ளவு பைறா்கை 
இரு்ககும்?

 6. ஒரு மறாதிரியில் கைறாைப்படும் கைதிரிய்ககை அணு்ககைரு்ககைள் சி்ைவுறும் வீைமறானது 
அந்ேரததில் அநை மறாதிரியில் கைறாைப்படும் அணு்ககைரு்ககைளின எணணி்க்கை்ககு விகிைமறாகை 
அ்மநதுள்்ளது. 100 ஆணடு கைறால இ்டபவளியில் ஒரு மறாதிரியில் ஆரம்்பததில் கைறாைப்படும் 
கைதிரிய்ககை அணு்ககைரு்ககைளின எணணி்க்கையில் 10% சி்ைவுறுகி்து. 1000 ஆணடுகைள் 
முடிவில் ஆரம்்பததில் கைறாைப்படும் கைதிரிய்ககை அணு்ககைரு்ககைளின எணணி்க்கையில் 
எவ்வ்ளவு மீைமிரு்ககும்?
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சாதாரண வகைக்ைழுச் சமன்ாடுைள்185

 7. பவப்பநி்ல 25C ஆகை உள்்ள ஒரு அ்்யில் ்வ்ககைப்படடுள்்ள நீரின பவப்பநி்ல 100C  

ஆகும். 10 நிமிடஙகைளில் நீரின பவப்பநி்ல 80C  ஆகை்க கு்்நது விடுகி்து எனில், 
   (i) 20 நிமிடஙகைளு்ககுப பினனர் நீரின பவப்பநி்ல
   (ii) பவப்பநி்ல 40C ஆகை இரு்ககும்்்பறாது ்ேரம் கைறாணகை.

    log . ; log .e e
11

15
0 3101 5 1 6094� � ��

��
�
��

 8. கைறா்ல 10.00 மணி்ககு ப்பண ஒருவர் ைனனு்டய ்ம்க்ரறா அ்ல ச்மயல் அடுபபிலிருநது 
சூடறான கைறாபி்ய பவளியில் எடுதது அது குளிர்வைற்கைறாகை அருகில்  உள்்ள ச்மயல் அ்்யில் 
்வ்ககி்றார். அந்ேரததில் கைறாபியின பவப்பநி்ல 180°F ஆகும். ்மலும், 10 நிமிடஙகைளு்ககுப பி்கு 
அைன பவப்பநி்ல 160F ஆகும். ச்மயல் அ்்யின நி்லயறான பவப்பநி்ல 70F எனில்

   (i) கைறா்ல 10.15 மணி்ககு கைறாபியின பவப்பநி்ல்க கைறாணகை. log .
9

11
0 6061=−













   (ii) பவப்பநி்ல 130F ்ககும் 140F ்ககும் இ்டப்படடைறாகை இரு்ககும்்்பறாது அவர் கைறாபி்ய 

அருநை நி்னதைறால், எந்ேரததிற்கு இ்டயில் அவர் கைறாபி்ய அருநை ்வணடும்?

    
log .

6

11
0 2006=−













 9. ஒரு ்பறாததிரததில் 100C  பவப்பநி்லயில் பகைறாதிதது்க பகைறாணடிரு்ககும் நீரறானது t = 0  
எனும் ்ேரததில் அடுபபின மீது இருநது இ்்ககி குளிர்வைற்கைறாகை ச்மயல்்யில் 
்வ்ககைப்படுகி்து. 5 நிமிடஙகைளு்ககுப பி்கு நீரின பவப்பநி்ல 80C  ஆகை்க கு்்கி்து. 
்மலும், அடுதை 5 நிமிடஙகைளு்ககுப பி்கு நீரின பவப்பநி்ல 65C  ஆகை கு்்கி்து எனில், 
ச்மயல்்யின பவப்பநி்ல்ய்க கைறாணகை.

 10. ஆரம்்பததில் ஒரு பைறாடடியில் 50 லிடடர் தூய்மயறான ைணணீர் உள்்ளது. பைறாட்ககை ்ேரம் 
t = 0  -ல் ஒரு லிடடர் ஒரு லிடடர் நீரில் 2 கிரறாம் வீைம் கை்ர்ககைப்படட உபபு்க கை்ரசலறானது 
ஒரு நிமிடததிற்கு 3 லிடடர் வீைம் பைறாடடியில் விடப்படுகி்து. இ்ககைல்வயறானது பைறாடர்நது 
கைல்ககைப்படடு சீரறாகை ்வ்ககைப்படுகி்து. ்மலும், அ்ை ்ேரததில் ேனகு 
கைல்ககைப்படட இ்ககைல்வயறானது அ்ை வீைததில் பைறாடடியிலிருநது 
பவளி்யறுகி்து.  t > 0  எனும் ஏ்ைனும் ஒரு ்ேரததில் பைறாடடியில் 
உள்்ள உபபின அ்ளவி்ன்க கைறாணகை.

பயிற்சி 10.9
்காடுக்கபபடை ோன்கு மாற்று விடைகளிலிரு்நது சரியான அல்லது மிகவும் ஏற்புடைய 
விடையிடனத கதர்்ந்தடுக்கவும் :

 1. d y
dx

dy
dx

x
2

2

1 3

1 4 0� �
�
�

�
�
� � �

/

/  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச மற்றும் ்படி மு்்்ய

  (1) 2 3,  (2)   3 3,  (3)   2 6,  (4)  2 4,

 2. y x B� �A cos( ) , இஙகு A, B என்பன எ்ைச்்ச மறாறிலிகைள்  எனும் சமன்பறாட்ட்க பகைறாணட 
வ்்ளவ்ர குடும்்பததின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு

  (1)  d y
dx

y
2

2
0� �  (2)  d y

dx
y

2

2
0� �

 
(3)   d y

dx

2

2
0=

 
(4)   d x

dy

2

2
0=

 3. sin cosx dx dy x dx dy�� � � �� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச மற்றும் ்படி

  (1)   1 2,  (2)    2 2,  (3)   1 1,  (4)   2 1,
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186XII - கணிதவியல்

 4. ்மயம் h k,� �  மற்றும் ஆரம் ‘a’ பகைறாணட எல்லறா வடடஙகைளின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின 
வரி்ச

  (1)   2 (2)   3 (3)   4 (4)   1
 5. y e ex x� � �A B ,  இஙகு A, B என்பன ஏ்ைனும் இரு மறாறிலிகைள், எனும் வ்்ளவ்ரத 

பைறாகுதியின வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு

  (1)  d y
dx

y
2

2
0� �  (2)   d y

dx
y

2

2
0� �  (3)   dy

dx
y� � 0  (4)   dy

dx
y� � 0

 6. dy
dx

y
x

=  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுததீர்வு

  (1)  xy k=  (2)  y k x= log  (3) y kx=  (4)    log y kx=

 7. 2 3x dy
dx

y� �  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு குறிபபிடுவது

  (1)  ்ேர்்க்கைறாடுகைள் (2)   வடடஙகைள் (3)  ்பரவ்்ளயம் (4)   நீள்வடடம்

 8. dy
dx

p x y� �( ) 0  -ன தீர்வு

  (1)    y ce pdx
� �  (2)    y ce pdx

� ��  (3)   x ce pdy
� ��  (4)   x ce pdy

� �

 9. 
dy
dx

y y
x

+ = +1
  என் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி

  (1)   x
ex

 (2)    e
x

x

 (3)   λex  (4)   ex

 10. dy
dx

P x y Q x� �( ) ( )   என் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி x  எனில், 

P x( )  என்பது

  (1)  x (2)   x2

2
 (3)    1

x
 (4)   1

2x

 11. y x dy
dx

dy
dx

dy
dx

( ) ....� � �
�
�
�
�

�
�
� �

� �
�
�
�

�
�
� �1

1

1 2

1

1 2 3

2 3

  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ்படி

  (1)   2 (2)      3 (3)   1 (4)    4

 12. p மற்றும் q என்பன மு்்்ய y dy
dx

x d y
dx

xy x�
�

�
�

�

�
� � �3

2

2
cos  எனும் வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடடின வரி்ச மற்றும் ்படி எனில்,
  (1) p q<  (2) p q=  (3) p q>   (4) இவற்றில் எதுவுமில்்ல

 13. dy
dx x

�
�

�
1

1
0

2
  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு

  (1)   y x c� ��sin 1  (2)   x y� ��sin 1 0  (3)  y x C2 12� ��sin  (4)  x y2 12 0� ��sin

 14. dy
dx

xy= 2  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு

  (1)  y Cex=
2

 (2)   y x C� �2 2  (3)   y Ce Cx� �� 2

 (4)   y x C� �2
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 15. log
dy
dx

x y�
�
�

�
�
� � �   எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுததீர்வு

  (1)   e e Cx y� �  (2)   e e Cx y� ��  (3)  e e Cx y� � �  (4)  e e Cx y� �� �

 16. dy
dx

y x� �2   -ன தீர்வு

  (1)    2 2x y C� �  (2)    2 2x y C� �  (3)   
1

2

1

2x y C� �  (4)   x y C� �

 17. dy
dx

y
x

y
x
y
x

� �

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

� '
  எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு

  (1)     x y
x

k� �
�
�

�
�
� �  (2)   � y

x
kx�

�
�

�
�
� �  (3)    y y

x
k� �

�
�

�
�
� �  (4)   � y

x
ky�

�
�

�
�
� �

 18. dy
dx

Py Q� �  எனும் ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி sin x  

எனில், P என்பது 
  (1)   logsin x  (2)  cos x  (3)   tan x  (4)   cot x
 19. வரி்ச n  மற்றும் n +1பகைறாணட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகைளின ப்பறாதுத தீர்வுகைளில் உள்்ள 

மறா்தை்ககை மறாறிலிகைளின எணணி்க்கை மு்்்ய
  (1)   n n−1,  (2)   n n, +1  (3)   n n+ +1 2,  (4)   n n+1,

 20. மூன்றாம் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின குறிபபிடடத தீர்வில் உள்்ள மறா்தை்ககை 
மறாறிலிகைளின எணணி்க்கை

  (1)    3 (2)   2 (3)   1 (4)   0

 21. dy
dx

x y
x

�
� �
�

1
1

 எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி

  (1)     1
1x +

 (2)    x +1 (3)   1
1x +

 (4)   x +1

 22. ஏ்ைனும் ஒரு வருடம் t-ல் உள்்ள P-ன ப்பரு்ககை வீைமறானது ம்ககைள் பைறா்கை்ககு விகிைமறாகை 
அ்மயும் எனில், பினனர்

  (1)   P Cekt=  (2)   P Ce kt� �  (3)   P Ckt=  (4)   P C=

 23. t எனும் ்ேரததிற்குப பி்கு மீைமுள்்ள ஒரு ப்பறாருளின அ்ளவு P ஆகும். ப்பறாருள் ஆவியறாகும் 
வீைமறானது அந்ேரததில் மீைமிரு்ககும் ப்பறாருளின அ்ளவிற்கு விகிைமறாகை அ்மநதுள்்ளது 
எனில், பினனர்

  (1)   P Cekt=  (2)   P Ce kt� �  (3)   P Ckt=  (4)   Pt C=

 24. dy
dx

ax
y f

�
�
�

3

2
 எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு ஒரு வடடத்ை்க குறி்ககுமறானறால், 

a-ன மதிபபு
  (1)   2 (2)    −2  (3)     1 (4)   −1
 25. y = f (x) எனும் வ்்ளவ்ரயின ஏ்ைனும் ஒரு புள்ளியிடதது சறாயவு 

dy
dx

x= 3x2 என்க 

பகைறாடு்ககைப்படடுள்்ளது. ்மலும் வ்்ளவ்ரயறானது (-1,1) புள்ளி வழியறாகைச் பசல்கி்து 
எனில், வ்்ளவ்ரயின சமன்பறாடு

  (1) y = x3 + 2 (2) y = 3x2 + 4 (3) y = 3x3 + 4 (4) y = x3 + 5
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பாடச்சுருககம்
1.  ஏ்ைனும் ஒரு சமன்பறாடு ஒரு சறார்பின கு்்நை்படசம் ஒரு சறாைறாரை வ்கை்கபகைழு அல்லது ்பகுதி 

வ்கை்கபகைழு்வயறாவது பகைறாணடிரு்ககுமறானறால் அச்சமன்பறாடு வடகக்்கழுச் சமன்பாைாகும். 
2.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடில் கைறாைப்படும் மிகை உயர்நை வ்கை்கபகைழுவின வரி்ச்ய 

அச்சமன்பறாடடின வரி்ச (order) ஆகும்.
3.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வ வடிவில் எழுை இயலுபமனில், 

அச்சமன்பறாடடில் ்ைறானறும் மிகை உயர்நை வரி்சயு்டய வ்கை்கபகைழுவின முழு எண ்படி்ய 
அச்சமன்பறாடடின ்படி எனப்படும்.

4.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட மிகை உயர்நை வரி்ச்க பகைறாணட வ்கை்கபகைழு்வ முைன்ம 
உறுப்பறாகை்க பகைறாணட ்பல்லுறுபபு்க ்கைறா்வச் சமன்பறாடறாகை எழுை இயலவில்்ல எனில் 
அச்சமன்பறாடடின ்படி்ய வ்ரயறு்ககை முடியறாது.

5.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ஒ்ரபயறாரு சறாரறா மறாறி்யப ப்பறாருதது ஒனறு அல்லது அைற்கு 
்மற்்படட சறார்புகைளின சறாைறாரை வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள்க பகைறாணடுள்்ளது எனில், அச்சமன்பறாடு 
சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு எனப்படும்.

6.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு ஒனறு அல்லது அைற்கு ்மற்்படட சறார்புகைளின ்பகுதி 
வ்கை்கபகைழு்ககை்்ள மடடும் பகைறாணடிரு்ககும் எனில், அச்சமன்பறாடு ்பகுதி வ்கை்கபகைழுச் 
சமன்பறாடு எனப்படும்.

7.   ஒரு மறாறிலி்ய்க பகைறாணட சமன்பறாடடிலிருநது அம்மறாறிலி்ய நீ்ககுவைறால் முைல் வரி்ச 
வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்டயும் மற்றும் இரணடு மறாறிலிகை்்ள்க பகைறாணட சமன்பறாடடிலிருநது 
இரணடு மறாறிலிகை்்ளயும் நீ்ககுவைறால் இரணடறாம் வரி்ச வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்டயும் 
மற்றும் இ்ை்்பறால் பைறாடர, நீ்ககைப்படும் மறாறிலிகைளின எணணி்க்கை்கைற்்ப வரி்சகை்்ள்க 
பகைறாணட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடுகை்்ளப ப்ப்லறாம்.

8.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடி்ன நி்்வு பசயயுமறாறு சறார்நை மறாறிகை்்ள சறாரறா மறாறிகைளுடன 
பைறாடர்பு்படுததும் ்கைறா்வ அச்சமன்பறாடடின தீர்வு ஆகும்.

9.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வில் உள்்ள மறா்தை்ககை மறாறிலிகைளின (எ்ைச்்ச 
மறாறிலிகைளின) எணணி்க்கையறானது, அவ்வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வரி்ச்ககுச் சமமறாகை 
இருபபின, அததீர்வி்ன அச்சமன்பறாடடின ப்பறாதுத தீர்வு எனகி்்றாம்.

10.  ஒரு வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின ப்பறாதுததீர்வில் உள்்ள மறா்தை்ககை மறாறிலிகைளு்ககு குறிபபிடட 
மதிபபுகை்்ள்க பகைறாடுப்பைறால் ப்ப்ப்படும் தீர்வி்ன குறிபபிடட தீர்வு என்்பறாம்.

11.  f x g y dx f x g y dy1 1 2 2 0( ) ( ) ( ) ( )� �  எனும் வடிவில் உள்்ள சமன்பறாடு மறாறிகைள் பிரி்பட்ககூடியது 

அல்லது மறாறிகைள் பிரி்பட்ககூடிய சமன்பறாடு எனப்படும்.

12.  n∈  மற்றும் ப்பறாருதைமறாகை்க கைடடுப்படுதைப்படட x y,  மற்றும் t ஆகியவற்று்ககு 

f tx ty t f x yn( , ) ( , )=   எனில், x , y  ஆகியவற்்் மறாறிகை்ளறாகை்க பகைறாணட சறார்பு  f x y( , )  ஆனது  

n ஆம் ்படியில் சம்படிதைறான சறார்பு எனப்படும். இது ஆயலரின சம்படிதைன்ம எனவும் அ்ை்ககைப்படும்.

13.  f x y( , )  என்பது ்படி 0 பகைறாணட சம்படிதைறான சறார்பு எனில்,  f x y( , )  என்ப்ை எபப்பறாழுதும் g y
x

�
�
�

�
�
�  

அல்லது g
x
y







எனும் வடிவில் எழுதுமறாறு g  எனும் சறார்பு இரு்ககும்.

14.  ஒரு சறாைறாரை வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாட்ட 
dy
dx

g y
x

= 



  எனும் அ்மபபில் எழுைமுடியுமறானறால், 

அச்சமன்பறாடு சம்படிதைறான அ்மபபில் உள்்ள வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு எனப்படும்.
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15.  M  மற்றும் N  என்ப்வ ஒ்ர ்படி பகைறாணட சம்படிதைறான சறார்புகைள் எனில், வ்கையீடு அ்மபபில் 

உள்்ள M x y dx N x y dy( , ) ( , )� � 0   எனும் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடு சம்படிதைறான வ்கை்கபகைழுச் 

சமன்பறாடு எனப்படும்.
16.   முைல் வரி்ச ்ேரியல் வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின வடிவம்

 dy
dx

Py+ = Q ...(1) 

 
      ஆகும். இஙகு P  மற்றும் Q  என்பன x -ல் மடடு்ம உள்்ள சறார்புகை்ளறாகும். இச்சமன்பறாடடில்  y  

மற்றும் அைன வ்கை்கபகைழு 
dy
dx

 இவ்விரணடின ப்பரு்ககைல் ்பலன இரு்ககைறாது. ்மலும் சறார்நை மறாறி  

y  மற்றும் சறாரறாமறாறி x ஐப ப்பறாருதை அைனு்டய வ்கை்கபகைழு ஆகிய்வ முைலறாம் ்படியறாகை 

மடடு்ம கைறாைப்படும். பகைறாடு்ககைப்படட வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு ye
Pdxò = Qe dx CPdx� ��  

என்க கி்ட்ககி்து. இஙகு e
Pdxò என்பது சமன்பறாடு (1)-ன பைறா்கையீடடு்க கைறாரணி (பைறா.கைறா) 

எனப்படும். 

17.  
dx
dy

Px Q� �  என் முைல் வரி்ச ்ேரியல் சமன்பறாடடில் P  மற்றும் Q  என்பன y -ல் மடடு்ம 

உள்்ள சறார்புகை்ளறாகும். இச்சமன்பறாடடில்  x  மற்றும் 
dx
dy

 இவ்விரணடும் ப்பரு்ககைலறாகை இரு்ககைறாது. 

்மலும் சறார்நை மறாறி x  மற்றும் சறாரறாமறாறி  y ஐப ப்பறாருதை அைன வ்கை்க பகைழு ஆகியவற்றின ்படி 

1 ஆகை மடடு்ம கைறாைப்படும். இவ்வ்கையில், வ்கை்கபகைழுச் சமன்பறாடடின தீர்வு 

xe Qe dy CPdy Pdy� � � ��  ஆகும். 

18.  t  ்ேரததில் ஒரு ப்பறாருளின இருபபு x  எனில், t  ்ேரததில் அபப்பறாருளின இருபபின கைை்ேர 

மறாறுவீைம்  
dx
dt

 ஆகும்.
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