
சைமன் டெனிஸ் பாயைான் என்பவர் பிரான்ஸ் நாடசெச் ைார்்ந்த 
கணி்தவியலார். வசரயறுத்த ட்தாசகயிெல், மின்கா்ந்தவியல், 
நிகழ்தகவு ஆகியவற்றில் அவரது பங்கு குறிப்பிெத்தககது. பாயைானின் 
மிகப் டபரிய ஆயவு நிகழ்தகவு பற்றிய்தாகும். பாயைான் பரவல் மிக 
முககிய கண்டுபிடிப்பாகும். அவரது பங்களிப்பான டபரும் எண்களின் 
பரவல் விதி ஈருறுப்பு பரவசல த்தாராயமாககுவதில் மிக 
முககியததுவம் வாய்ந்த்தாகும்.

பாயைான் பரவல் இப்தபாது தரடிதயா டையல்கள், தபாககுவரதது, 
காலம் அல்லது டவளிகளில் இெம்டபறும் நிகழச்சிகளில் அசமயும் 
ராண்ெம் நிகழவுகள் தபான்்றவற்றிற்கு அடிப்பசெயாக விளங்குகி்றது.

‘பிரபஞைததில் உள்ள எல்லாதம வாயப்புகசள எதிர்தநாககிதய 
காததிருககி்றது’.

- டெமாகரிெஸ்

9
வாய்ப்பு மாறிகளும் கணித 

எதிர்ாரப்பும்

சைமன் டெனிஸ் ்ாய்ைான்
(21 சூன், 1781 – 25 ஏப்ரல், 1840)

 z வாயப்பு மாறியின் முககியததுவதச்தப் புரி்நது டகாள்ளு்தல்.

 z வாயப்பு மாறியின் வசககசள அறி்நது டகாள்ளு்தல்.

 z நிகழ்தகவு ைார்புகளின் வசககசளத ட்தரி்நது டகாள்ளு்தல்.

 z குவிவு பரவல் ைார்பின் பண்புகசள அறி்தல்.

 z எதிர்பார்ப்பின் கருததிசனத ட்தரி்நது டகாள்ளு்தல்.

 z எதிர்பார்ப்பின் த்தற்்றங்கசள ஆயவு டைய்தல்.

 z விலககப்டபருககுத ட்தாசக உருவாககும் ைார்பு மற்றும் சி்றப்பியல்புச் ைார்பிசன 
தவறுபடுதது்தல்.

அத்தியாயம்

ந�ாககஙகள்
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அறிமுகம்

 நாம் டைன்்ற பாெப்பகுதியில் நிகழ்தகவு பற்றி படிததுள்தளாம். நிகழ்தகவு கூறுகளின் 
ட்தாெர்ச்சியாக வாயப்பு மாறி மற்றும் நிகழ்தகவு பரவல்கள் ஆகிய இரு தவறு கருததுககளில் 
கவனம் டைலுத்த தவண்டியுள்ளது. நிகழ்தகவு பரவலின் வசரயச்றசயப் பற்றி படிப்ப்தற்குமுன் 
வாயப்பு மாறிசயப்பற்றி ட்தரி்நது டகாள்வது மிகவும் முககியம் மற்றும் அவசியமாகி்றது. டபாதுவாக 
ஒரு தைா்தசனயானது சில குறிப்பிடெ நிப்ந்தசனயின் அடிப்பசெயில் திரும்ப திரும்ப 
நெத்தப்டபற்்றால் மாறிகளுககுக கிசெககப் டபறும் மதிப்புகள் ைமமாக அசமயும். எனினும் சில 
ைமயங்களில் ஒதர மாதிரியான தைா்தசனயில் டவவதவறு விசளவுகள் கிசெககப்டபறுகின்்றன. 
இ்தன் விசளவாக மாறிகள் டபறும் மதிப்புகள் தீர்மானிகக இயலா்த நிசலயில் தைா்தசன, வாயப்பு 
தைா்தசனயாகி்றது.

 நாம் வாயப்பு தைா்தசன, கூறுபுள்ளி, கூறுடவளி மற்றும் நிகழச்சி ஆகியவற்ச்ற முன்தப 
படிததுள்தளாம். வாயப்பு தைா்தசனயில் கூறுடவளியில் உள்ள மதிப்புகசளவிெ அவற்றுென் 
ட்தாெர்புசெய எண்களுககு (x) முககியததுவம் ்தரப்படுகி்றது. இம்மதிப்புகள் ஒவடவாரு 
தைா்தசனயின் விசளவுகளுககு ஏற்ப மாறுபடும். எனதவ இது மாறி எனப்படும். இம்மாதிரியான 
்தருணங்களில் வாயப்பு மாறி என்்ற ்தனிததுவமிகக மாறி த்தசவயாகி்றது.  வாயப்பு தைா்தசனயின் 
விசளவுகளுென் ட்தாெர்புசெய மாறி வாயப்பு மாறி எனப்படும்.

9.1 வாய்ப்பு மாறி

வசையசை 

பெம்.9.1

டமயகதகாடு
கூறுடவளி

X(ω)

–3 +3x

ω
 S என்பது வாயப்பு தைா்தசனயின் கூறுடவளி 
வாயப்பு தைா்தசனயின் விசளவுகள் டமய 
எண்கதளாடு ட்தாெர்புடகாள்ளுமாறு அசமககப் 
டபறுவச்த வாயப்பு மாறி X என்கித்றாம். அ்தாவது 
ஒரு மாறியில் டப்றப்படும் எண்கள் ஒரு வாயப்பு 
தைா்தசனயின் விசளவுகளால் டப்றப்படெ எண்களாக இரு்ந்தால் அது வாயப்பு மாறி எனப்படும். 
ஒரு வாயப்பு தைா்தசனயில் கூறுடவளியில் உள்ள ஒவடவாரு விசளவிற்கும் (ω) ஒதர ஒரு 
டமயடயண் x (வாயப்பு மாறி டபறும் மதிப்பு) உென் ட்தாெர்புசெயது. அ்தாவது X(ω) = x

 டபாதுவாக வாயப்பு மாறிகள் X, Y, Z … என்்ற டபரிய ஆங்கில எழுததுககளால் குறிககப்படும். 
அசவடபறும் மதிப்புகள் x, y, q என்னும் ஆங்கில சிறிய எழுததுககளால் குறிககப்படும். 
எடுததுககாடொக ஓ  ஒரு வாயப்பு மாறி எனில் டபறும் மதிப்புகள் x1, x2 …  என்று குறிககப்படுகின்்றன

எடுததுககாடொக, 

(i) வாயப்பு தைா்தசன: பகசெ உருடடு்தல்

 கூறுடவளி S={1, 2, 3, 4, 5, 6}                                                  

 வாயப்பு மாறி X பகசெயில் த்தான்றும் எண்கள் 
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260 11ஆம் வகுப்பு புள்ளியியல்

 வசரயறுககப்படெ விதியின்படி

           X(1) = 1,  X(2) = 2, X(3) = 3, X(4)=4,  X(5)=5 மற்றும் X(6)=6   

 எனதவ, வாயப்பு மாறி X ஆனது 1, 2, 3, 4, 5, 6 ஆகிய மதிப்புகசளப் டபறுகி்றது.

 வாயப்பு மாறி X ஐ உணர்்நது டகாள்ள இம்மதிப்புகள் உ்தவுகின்்றன.

(ii) வாயப்பு தைா்தசன    : ஒதர தநரததில் இரு நாணயங்கள் சுண்ெப்படு்தல்

 கூறுடவளி    : S={HH, HT, TH, TT}

 வாயப்பு மாறி X வசரயச்ற : X ்தசலகளின் எண்ணிகசக

கூறுடவளி   ω HH HT TH TT

X (ω ) 2 1 1 0

 இங்கு வாயப்பு மாறி X இன் மதிப்புகள் 0, 1, 2 .

(iii) தைா்தசன : ஒதர தநரததில் இரு பகசெகள் உருடெப்படு்தலின்

 கூறுடவளி    : 36 புள்ளிகசளக டகாண்ெது

 கூறுடவளி : {(1, 1),(1, 2),(1, 3),…(6, 6)} 

 வசரயறுககப்படெ விதி : (விதி ஒதுககீடு) X – பகசெயில் த்தான்றும் எண்களின் கூடு்தல் 
எனில் Xij = i + j

 i - மு்தல் பகசெயில் த்தான்றும் எண், j - இரண்ொம் பகசெயில் த்தான்றும் எண் எனில்,  
வாயப்பு மாதிரி டபறும் மதிப்புகள் 2, 3, 4 . .… 12.

 X ன் வீச்சு  {2, 3, 4…… 12}

9.2   தனிதத வாய்ப்பு மாறி மற்றும் டதாெர வாய்ப்பு மாறி 

 வாயப்பு மாறிகள் அசவ டபறும் மதிப்பிசனக டகாண்டு ்தனித்த வாயப்பு மாறி அல்லது 
ட்தாெர் வாயப்பு மாறி என இரு வசகயாகப் பிரிககப்படுகி்றது.

9.2.1 தனிதத வாய்ப்பு மாறி
 வாயப்பு மாறியின் மதிப்புகள் முடிவுறுவ்தாகதவா அல்லது எண்ணிெத்தகக அளவுள்ள 
்தாகதவா இருப்பின் ்தனித்த வாயப்பு மாறி எனப்படும்.
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(iv)  நாணயம் சுண்டு்தல் என்்ற தைா்தசனயில் வசரயறுககப்படெ விதி 

 If X (்தசல) =1, X (பூ) = 0

  X டபறும் மதிப்புகள் 0 அல்லது 1 இது ்தனித்த  

குறிப்பு

எடுததுககாடடுகள் 9.1, 9.2, 
மற்றும் 9.3 முடிவுறு 

எண்சண வீச்ைாகப் டபறும் 
்தனித்த வாயப்பு மாறிகளாகும்.

வாயப்பு மாறியாகும் 

(v)  X என்பது ்தசல விழும் வசர நாணயம் சுண்டு்தலின் எண்ணிகசக எனில் X  ன் மதிப்புகள் 

1, 2, 3, .. இங்கு வாயப்பு மாறி எண்ணிெத்தகக, முடிவு்றா மதிப்டபண்கசளப் டபறும் 

9.2.2 டதாெர வாய்ப்பு மாறி:

 X என்்ற வாயப்பு மாறி குறிப்பிடெ இசெடவளியில் ைாததியமான அசனதது மதிப்புகசளதயா 
டபற்றிருககும் எனில் அம்மாறி ஒரு ட்தாெர் வாயப்பு மாறி எனப்படும்.

எடுததுககாடொக, 

(i)  ஒரு பள்ளியில் பயிலும் மாணவர்களின் உயரம் X என்க. அவர்களின் உயரம் 120 டை.மீககும் 
180 டை.மீககும் இசெதய உள்ளது.  X = {x/120  டை.மீ < x < 180  டை.மீ } ஒரு ட்தாெர் 
வாயப்பு மாறி.

(ii)  மின்விளககு ட்தாெர்ச்சியாக உசைப்ப்தற்கான அதிகபடை தநரம் 1500 மணிகள் எனில் 
அ்தன் ட்தாெர் வாயப்பு மாறிசய X = {x/0 ≤ x ≤ 1500} என எழு்தலாம்

9.3  நிகழதகவு திணசமச் ைாரபு மற்றும் நிகழதகவு அெரததிச் ைாரபு 

பெம்.9.2
0 1 2 3 x 

8
3

8
2

8
1

P(x)
 நிகழ்தகவு ைார்பு என்பது வாயப்பு மாறியுென் ட்தாெர்புசெயது. 
இச்ைார்பு வாயப்பு மாறியின் நிகழ்தகவு மதிப்புகசள அறிய 
பயன்படுகி்றது. ்தனித்த மாறியின் நிகழ்தகவுச் ைார்பு நிகழ்தகவு 
திண்சமச் ைார்பு என்றும் ட்தாெர் வாயப்பு மாறியின் நிகழ்தகவுச் ைார்பு 
நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு என்றும் அசைககப்படுகி்றது.

9.3.1 நிகழதகவு திணசமச் ைாரபு.

 X  ஒரு ்தனித்த வாயப்பு மாறி ஏற்கும் மதிப்புகள் x1, x2 …. xn 
என்றும் இம்மதிப்புகளின் நிகழ்தகவுகள் p(x1), p(x2) ….. p(xn) எனில்

 (i) p(xi) ≥ 0,   6  i ( குச்ற எண் அல்லா்த ) மற்றும் (ii) p x 1ii
n

1 ==
^ h/  (எல்லா 

நிகழ்தகவுகளின் கூடு்தல் 1 ஆகும்) 
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262 11ஆம் வகுப்பு புள்ளியியல்

 இச்ைார்பு p(x) ்தனித்தமாதிரி X ன் நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்பு என அசைககப்படுகி்றது

 இவவிசண {xi, p(xi); i = 1, 2, 3, ... } X இன் நிகை்தகவு திண்சமச் ைார்பு.

எடததககாகட 9.1  

 ஒரு நாணயம் இருமுச்ற சுண்ெப்படுகி்றது.  X  – ்தசல விழு்தலின் எண்ணிகசக எனில் X 
இன் நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்சபக காண்க.

தீர்வு:

 நாணயம் இருமுச்ற சுண்ெப்படுவ்தால் கூறுடவளி S={HH, HT, TH, TT}

  X ்தசலகளின் எண்ணிகசக X = 0,1,2 

 P(X = 0) = P (்தசல விைாமல் இருகக) = 4
1   

     குறிப்பு

நிகழ்தகவுகள் 
குச்றடயண்கள் அல்ல 

தமலும் கூடு்தல் 1 ஆகும்

 P(X = 1) = P (ஒரு ்தசல விழு்தல்) = 4
2

2
1=

 P(X = 2) = P (இரண்டு ்தசலகள் விழு்தல்) = 4
1

 X இன் நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்பு

X 0 1 2

p(X = x) 4
1

2
1

4
1

எடததககாகட 9.2  

 எடுததுககாடடு 9.3 இல் நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்பு பின்வருமாறு

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(x) 36
1

36
2

36
3

36
4

36
5

36
6

36
5

36
4

36
3

36
2

36
1

 இங்கு நிகழ்தகவுகள் குச்றடயண்கள் அல்ல மற்றும் எல்லா மதிப்புகளின் கூடு்தல் 1 
என்பச்த நிச்றவு டையவ்தால் இது நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்பு ஆகும்

9.3.2 நிகழதகவு அெரததிச் ைாரபு
 X என்்ற ட்தாெர் வாயப்பு மாறியின் நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு   f (x) ஆக இருகக 
தவண்டுமாயின்

 (i) f x 0$] g , x6  (ii) f x dx 1=
3

3

-
] g#  
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263வாயப்பு மாறிகளும் கணி்த எதிர்பார்ப்பும்

குறிப்பு:   

பெம்.9.3
a b

(i) தமற்கண்ெ 2 நிப்ந்தசனகசளயும் நிச்றவு டையயும் 
ைார்பு நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பாகும்

(ii) X என்்ற வாயப்பு மாறி a மற்றும் b இசெடவளியில் 
அசமவ்தற்கான நிகழ்தகவு
P a X b f x dx< <

a

b
=] ]g g#

(iii)  ்தனித்த வாயப்பு மாறியில் ஒரு குறிப்பிடெ புள்ளியில் அ்தாவது P(X = x) என்பது 
பூச்சியமாக இருகக தவண்டியதில்சல. ஆனால் ட்தாெர் வாயப்பு மாறியில் ஒரு 
புள்ளியில் காணும் நிகழ்தகவு எப்டபாழுதும் பூச்சியமாகும்,
P X a f x dx 0

a

a
- = =] ]g g#    

(iv) P(a < X < b) = p(a ≤ X < b) = p(a < X ≤ b) = p(a ≤ X ≤ b)

எடததககாகட 9.3  

 ஒரு ட்தாெர் வாயப்பு மாறி X  என்பது ,
,f x Ax x

otherwise0
0 1< <3

=] g *  என்்ற விதிககுடபடடு 
நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு எனில் A இன் மதிப்பு காண்

தீர்வு:      குறிப்பு

ட்தாெர் வாயப்பு மாறியில் 
டமாத்த நிகழ்தகவு = 1  
என்பது ஒரு குறிப்பிடெ 
இசெடவளியில் பரவி 

இருப்ப்தாகும்.

 f(x) ஒரு நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு

  f x dx
3

3

-
] g#  = 1

  Ax dx3
0

1#  = 1

 &   A
4  = 1

 &  A = 4

எடததககாகட 9.்   

 ,
,

f x
x x

elsewhere
9

2

0
0 3< <=] g *  என்பது ஒரு நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பா என ைரிபார்கக.

தீர்வு : 

  f x dx
3

3

-
] g#  = x dx9

2
0

3#

 &   9
2

2
9: D  = 1

 இங்கு டமாத்த நிகழ்தகவு 1. எனதவ f(x) ஒரு நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பாகும்.

மற்்றபடி

தவறிெங்களில்
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9.் ்ைவல் ைாரபு மற்றும் ்ணபுகள் 

பெம்.9.4
0 1 2 3 4 5 6 7 x

P(x)

 நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்பு என்பது ஒரு குறிப்பிடெ 
புள்ளியில் நிகழ்தகவு மதிப்புகசளக குறிககும். ஆனால், 
இத்தசகய சூழநிசலயில் நாம் ஒரு குறிப்பிடெ 
இசெடவளிககுள் நிகழ்தகவு எடுககும் மதிப்புகசளக 
காணவிசைகித்றாம். எடுததுககாடொக ஓர் ஆயவாளார் 
நிகழ்தகவு குறிப்பிடெ இசெடவளிககுள் எவவாறு 
பரவியிருககி்றது என்பச்தக காண பரவல்ைார்பு  அதிகமாகப் 
பயன்படுத்தப்படுகி்றது.

[P (X < x) (அல்லது) P (X > x) (அல்லது) P (a < x < b)].

9.்.1 தனிதத ்ைவல் ைாரபு

 வசரயச்ற : ஒரு ்தனித்த வாயப்பு மாறி X  குவிவு பரவல் ைார்பு F(x) = P(X≤x),6x 
டபாதுவாக பரவல் ைார்பு என அசைககப்படும்.

9.்.2 ்ணபுகள்: 

     குறிப்பு

 X ்தனித்த வாயப்பு மாறி எனில்
  (i)  F(x) = P x r

r

x
=

3=-

] g/

 (ii)  P(X = x) = F(x) – F (x–1)

(i) 0≤F(x)≤1, 6x , (குச்றவற்்ற ைார்பு) 

(ii) F(x)≤F(y), 6x<y , (ஏறும் ைார்பு)

(iii) lim F x h
h 0

+
"

] g  = F(x), 6x ,  

(F(x) ஓர் வலப்பககத ட்தாெர்)

(iv) F 3-] g  = lim F x
x" 3-

] g  = 0

(v) F 3] g  = lim F x
x"3

] g  = 1  

 நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு, 
பரவல் ைார்பிசன, 
வசகப்படுததினால் கிசெககும்.  
இது தபான்த்ற டகாடுககப்படெ 
வீச்சினில் நிகழ்தகவு அெர்ததிச் 
ைார்பிசனத ட்தாசகயிடொல் 
நிகழ்தகவு பரவல் ைார்பு கிசெககும்.

9.்.3 டதாெர ்ைவல் ைாரபு 

(i) F(x) = f x dx
x

3-
] g#  

(ii) f(x) = F xl] g  
(iii) P a X b P a X b< < <#=] ]g g

    = P a X b P a X b< # # #=] ]g g  
    = f x dx

a

b ] g#  

்ணபுகள்

(i) F(x) ஓர் (குச்றவற்்ற) ஏறும் ைார்பு   
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(ii) 0<F(x)<1 x< <3 3-

(iii) F 3-] g  = 0,   

(iv) F 3] g  = 1 

(v) a மற்றும் bஇன் டமய மதிப்புகளுககு  a < b,  p( a < X ≤ b) =  F(b) – F(a)

(vi) f(x) = dx
d F x^ ] gh    அ்தாவது    f(x) = F xl] g  

எடததககாகட 9.்  

 ஒரு வாயப்பு மாறி பின்வரும் நிகழ்தகவுப் பரவசல டபற்றிருககி்றது.

X 0 1 2 3 4 5 6

P(X = x) a 3a 5a 7a 9a 11a 13a

(i)  ‘a ’ இன் மதிப்பு காண்

(ii)  குவிவு பரவல் ைார்பு காண்க 

(iii)  பின்வருவனவற்ச்றக காண்க : (a) P(X $  4)     (b) P(X < 5) (c) P(3 ≤ X ≤6) 

(iv)  P(X = 5) F(x) பயன்படுததிக காணவும்.

தீர்வு:

(i)  P(X = x) என்பது நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு, எனதவ  P X x/ =] g  = 1

 i.e., P(X = 0) + P(X =1) + P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5) + P(X = 6) = 1

  a + 3a + 5a + 7a + 9a + 11a + 13a = 1

          49a = 1 => a = 49
1

(ii)  குவிவு பரவல் ைார்பு 

X 0 1 2 3 4 5 6

P(x) 49
1

49
3

49
5

49
7

49
9

49
11

49
13

F(x) 49
1

49
4

49
9

49
16

49
25

49
36

49
49 1=

(iii)  (a) P(X ≥ 4)  

   = P(X = 4) + P(X = 5) + P(X = 6)

    = 9a + 11a + 13a
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    = 33a

    = 33 49
1

49
33# =

 (b) P(X<5)  =  1– P (X ≥ 5) = 1– [P (X  = 5) + P (X  = 6) ]

    = 1 – [11a + 13a]

    = 1 – 24a

    = 1 – 49
24

    = 49
25

    (c) P(3 ≤ × ≤6)  = P (X = 3 ) + P (X = 4 )+ P (X = 5 ) + P (X = 6)   

    = 7a + 9a + 11a + 13a

    = 40 

   a = 49
40

(iv)  P(X =5)        = F(5) – F(5 – 1)

    = 49
36

49
25-

    = 49
11 .

எடததககாகட 9.்  
 ட்தாெர் வாயப்பு மாறி X இன் நிகழ்தகவு அெர்ததி ைார்பு 

 ;
;

f x
x x

otherwise
2
0

0 2< <=] g *
 (i) X இன் குவிவு ைார்பு காண்க   (ii)  P X2

1 1< #b l  இன் மதிப்பு காண்க    
 (iii) P(X=1.5) ஐ கணககிடுக
தீர்வு:
 (i) குவிவு பரவல் ைார்பு F(x) = P(X ≤ x)

   = f x dx
x

3-

] g#  

   = x dx x
2 4

x

0

2
=#  

  F(x) = x
if x

if x
if x

0

4
1

0

0 2
2

<

< <
2

$

Z

[

\

]]]]]
]]]]]

  

     குறிப்பு

ட்தாெர் வாயப்பு மாறியில் 
ஒரு குறிப்பிடெ புள்ளியில் 

நிகழ்தகவு  0

மற்்றபடி
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 (ii) P X2
1 1< #b l  = F F1 2

1
-] bg l

   = 4
1

16
1

16
3- =

  நிகழ்தகவு மதிப்பு f(x) ஐ பயன்படுததியும் காணலாம்.

  x dx2
2
1

1#  = x
2
1

2
2

2
1

1
b l  

   = 16
3

 (iii) P (X = 1.5) = 0

9.்  இசைநத மற்றும் இறுதிநிசை நிகழதகவு திணசமச் ைாரபு 

 நசெமுச்ற வாழவில் இரண்டு அல்லது அ்தற்கு தமற்படெ வாயப்பு மாறிகசள ஒதர தநரததில் 
காண இயலும். எடுததுககாடொக ஒரு ்தனி நபரின் இரத்த அழுத்தம் மற்றும் டகாழுப்பு ஒதர 
தநரததில் கணககிெப்படுகி்றது. இ்ந்த நிசலயில் இருமாறி வாயப்பு மாறிகள் த்தசவப்படுகின்்றன, 
இது( X, Y ) எனக குறிப்பிெப்படுகி்றது. இதில் X மற்றும் Y என்பன ்தனித்த வாயப்பு மாறிகளாகும்

9.்.1 வசையசை (இசைநத நிகழதகவு திணசமச்ைாரபு)

 (X, Y) என்பது ஒரு ்தனித்த இருமாறி வாயப்பு மாறியாகும். p (x, y) ஒரு இசண்ந்த நிகழ்தகவு 
திண்சமச் ைார்பு எனில் கீழககாணும் நிப்ந்தசனகசள நிச்றவு டையயும்.

  p (x, y) ≥ 0 6  x, y        குறிப்பு

p (x, y) = p (X = x, Y =y) ,p x y,x y ^ h/  = 1

வசையசை: 

 இறுதிநிசல நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்பு p (x, y) என்பது டகாடுககப்படெ ஓர் இசண்ந்த    
நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்பு எனில் ,p x yy ^ h/     என்பது X இன் இறுதிநிசல நிகழ்தகவு 
திண்சமச் ைார்பு எனப்படும். இத்ததபால் p (y) = ,p x yx ^ h/  என்பது Y இன் இறுதிநிசல 
நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்பு எனப்படும்.

 ஒரு சபயில் 1 மு்தல் 10 வசரயுள்ள எண்கள் டகாண்ெ சீடடுகள் உள்ளன. ஒன்்றன்பின் 
ஒன்்றாக திரும்ப சவககும் முச்றயில் இரண்டு சீடடுகள் எடுககப்படுகின்்றன.

 இங்கு வாயப்புமாறி X என்பது மு்தல் சீடடில் த்தான்றும் எண்சணயும் வாயப்பு மாறி Y 
என்பது இரண்ொவது சீடடில் த்தான்றும் எண்சணயும் குறிககும்

9.்.2 இசைநத மற்றும் இறுதிநிசை நிகழதகவு அெரததிச் ைாரபு

 9.5.1 இல் இசண்ந்த நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்பு வசரயச்றப்படிதய இசண்ந்த நிகழ்தகவு 
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அெர்ததிச் ைார்பு வசரயறுககப்படும்.

வசையசை: 

 (X, Y) என்பது ஒரு ட்தாெர் இருமாறி வாயப்பு மாறியாகும்.  f (x, y) ைார்பு இருமாறி நிகழ்தகவு 
அெர்ததிச் ைார்பு எனில் கீழககாணும் நிப்ந்தசன நிச்றவு டையயும்

  (i) f (x, y) ≥ 0 6  x, y

 (ii) ,f x y dx dy
3

3

3

3

--

^ h##  = 1

 X இன் இறுதிநிசல நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு

  g(x) = ,f x y dy
3

3

-

^ h#

 Y இன் இறுதிநிசல நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு  

  h(y) =  ,f x y dx
3

3

-

^ h#

எடததககாகட 9.் 

 f(x, y) = ,
,

,x y x y
otherwise

8
1

0
0 2< #+^ h*  ஓர் இருமாறி நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு என நிறுவுக.

தீர்வு:

 f  ஓர் நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு எனில் ,f x y dx dy
3

3

3

3

--

^ h##  = 1

   = x y dx dy8
1

0

2

0

2

+^ h##

   = xdx dy ydx dy8
1

0

2

0

2

0

2

0

2

+f p## ##

   = xdx dy ydy dx8
1

0

2

0

2

0

2

0

2

+> >H H* 4## ##

    = dy dx8
1 2 2

0

2

0

2

+> H# #

    = y x8
1 2 20

2
0
2+^ ]h g8 B

    = 8
1 4 0 4 0- + -] ]g g6 @
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    = 8
1 8#  = 1

 \   f (x, y) ஓர் நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பாகும்.

எடததககாகட 9.்  

 X,Y இன் இசண்ந்த நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு

  f(x, y) = 3
2

,
,

,x y x y
elsewhere0
0 1 0 22 # # # #*  எனில் x மற்றும் y இன் இறுதிநிசல நிகழ்தகவு 

அெர்ததிச் ைார்பு காண்க.

தீர்வு:

  f (x) = ,f x y dy
3

3

-

^ h#  

 f (x) = 3
2 x ydy2

1

2

#

   = 3
2 x y x2 2

4
2
12

2

1

2
2= -< :F D3

2x y x2 2
4

2
12

2

1

2
2= -< :F D

   = x x2
3

2
32 2# =  × 2 = 3x2

  f (y) = ,f x y dx
3

3

-

^ h#  

  f (y) = 3
2 x ydy2

0

1

#

   = 3
2 y x y

y
3 3

1
3

3

0

1
= =c bm l3

2y x y
y

3 3
1

3
3

0

1
= =c bm l  

y
2

 X  இன் இறுதி நிசல நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு

  f(x) = 
3 0 1

0

2x x
elsewhere
, ,

,

� ��
�
�

                    

 Y இன் இறுதி நிசல நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு

  f(y) = 
y y

elsewhere
2

0 2

0

, ,

,

� ��
�
�

��

எடததககாகட 9.9  

 X,Y இன் இசண்ந்த நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்பு 

  f(x, y) = 
1

10
4 2 1 3 1 2

0

( ) , ,

,

x y x y

elsewhere

� � � � ��
�
�

��
  X, Y இன் இறுதிநிசல நிகழ்தகவு அெர்ததிச் 

ைார்பு காண்.

தவறிெங்களில்

தவறிெங்களில்

தவறிெங்களில்

தவறிெங்களில்
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தீர்வு:

  f (x) = ,f x y dy
3

3

-

^ h#  

  f (x) = 1
10

x y dy4 2
1

2

-^ h#

   = 1
10 xy

y
4 2

2 2

1

2

-< F

   = 1
10

x x4 2 1 4 1 4 3- - - = -] ]g g6 @  1
10(4x – 3) 

  f (y) = ,f x y dx
3

3

-

^ h#  

  f (y) = 1
10

x y dx4 2
1

3

-^ h#

   = 1
10

x xy2
4 2

2

1

3
-b l  

   = 1
10 x xy2 22

1
3

-_ i

   = 1
10

y2 9 1 2 3 1- - -] ]g g7 A

   = 1
10( y y2 8 6 2# - + )

   = 1
10( y16 4- ) = 1

5 (8 – 2y)

 X  இன் இறுதிநிசல நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு

  f(x) = 

1

10
4 3 1 3

0

( ) ,

,

x x

elsewhere

� � ��
�
�

��
                    

 Y இன் இறுதிநிசல நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு

  f(x, y) = 

1

5
8 2 1 2

0

( ) ,

,

� � ��
�
�

��

y y

elsewhere

9.்   கணித எதிர்ாரப்பு
 நிகழ்தகவு பரவல் ஒரு வாயப்பு மாறியில் டபறும் மதிப்புகசளயும் அசவ டபறும் 
நிகழ்தகவுகசளயும் விளககுகி்றது எனினும், நிகழ்தகவு பரவசல, சமயஅளசவகள், சி்த்றல்கள், 
ைமச்சீர்்தன்சம மற்றும் ்தடசெயளவுகசளக டகாண்டு விவரிப்பது த்தசவயாகி்றது. அசவ கருதது 
அளசவகள் அல்லது விளகக அளசவகள் எனப்படுகின்்றன. நிகழடவண் பரவசலப் தபாலதவ 
நமககுக கிசெககப் டபற்்ற நிகழ்தகவு பரவலின் பண்புகசள விவரிப்பது அததியாவசியமாகி்றது. 

தவறிெங்களில்

தவறிெங்களில்
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இப்பகுதி கருத்தளசவகள் எவவாறு கணககிெப்படுகின்்றன என்பச்தக கவனமாக 
எடுததுசரககி்றது. கணககிடுவ்தற்காக மூன்று அணுகுமுச்றகள் உள்ளன. அசவ

(i) தநரடிமுச்ற, ( ைராைரி மற்றும் மாறுபாடு )
(ii) விலககப் டபருககுதட்தாசக உருவாககும் ைார்பு 

(iii) சி்றப்பியல்பு ைார்பு.

9.்.1 தனிதத வாய்ப்பு மாறியின் எதிர்ாரப்பு

 X என்பது ஒரு ்தனித்த வாயப்பு மாறி, மதிப்புகள் x1, x2 ….. xn என்றும் அ்தற்குரிய 
நிகழ்தகவுகள்  p1, p2 ….. pn  எனில் கணி்த எதிர்பார்த்தல் E(X)  என்பது 

 E(X) = x1 p1 + x2 p2 +… + xn pn 

  = x pii
n

i1=/   where p 1i =/

 X இன் கணி்த எதிர்பார்த்தல் E(X) என்பது கூடடு ைராைரி எனப்படும். 

நிரூ்ைம்: 

 X இன் ஒரு ைார்புg(X) எனில் E  g(X) = g x p X x=] ]g g/

்ணபுகள்:

 (i) E(c) = c,   c ஓர் மாறிலி

நிரூ்ைம் :  வசரயச்றயின்படி

  E(X) = x pi i/

  E(c) = cpi/  = c pi/  = c c1# =

 (ii) E cX] g  = cE(X), c ஓர் மாறிலி

நிரூ்ைம்: 
  E(X) = x pi i/

  E(X) = cx pi i/

    = c x pi i/

    = c E(X).

 (iii) E(aX+b) = aE(X)+b
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தனிதத வாய்ப்பு மாறியின் மாறு்ாட 

 நிகழ்தகவு பரவலில், மாறுபாடு என்பது ஒரு வாயப்பு மாறி மற்றும் கூடடு ைராைரியிலிரு்நது 
டப்றப்படெ விலககங்களின் வர்ககங்களின் ைராைரி எனப்படும். குறியீடடின்படி

 மாறு ( X ) = E (X – E(X))2

    = E (X2 ) – ( E(X))2               

எடததககாகட 9.1ட  

 ஒரு பகசெ உருடெப்படுகி்றது. ஒரு பகசெயில் த்தான்றும் எண் X எனில், E(X), E(X2) மற்றும் 

மாறு(X) காண்க.

தீர்வு:

 X பகசெயில் த்தான்றும் எண்

 X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} மற்றும் விசளவுகள் அசனததிற்கும் நிகழ்தகவு 6
1 ஆகும்.  

 நிகழ்தகவு பரவல் 

X 1 2 3 4 5 6

P(x)
6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

  E (X) = ∑xi pi

  E (X) = x1 p1 + x2 p2 + … + x6 p6

  E (X) = 1 × 6
1  +  2 × 6

1   + … + 6 × 6
1

   = 6
1 (1+2+3+4+5+6)

   = 2
7

  E (X2) = ∑xi 
2pi

  E (X2) = x1 2p1 + x2
2 p2 + … + x6 2p6

  E (X2) = ...1 6
1 2 6

1 6 6
12 2 2+ +# # #b b bl l l  

   = 6
1 (1+4+9+16+25+36)

   = ( )6
1 91 6

91=

  மாறு (X) = E (X2 ) – ( E(X))2 
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   = 6
91

2
7 2

- b l

   = 6
91

4
49-

  மாறு(X) = 12
35

எடததககாகட 9.11 

 வாயப்பு மாறி  X இன் ைராைரி மற்றும் திடெவிலககம் முச்றதய 5 மற்றும் 4 எனில் E (X2)  
காண்க.

தீர்வு:

   E (X) = 5    மற்றும்  v  = 4

 `   மாறு (X)  = 16

 வசரயச்றயின்படி,

   மாறு (X)  = E(X2) – [E(X)]2

  16 = E (X2) – (5)2

       E(X2) = 25 + 16 = 41

எடததககாகட 9.12  

 ஒரு நபர் இரு நாணயங்கசள ஒதர தநரததில் சுண்டுகி்றார். இரு ்தசலகள் விழு்ந்தால் 
அவருககு ` 4உம் ஒரு ்தசல விழு்ந்தால் ` 2-ம் கிசெககி்றது. ஆனால் இரண்டுதம பூ விழு்ந்தால் 
அவருககு ` 3 இைப்பாகி்றது. அவரின் எதிர்பார்ககப்படும் இலாபம் காண்?

தீர்வு:

 வாயப்பு மாறி X  என்பது டவற்றி டபற்்றால் கிசெககும் ட்தாசக

 X ககு வாயப்புள்ள மதிப்புகள்  4, 2 மற்றும் –3

 P(X = 4) = P(இரண்டு ்தசலகள் விழு்தல்) = 4
1

 P(X = 2) = P(ஒரு ்தசல விழு்தல்)  = 2
1

 P(X = 3) = P(இரு பூ விழு்தல்)  = 4
1

 x இன் நிகழ்தகவு பரவல்

X 4 2 -3

P(X=x) 4
1

2
1

4
1
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  E (X) = ∑xi pi

  E (X) = x1 p1 + x2 p2 + x3 p3

  E (X) = 4 × 4
1  +  2 × 2

1 –3 × 4
1  = 1.25

எடததககாகட 9.13  

 X என்்ற ்தனித்த வாயப்பு மாறி கீழககண்ெ நிகழ்தகவு பரவசலக டகாண்டிருககி்றது எனில் 
ைராைரி, மாறுபாடு காண்.

X –3 6 9

P(X=x) 6
1

2
1

3
1

தீர்வு:

              ைராைரி =  E(X) = ∑xi pi 

   = x1 p1 + x2 p2 + x3 p3

   = -3× 6
1  + 6 × 2

1  + 9 × 3
1

   = 2
11

  E (X2) = ∑xi 
2pi

   = x1 2p1 + x2
2 p2 +x3 2p3

   = ...3 6
1 6 2

1 9 3
12 2 2- + +# # #b b bl l l  

   = 2
3 +18+27

   = 2
93

  Van (X) = E (X2 ) – ( E(X))2 

   = 2
93

2
11 2

- b l

   = 2
93

4
121-

   = 4
186 121-

   = 4
65

               ைராைரி = 2
11 ,

  மாறுபாடு (X) = 4
65
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9.்.2 டதாெர வாய்ப்பு மாறியின் கணித எதிர்ாரப்பு

       X என்்ற ட்தாெர் வாயப்பு மாறியின் நிகழ்தகவு அெர்ததி ைார்பு f (x) எனில் X இன் கணி்த 
எதிர்பார்ப்பு E (X)

         E (X) =  ( )xf x dx
3

3

-

#  ஜ ட்தாசகயிெல் இருககும் எனில்

  E [ g(X)]  = ( ) ( )g x f x dx
3

3

-

#  
குறிப்பு

  வாயப்பு மாறி ஓ இன் ைார்பு 
g(X) மற்றும் E [g(X)] 

இருககும் எனில்  

முடிவுகள் :

 (1) E(c)  =  c,  c ஓர் மாறிலி

நிரூ்ைம் :  

 வசரயச்றயின்படி, 

  E(X) = ( )xf x dx
3

3

-

#                          

    E(c ) = ( ) ( )cf x dx c f x dx=
3

3

3

3

- -

# #  

   = c × 1 = c  ( )f x dx 1a =
3

3

-

f p#  

 (2) E (aX)  =  a E(X)

நிரூ்ைம் : 

                   E (aX)  = ( ) ( )axf x dx a xf x dx=
3

3

3

3

- -

# #                                                      

   = a E (X)

எடததககாகட 9.1்  

 X என்்ற ட்தாெர் வாயப்பு மாறிககான நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு 

 ( ) ,
,

f x
x x

elsewhere
2
0

0 2< <= *        ைராைரியும் மாறுபாடும் காண்க 

தீர்வு:

  E (X) = ( )xf x dx
3

3

-

#       

  E(X) =  x x dx2
0

2
b l#  

தவறிெங்களில்
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   =   2
1 x dx2

0

2

#  

   =    2
1 x 33

0
28 B

   =  2
1   [ 3

8 – 0 ] 

   =  3
4             

  E(X2) =   ( )x f x dx2

3

3

-

#   
     குறிப்பு

கீழககாணும் முடிவுகள் ்தனித்த மற்றும் 
ட்தாெர் வாயப்பு மாறிகளுககு 

உண்சமயாகும்.

  (i)  E ( 1/X) ≠ 1/ E(X)

 (ii)  E [log (X)] ≠ log E (X)

(iii)  (E (X2) ≠ [E(X)]2

   =  x x dx2
2

3

3

-

b l#       

   =    2
1     x 44

0
28 B                                     

   =  8
1  [16-0]

   =  2

   மாறுபாடு (X) =  E(X2) – [E(X)]2

   =  2–( 3
4 )2

   =  2 – 9
16  = 9

2      

 இது வசரயில் நாம் ஒரு வாயப்பு மாறியின் ைராைரி மற்றும் மாறுபாடு காண்பச்தப் பற்றி 
ட்தரி்நது டகாண்தொம். ஆனால் ஒரு சில இெங்களில் நாம் X மற்றும் Y யிற்கிசெதயயான தநரிய 
ட்தாெர்பு எடுததுககாடொக (aX +  bY) அல்லது (cX ×  dY) அல்லது அதிகமான வாயப்பு மாறிகளுககு 
எதிர்பார்ப்பு காண தவண்டும். இ்ந்த சூழநிசலயில் பயன்படுத்தப்படும் சில த்தற்்றங்கள் கீதை 
டகாடுககப்படடுள்ளன.

9.்.3 ைாரபிைா வாய்ப்பு மாறிகள்
 X , Y என்்ற வாயப்பு மாறிகளின் இசண்ந்த நிகழ்தகவுப் பரவசல X  மற்றும் Y வாயப்பு 
மாறிகளின் இறுதி நிசல நிகழ்தகவுப் பரவல்களின் டபருககுத ட்தாசகயாக எழு்த முடியுமானால் 
இரு வாயப்பு மாறிகளும் ைார்பிலா வாயப்பு மாறிகளாகும்.

 அ்தாவது f (x,y)= g(x) h(y)  

                       இங்கு  g(x)  X இன் இறுதிநிசல நிகழ்தகவுப் பரவல்

                              h(y) Y இன் இறுதிநிசல நிகழ்தகவுப் பரவல்
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9.் கணித எதிர்ாரப்பின் கூகெல் மற்றும் ட்ருககல் நதற்ைம்

9.்.1 கணித எதிர்ாரப்பின் கூகெல் நதற்ைம்

1. தனிதத வாய்ப்பு மாறி
  X மற்றும் Y என்பன வாயப்பு மாறிகளாயின்
             E (X+Y) = E(X) + E(Y)

நிரூபணம்  

  X  என்்ற வாயப்பு மாறி ஏற்கும் மதிப்புகள் x1, x2 ... xn  என்றும் அவற்றின் நிகழ்தகவுகள்  p1, 
p2…..pn என்றும் X  என்்ற வாயப்பு மாறி ஏற்கும் மதிப்புகள்  y1, y2 ……. ym  அவற்றின் நிகழ்தகவுகள் 
p1, p2…..pm  எனவும் டகாள்தவாம்.

 வசரயச்றயின்படி,

  E (X) =/   xipi   இங்கு  / pi = 1

  E(Y) = /  y jpj    / pj = 1

  E (X+Y) = ( )p x yi
n

j
m

ij i j1 1/ / += =  

   =  ( )p x p x yi
n

j
m

ij i j
n

ij i j1 1 1/ / /+ += = =                        

   = p x p yi
n

j
m

ij i i
n

i
m

ij j1 1 1 1/ / / /+= = = =

   = x p y pi
n

i i j
m

j j1 1/ /+= =       

    =  ( ) ( )E X E Y+   

2. டதாெர வாய்ப்பு மாறி

  X மற்றும் Y என்பன ட்தாெர் வாயப்பு மாறிகள் மற்றும் அவற்றின் நிகழ்தகவு பரவல்கள் 
முச்றதய   f(x), f(y) எனில் E (X + Y) = E(X) + E(Y)

நிரூபணம்:

 

  E(X)  = ( )xf x dx
3

3

-

#  மற்றும்            

  E(Y) = ( )yf y dy
3

3

-

#

  E(X+Y) = ,x y f x y dxdy+
3

3

3

3

--

^ ^h h##
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   = , ,x f x y dy dx y f x y dx dy+
3

3

3

3

3

3

3

3

-- --

f ^ f ^h p h p## ##

   = ( )xf x dx
3

3

-

#  + ( )yf y dy
3

3

-

#

   = E (X) + E (Y)

  E (aX + b) =   a E (X) !  b 

  E (aX±b) = ( ) ( )ax b f x dx!
3

3

-

#  

   =a ( ) ( )xf x dx b f x dx!
3

3

3

3

--

##                                                 

   = a E (X)!  b #1                as ( )f x dx 1=
3

3

-

#  

   = a E ((X) ± b)

குறிப்புசர:

1. கூற்று:   E (aX+b) = aE(X)+b இங்கு a, b மாறிலிகள்

    நிரூபணம்:   E(aX+b) = E(aX)+E(b) பண்பு 3

   = aE(X)+b பண்பு 2

      இது தபான்த்ற           E(aX–b) = aE(X)–b 

2.  கூற்று:    E c
ax b+b l  = c

aE x b+] g6 @

     நிரூபணம்:     E c
aX b+] g  = c

E aX b+] g

   = [ ( ) ]
c

aE x b+

3. கூற்று: E ( X - X ) = 0    

     நிரூபணம்: E ( X- X ) = E(X)-E( X ) ஏடனனில் E(X)= X  

   = X - X = 0 X ஒரு மாறிலி
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எடததககாகட 9.1்  
 இரு பகசெகள் வீசும்டபாழுது, பகசெயில் த்தான்றும் எண்களின் கூடு்தலின் எதிர்பார்ப்பு 
காண்.

தீர்வு:
 வாயப்பு மாறிகள் X   மற்றும் Y மு்தல் மற்றும் இரண்ொம் பகசெயில் த்தான்றும் எண்கசளக 
குறிககும் இரண்டு வாயப்பு மாறிகளின் விசளவுகள் 1, 2, 3, 4, 5, 6 மற்றும் அசவ ஒவடவான்றின் 
நிகழ்தகவு 6

1  ஆகும்

  E(X) = x pi i/

   = 1× 6
1 +2× 6

1 +.....+6× 6
1   

   =  6
1 2 3 4 5 6

6
21

2
7+ + + + + = =

 இத்ததபால், ,
  E(Y) = 2

7

 இரு பகசெகளில் த்தான்றும் எண்களின் கூடு்தலின் எதிர்பார்ப்பு வாயப்பு மாறி X+Yடபறும் 
மதிப்புகள் 2, 3…12.
 நிகழ்தகவு பரவல்

x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(x) 36
1

36
2

36
3

36
4

36
5

36
6

36
5

36
4

36
3

36
2

36
1

  E(X+Y) = ...2 36
1 3 36

2 12 36
1# # #+ + +

   =  36
2 6 12 20 30 42 40 36 30 22 12 7+ + + + + + + + + + =

  E(X)+E(Y) = 2
7

2
7+ = 7

 `  E(X+Y) = E(X) + E(Y)                                 

எடததககாகட 9.1்  

 வாயப்பு மாறிகள்  X மற்றும் Y இன் இசண்ந்த நிகழ்தகவு பரவல்

   f(x,y) =
,xy x

otherwise
4
0

0 1# #)

 வாயப்பு மாறி X இன் இறுதிநிசல நிகழ்தகவு ைார்பு 

              f(x)=
,x x

otherwise
2
0

0 1# #)

மற்்றபடிமற்்றபடி

மற்்றபடி

Ch9_11th Stats TM.indd   279 07/12/2021   13:19:50



280 11ஆம் வகுப்பு புள்ளியியல்

 வாயப்பு மாறி Yஇன் இறுதிநிசல நிகழ்தகவு ைார்பு 

  g(y)=
,y x

otherwise
2
0

0 1# #)     எனில்  E(X+Y)= E(X)+E(Y)

தீர்வு:

  E(X+Y) = ,x y f x y dxdy+
3

3

3

3

--

^ ^h h##

   = x y xy dxdy4
0

1

0

1
+^ h##

   = 4 x y dx dy xy dx dy2

0

1

0

1
2

0

1

0

1

+> H## ##

   = 4 x dx ydy y dy xdx2

0

1

0

1
2

0

1

0

1

+f fp p> H## ##

   = 4[ y dy x dx3
1

3
1

0

1

0

1

+# # ]

   = y dy x dx3
4

0

1

0

1

+> H# #

   = [ ]3
4

2
1

2
1

3
4+ =     ... (1) 

  E(X) = ( )xf x dx
3

3

-

#

   = x x dx2
0

1
##  = 2 x dx2

0

1

#

  E(X) = 2 3
1

3
2=: D

  E(Y) = ( )yf y dy
3

3

-

#  = y y dy2
0

1
##

   = 2 y dy2

0

1

#

  ( )E Y  = 2 3
1

3
2=: D

  E(X)+E(Y) = 3
2

3
2

3
4+ =          ... (2)

 (1) மற்றும் (2) லிரு்நது
  E(X+Y) = E(X)+E(Y)

மற்்றபடி
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9.்.2 கணித எதிர்ாரப்பின் ட்ருககல் நதற்ைம்

தனிதத வாய்ப்பு மாறி :

 த்தற்்றம்:    X மற்றும் Y என்பன ைார்பிலா வாயப்பு மாறிகள் எனில் E(XY) = E (X) E(Y)

  நிரூபணம்:

  E (XY) = x y pi jj
m

iji
n

11 == //  X மற்றும் Y ைார்பிலா வாயப்பு 
மாறிகள் எனில்

P p pij i j=
   = x y p pij

m
j i ji

n
11 == //   

   = x pii
n

i1=a k/   y pij
m

i1=b l/
   = E(X) E(Y) 

டதாெர வாய்ப்பு மாறி:

 த்தற்்றம்:  X மற்றும் Y என்பன ைார்பிலா வாயப்பு மாறிகள் எனில்E (XY) = E(X) E(Y)

 நிரூபணம்:          

  E(XY) = ,xy f x y dxdy
3

3

3

3

--

^ h##

   = ( )xf x dx
3

3

-

# ( )yf y dy
3

3

-

#                                      

   = E (X) E (Y)

எடததககாகட 9.1்  

 இரு நாணயங்கள் ஒன்்றன்பின் ஒன்்றாக சுண்ெப்படுகி்றது. மு்தலில் சுண்ெப்படு்தல் வாயப்பு 
மாறி X  எனவும் இரண்ொவது சுண்டு்தல் வாயப்பு மாறி Y எனவும் டகாண்ொல் இசண்ந்த  
நிகழ்தகவு திண்சமச்ைார்பு கீதை டகாடுககப்படடுள்ளது.

       X
     Y 1 0 டமாததம் 

1 0.25 0.25 0.5

0 0.25 0.25 0.5

டமாததம் 0.5 0.5 1

[்தசல விழு்ந்தால் 1 எனவும் பூ விழு்ந்தால் 0 எனவும் டகாள்க]

 E(XY)= E(X) E(Y) என நிறுவுக
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தீர்வு:

 வாயப்பு மாறி X Y  எடுககும் மதிப்புகள் 0 மற்றும் 1

  E (XY) = Σ Σ xy p(x,y) 

   =1 × 0.25 +  0 × 0.25 + 0×0.25 +0×0.25

   =0.25

  E (X) = Σ x pi

   = 1 ×0.5+0×0.5

   = 0.5

  E (Y) = Σ y pj

   = 1 ×0.5+0×0.5 = 0.5 

  E(X)×E(Y) = 0.5 ×0.5 = 0.25

  E (XY) = E (X) E(Y)

 [X மற்றும் Y ைார்பிலா மாறிகளாக இரு்ந்தால் மடடுதம டபாரு்நதும்.

எடததககாகட 9.1்  

 X மற்றும் Y என்பன ைார்பிலா இரு வாயப்பு மாறிகள், எனில் அவற்றின் இறுதிநிசல 
நிகழ்தகவு அெர்ததிச்ைார்பு 

     ( )
,

,f x
ax x

otherwise
4

0
0 1# #

= )

     ( )
,

,f y
by y

otherwise
4

0
0 1# #

= )

 E(XY) = E(X) E(Y)  என நிறுவுக

தீர்வு:

 X மற்றும் Y என்பன ைார்பிலா வாயப்பு மாறிகள் எனில்  

  f(x,y) = f(x) × f(y)

  f(x,y) = 4ax×4by

  f(x,y) =    
,

,
,abxy x y

otherwise
16

0
0 1# #)

மற்்றபடி

மற்்றபடி

மற்்றபடி
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  E(XY) = ,xy f x y dxdy
3

3

3

3

--

^ h##

   = xy abxydxdy16
0

1

0

1
###

   = 16ab x dx y dy2

0

1

0

1
2> H##  

   = 16ab y dy3
1 2

0

1

#

   = 16ab× ab
3
1

3
1

9
16# =    ... 1

  E(X) = ( )xf x dx
3

3

-

#

   = x ax dx4
0

1
##  = 4a x dx2

0

1

#

   = 4a ( ) a
3
1

3
4=

  E(Y) = ( )yf y dy
3

3

-

#

   = y by dy4
0

1
##

   =4a y dy2

0

1

#  

   =4b ( ) b3
1 4= 4b

3

  E(X) E(Y) = a b
3

4
3

4#

   = ab
9

16       ... 2
 (1), (2) லிரு்நது

  E(XY) = E(X) E(Y)        

9.் விைககப் ட்ருககுத டதாசக

 நிகழ்தகவு பரவலின் அளசவகள் காண மற்ட்றாரு முச்ற விலககப் டபருககுத ட்தாசகசய 
அடிப்பசெயாகக டகாண்ெ்தாகும். நாம் இரு வசகயான விலககப் டபருககுத ட்தாசகசய 
விவரிககலாம்.
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(i)  ஆதியிலிரு்நது டப்றப்படெ விலககப்டபருககுதட்தாசக (ஆதி என்பது 0 வாகதவா மற்்ற 
எண்ணாகதவா (A) இருககலாம். 

(ii) சமய விலககப்டபருககுதட்தாசக

9.்.1. ஆதியிலிருநத ட்ைப்்கெ விைககப் ட்ருககுதடதாசக

வசையசை:

 X என்பது வாயப்பு மாறி, ஒரு மிசக முழுஎண் r (r = 1, 2, ...)  இன் r ஆவது ஆதியிலிரு்நது 
டப்றப்படெ விலககப்டபருககுதட்தாசக ஆனது (ஆதி 0)  ‘0’ is 'rn = E(Xr) = / xi

 r  pi

ஆதியிலிரு்நது டப்றப்படெ மு்தல் விலககப்டபருககுதட்தாசக

வசரயச்றயில் r = 1 எனில்

                  '1n  = E(X) = / xi pi = X

 இது வாயப்பு மாறி X இன் ைராைரி ஆகும். அ்தாவது ஆதியானது டப்றப்படெ மு்தல் 
விலககப்டபருககுதட்தாசக ைராைரியாகும். ஆதியிலிரு்நது டப்றப்படெ இரண்ொம் 
விலககப்டபருககுதட்தாசக 

வசரயச்றயில் r = 2 எனில் 

  '2n   = E(X2)= / xi
2pi

 இது ஆதியிலிரு்நது டப்றப்படெ இரண்ொம் விலககப்டபருககுதட்தாசக எனப்படும்.

9.்.2. சமய விைககப் ட்ருககுதடதாசக

வசையசை: 
      X என்பது வாயப்பு மாறி, ஒரு மிசக முழு எண்  r, (r = 1, 2, ...), X இன் r ஆவது சமய 
விலககப் டபருககுத ட்தாசக ஆனது  rn  = E ( X X- )r 

 மு்தல் சமய விலககப்டபருககுதட்தாசக வசரயச்றயில் r = 1 எனில்

        1n =  E  ( X X- ) = 0  (எப்தபாதும்)

குறிப்புசர: 
        ைராைரியிலிரு்நது டப்றப்படெ விலககங்களின் கூடு்தல் பூஜ்ஜியமாகும்.

 இரண்ொம் சமயவிலககப் டபருககுதட்தாசக வசரயச்றயில்r = 2 எனில்
  2n  = E ( X X- )2  
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   = E ( X2 – 2 X X# + X 2  )

   = E ( X2) – 2E (X) E ( X ) +E ( X )2                            

   =  E(X2) – 2 X X + ( X )2         

   =  E(X2) – ( X )2                                                                                                               

   =  E(X2) – [E(X)]2         இங்கு X   மாறிலி மற்றும் E(X)  = X  

  2n  = ' ( ' )2 1
2n n-

 ைராைரியிலிரு்நது டப்றப்படெ 2ஆவது சமய விலககப்டபருககுதட்தாசக வாயப்பு மாறி  
X இன் மாறுபாடு ஆகும்.

  மாறுபாடு = மாறு (X) = 2n =  ' ( ' )2 1
2n n-

  திடெவிலககம் (S.D) = v  = மாறுபாடு           

சிை குறிப்பிகெ முடிவுகள் (மாறு்ாட):

(i) மாறு (c) = 0  i.e.  மாறிலியின் மாறுபாடு பூஜ்ஜியம் 

(ii) c என்பது மாறிலி எனில் மாறு (cX)=c2 மாறு(X)

(iii) X  என்பது வாயப்பு மாறி மற்றும் c என்பது மாறிலி எனில் மாறு (X ± c) = மாறு (X)

(iv)  a மற்றும் b என்பது மாறிலி எனில் மாறு (aX ± b) = a2  மாறு (X)    

(v) a மற்றும் b என்பது மாறிலி எனில் மாறு (a ± bX) = b2 மாறு (X).

(vi) X, Y ஆனது ைார்பிலா வாயப்பு மாறி எனில் மாறு (X + Y) = மாறு (X) + மாறு(Y)

(vii) X, Y ஆனது ைார்பிலா வாயப்பு மாறிகள் எனில் மாறு (aX + bY) = a2 மாறு (X) + a2 

மாறு(Y)

9.்.3. விைககப் ட்ருககுத டதாசக உருவாககும் ைாரபு (M.G.F.) 

வசையசை: 

     வாயப்பு மாறி X இன் விலககப் டபருககுத ட்தாசக உருவாககும் ைார்பு M x(t) 

                      M x(t) =  E (etx)  , |t| <1 

(i) Mx(t) =  ( ) ( )e p xtx/      ்தனித்த வாயப்பு மாறி 

(ii)  Mx(t) = e f x dxtx

3

3

-

] g#  ட்தாெர் வாயப்பு மாறி     
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 வாயப்பு மாறி X இன் ஆதியிலிரு்நது டப்றப்படெ டபருககுதட்தாசக காண விலககப்    
டபருககுத ட்தாசக உருவாககும் ைார்பு பயன்படுகி்றது.

 E (Xr) = ( )M tx
r  at  t=0 ( )M tx

r

 ( )M tx
r  என்பது Mx(t) இன் r ஆவது வசகயிெல் ஆகும்

  2 2n n= l ( )1
2n- l

 ஆதியில் r ஆவது விலககப் டபருககுதட்தாசக காணல்

   Mx(t) = E (etX)

   = E [1+ ! !
( )

!
( ) ... !

( ) ...]tX tX tX
r

tX
1 2 3

r2 3
+ + + + +

   = 1+ !
( )

!
( )

!
( ) ... !

( ) ...E tX E tX E tX
r

E tX
1 2 3

r2 3
+ + + + +

   = 1+t !
( )

!
( ) ... !

( ) ...E X t E X
r

t E X
1 2

r r2 2
+ + + +   

   = 1 + t ' !
'

... !
'

...t t r2
r r

1
2 2n
n n

+ + + +                  

  Mx (t) = !
'

t rr
r r

0/
n3

=

 விலககப்டபருககுதட்தாசக Mx (t) இல்  !r
tr

  இன் குணகம் 'rn  ஆகும். Mx (t)
விலககப்டபருககுத ட்தாசகசய உருவாககுவ்தால், விலககப் டபருககுதட்தாசக உருவாககும் 
ைார்பு எனப்படுகி்றது. 

 விலககப் டபருககுத ட்தாசக உருவாககும் ைார்பிசனப் பயன்படுததி ைராைரி மற்றும் 
மாறுபாடசெ, மு்தல் மற்றும் இரண்ொம் விலககப் டபருககுத ட்தாசகயிலிரு்நது டப்றலாம்.

 ' ( ' )2 2 1
2n n n= -

9.்.். சிைப்பியல்புச் ைாரபு
 எல்லாப் பரவல்களுககும் விலககப்டபருககுத ட்தாசக உருவாககும் ைார்பு காண இயலாது. 
இ்நநிசலயில் சி்றப்பியல்புச் ைார்பு அதிக அளவில் பயன்படுத்தப்படுகி்றது.

வசரயச்ற: 

          X என்்ற வாயப்பு மாறிககான நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு  f(x) எனில் சி்றப்பியல்புச் ைார்பு
 ( )txz , இங்கு ( ) (t E e )

x
i t Xz =  

 பின்னர் ( ) ( )t E e e f x dxx
i tX itxz = =

3

3

-

] g# , (ட்தாெர் பரவல்)           

      ( ) ( )t p xx e
itx/z =  , (்தனித்த பரவல்) ,  இங்கு  i  = 1-
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நிசைவில் டகாள்க...
 z வாயப்பு மாறி என்பது கூறுடவளியில் உள்ள ஒவடவாரு மதிப்பிற்கும் டமய மதிப்புகசள 

எடுககும் ைார்பாகும்.

 z வீச்சைப் டபாறுதது வாயப்பு மாறி வசகப்படுத்தப்படுகி்றது.

 z நிகழ்தகவு ைார்பு வீச்சிசனக டகாண்டு ஒரு புள்ளியிதலா அல்லது இசெடவளியிதலா 
நிகழ்தகசவக காணப் பயன்படுகி்றது.

 z குவிவு பரவல் ைார்பு வீச்சின் உடகணததின் நிகழ்தகசவக காண உ்தவுகி்றது.

 z நிகழ்தகவுப் பரவலின் சுருகக அளசவகளான ைராைரி மற்றும் மாறுபாடு ஆகியசவ 
இருவி்தமான வழிகளில் (i) எதிர்பார்ப்பு (ii) விலககப்டபருககுதட்தாசக உருவாககும் 
ைார்பு டகாண்டு கணககிெப்படுகி்றது.

்யிற்சி

I . மிகச் ைரியாை விசெசயத டதரிவு டைய்க:

1.  f (x) = kx x
elsewhere0
0 32 # #*  ஓர் நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு எனில் K இன் மதிப்பு 

(a) 3
1  (b) 6

1  (c) 9
1  (d) 12

1

2. ஒரு வாயப்பு 2மாறியின் நிகழ்தகவு பரவல் 

X 0 1 2 3 4 5

P(X = x)
4
1 2a 3a 4a 5a

4
1

எனில் P (1 #  X #  4) இன் மதிப்பு

(a) 21
10    (b) 7

2  (c) 2
1  (d) 14

1

3. X என்பது ்தனித்த வாயப்பு மாதிரி டபறும் மதிப்புகள் 0, 1, 2 மற்றும் P (X = 0) = 169
144  எனில் 

P(X=1) = 169
1 ,   P(X=2) = K எனில்,  K இன் மதிப்பு

(a)  169
145  (b) 169

24  (c) 169
2  (d) 169

143

4. E(X+C) = 8 மற்றும் E(X-C) = 12 எனில் C இன் மதிப்பு 

(a)  -2  (b)  4 (c)-4 (d) 2

5. வாயப்பு மாறி X இன் மாறுபாடு 4 மற்றும் ைராைரி 2 எனில் E(X2) 

(a)  8 (b)6 (c) 4 (d) 2
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6. மாறு (4X+3) = 

(a)  7 மாறு  (X) (b) 16 மாறு  (X)  (c) 256 மாறு  X    (d) 0

7. இரண்ொம் சமயவிலககப் டபருககுதட்தாசக என்பது 

(a)  ைராைரி (b) திடெவிலககம்      (c) மாறுபாடு       (d) இசெநிசல 

8. மாறுபாடு = 20 ஆதியிலிரு்நது டப்றப்படெ இரண்ொம் விலககப் டபருககுதட்தாசக = 276,  
X இன் ைராைரி
(a)  16 (b)5  (c)4   (d) 2

II.    நகாடிகெ இெதசத நிைப்புக:
9. ஒரு மாறியில் டப்றப்படும் டமயஎண்கள் வாயப்பு தைா்தசனயின் விசளவுகளால் டப்றப்படெ 

எண்களாக இரு்ந்தால் ____________ என அசைககப்படுகி்றது.

10. F(X) என்பது ஒரு பரவல் ைார்பானால் F(–3 ) என்பது ____________

11. X ஒர் ட்தாெர் வாயப்பு மாறி, a, b மாறிலிகள் மற்றும் a #  b எனில் P (a #X #  b) =   
____________

12. ட்தாெர் வாயப்பு மாறியில் ஒரு புள்ளியில் காணும் நிகழ்தகவு ____________

13. ஒரு ட்தாெர் வாயப்பு மாறியில் அசம்ந்த நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு, F(X) என்பது அ்தன் 
குவிவு பரவல்ைார்பு எனில் F'(X) = ____________

14. f (x) ஓர் நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்பு எனில் ( )xf x dx
3

3

-
#  ____________

15. X என்்ற வாயப்பு மாறியின் கணி்த எதிர்பார்த்தல் ____________ என அசைககப்படும்

III. குறு விைா (ஓரிரு டைாற்களில் விசெயளி):
16. ்தனித்த மற்றும் ட்தாெர் வாயப்பு மாறிககும் இசெதயயான தவறுபாடு எழுதுக
17. நிகழ்தகவு திண்சமச்ைார்பு மற்றும் நிகழ்தகவு அெர்ததிச்ைார்பு தவறுபடுத்தவும்.
18. ்தனித்த வாயப்பு மாறியின் கணி்த எதிர்பார்த்தசல வசரயறுககவும்
19. விலககப் டபருககுதட்தாசக உருவாககும் ைார்சப எழுதுக.
20. ட்தாெர் ைமவாயப்பு மாறியின் சி்றப்பியல்பு ைார்பிசன எழுதுக.
21. X இன் நிகழ்தகவு பரவல் பின்வருமாறு

 X o 1 2 3 4
P(X=x) 3a 4a 6a 7a 8a

 ‘a’ இன் மதிப்சபக காண்க
22. f(x) = 5x4,   0<x<1 என்பது நிகழ்தகவு அெர்ததி ைார்பாகுமா?
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23. வாயப்பு மாறி X இல் E(X)= 2
1 ,  E(X2)= 2

1  திடெவிலககம் காண். 

III. குறு விைா (ஓரிரு டைாற்டைாெரகளில் விசெயளி):

24. பரவல் ைார்பின் பண்புகசள எழுதுக.

25. மூன்று பகசெகள் ஒருமுச்ற வீைப்படும்டபாழுது 6 கிசெப்ப்தற்கான நிகழ்தகவு        
பரவசலககாண்.

26. ஒரு டபடடியில் 6 சிவப்பு மற்றும் 4 டவள்சளப் ப்நதுகள் உள்ளன. ஒதர தநரததில்  மூன்று 
ப்நதுகள் வாயப்பு முச்றயில் எடுககப்படுகின்்றன எனில் டவள்சளப் ப்நதுகள் எடுப்ப்தற்கான 
நிகழ்தகவுப் பரவல் காண்.

27. வாயப்பு மாறி X பின்வரும் நிகழ்தகவு அெர்ததிச் ைார்சபப் டபற்றுள்ளது 

 f (x) = x
elsewhere

4
1

0
2 2< <-*

(i) P(-1 < X < 2)     (2) P (X>1) ஆகியவற்ச்றக காண்க.
28. ஒரு சீரான பகசெசய சவதது ஒரு விசளயாடடு விசளயாெப்படுகி்றது. ஒருவருககு  

பகசெயின் தமல் 2 விழு்ந்தால் ரூ. 20 இலாபமும் பகசெயின் தமல் 4 விழு்ந்தால் ரூ. 40 
இலாபமும் பகசெயின் தமல் 6 விழு்ந்தால் ரூ.30 இைப்பும் அசெகி்றார். தவறு எ்ந்த எண்  
விழு்ந்தாலும் இலாபமும் இைப்தபா கிசெயாது. அவர் அசெயும் எதிர்பார்ப்பு யாது?

IV.  கீழககணெ விைாககளுககு விரிவாை விசெ தருக:

29. ஒரு ட்தாெர் வாயப்பு மாறி X இன் நிகழ்தகவு அெர்ததிைார்பு 

f (x) =   
( )x x x

elsewhere
4

3 2

0
0 2< <

-* எனில் ைராைரி மற்றும் மாறுபாடு காண்

30. x என்்ற ட்தாெர் வாயப்பு மாறியின் நிகழ்தகவு அெர்ததிைார்பு 

 f(x) =  
( )k x x

elsewhere
4

1

0
0 1< <

2-
Z

[

\

]]]]
]]]]

             

K மற்றும் E(X) காண்க.
31. இரண்டு சீரான பகசெகள் வீைப்படுகின்்றன. பகசெயில் தமல் எண்களின் கூடு்தலின்   

எதிர்பார்ப்பு காண்

32. X இன் நிகழ்தகவு பரவல் கீதை டகாடுககப்படடுள்ளது.

X –2 3 1

P (x)
3
1

2
1

6
1

E(2X+5) இன் மதிப்பு காண்

தவறிெங்களில்

தவறிெங்களில்

தவறிெங்களில்
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33. மூன்று நாணயங்கள் சுண்டும் டபாழுது ்தசல விழுவ்தற்கான எண்ணிகசகயின் ைராைரி    
மற்றும் மாறுபாடு காண்

34. ஒரு வாயப்பு மாறி பின்வரும் நிகழ்தகவுப் பரவசல டபற்றிருககி்றது.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8

P(x) a 3a 5a 7a 9a 11a 13a 15a 17a

     (i)  a         (ii) P(X<3)  (iii)    P(X>5)  (iv) P(3<X<7)  காணக.

35. 52 சீடடுகள் டகாண்ெ கடடிலிரு்நது இரண்டு சீடடுகள் ஒன்்றன் பின் ஒன்்றாக திரும்ப 
சவககப்படும் முச்றயில் எடுககப்படொல் ஏஸ் சீடடுகளின் எண்ணிகசகககு ைராைரி  மற்றும் 
மாறுபாடு காண்

36. ஒரு நுசைவுத த்தர்வில் ஒரு மாணவன் 120 தகள்விகளுககும் விசெயளிகக   தவண்டும். 
ஒவடவாரு தகள்விககும் நான்கு விசெகள் உள்ளன. ஒருைரியான விசெககு 1  மதிப்டபண் 
டப்றமுடியும். ்தவ்றான விசெககு 1/2  மதிப்டபண் இைகக தநரிடும். ஒவடவாரு தகள்விககும் 
ைமவாயப்பு முச்றயில் விசெயளித்தால் அம்மாணவன் டபறும் மதிப்டபண்ணின் எதிர்பார்ப்பு 
என்ன?

37. ஒரு டபடடியில் 8 டபாருடகளுென் இரண்டு குச்றபாடுள்ள டபாருடகளும் உள்ளன. 
இதிலிரு்நது மூன்று டபாருடகள் வாயப்பு முச்றயில் திரும்ப சவககாமல் எடுககப்படுகின்்றன 
எனில், குச்றபாடுள்ள டபாருடகளின் எண்ணிகசகயின் ைராைரி காண்க

38. ஒரு டபடடியில் 4 டவள்சள மற்றும் 3 சிவப்பு ப்நதுகளும் உள்ளன. 3 ப்நதுகசள 
ஒவடவான்்றாக எடுககும் தபாது சிவப்பு நி்றப் ப்நதுகளின் எண்ணிகசகயின் நிகழ்தகவுப் 
பரவல் காண்க

 (i)  மாறும்டபாழுது                   (ii)  மா்றா்த டபாழுது
39. X, Y இன் இசண்ந்த நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்பு பின்வருமாறு

            Y
X 1 3 9

2 0.1 0.1 0.05

4 0.2 0 0.1

6 0.1 0.15 K

(i) K      (ii) E(X+Y)  காண்
40. கீழககாணும்X, Y இன் இசண்ந்த நிகழ்தகவு திண்சமச் ைார்பிற்கு E(3X) மற்றும் E(4Y)

            Y
X 1 2 3

–5 0 0.1 0.1
0 0.1 0.2 0.2
5 0.2 0.1 0
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விசெகள்:

I.1. c.   2. c 3. b 4. a 5. a  6. b   7.  c 8.  a 

II. 9. வாயப்பு மாறி      10. 0 11.  F (b) – F(a)  12. 0 13. f (x)  

     14. E(X)        15. கூடடுச்ைராைரி

III. 21.   28
1   23.   2

1  

IV. 25.  
X 0 1 2 3

P(x) 216
125

216
75

216
15

216
1

 26. 
X 0 1 2 3

P(x)
30
5

30
15

30
9

30
1

27.  4
3 , 4

1    28. 5  

V. 29. 1, 5
1   30.  6, 3

8             31. 7  32. 7

     33. 2
3 , 4

3   34. 81
1 , 9

1 , 81
56 , 27

11

35. 13
2 , 169

24  36. –15 37.  4
3   

38. (i) 
X 0 1 2 3

P(x)
64

343
144
343

108
343

27
343

  (ii)  
X 0 1 2 3

P(x)
30
5

30
15

30
9

30
1

39. 0.2, 8.7   40. –1.5, 2.0
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